Grundwissen

Mit rationalen Zahlen rechnen

® 1 2 5 5

40
4,6 2,5 13 Sl
4,5 9,1 6,6 _% _% %
-12 +7,5 +1,6 -8,2 -2 -2 1% -2
| KX > 2 a) richtig: 4 b) richtig: 3 ¢) richtig: 2, 3
Mit reellen Zahlen rechnen
(KX ) 3 a) L={7;7} b) L=1{-1,5;1,5} ) L={0}
= . - _J 3.3
d) L= {4 4) O L=0 n L-{-23)
g L={-33 h) L= ) L=0
(KX ) 4 a)\25.9=5-3=15 b) V196-16 =14-4=756 0 V361-9=19-3=57
36 _ 6 _ 2 49 _ 7 81-16 _ 94 _ 3
d Jer=9=3 e Ve =8 D 5 ="11 =311
322 _ V3 apz _ 2-\2b
(kx> 5 a)Vi8a2=3-\2a b) /2="a ) o=
Vab 5 _ V0,422 5 _ Viza
&) = Var=a )m—\/064a 0,8a 0 \/ai_a
\/54 \/E 36a% _ 6a2 ,45 3 ,32 ’144 4 1282
) \/_ \/_ v bza - b h) 2§ a 6a
(K5 ) 6 a) 2V3x=8Y3-5\3 o 2V3x=3V3 © x=1,5 = L={1,5}
b) 15-6V5+V/5x=20-6y5 < V5x=5 o x=\5 = L={/5
Potenzgesetze anwenden
@ 7 a) 43+o—5=4—2=%=11_6 b) 42+3-D=43=64
€) 273+44272+4=2422=6 d) 1,2473-1,24-4=1,2-1=0,2
e) (_2)8—4—2=(_2)2=4 f) 24-7-(3) =20 =1
10, 55 6% - as
(K5 ) 8 a) §9 a?o % b) o5 = 6a’
4,6 4 4
o Efes
e) 125)‘(16;627)( = 11562)(); =79=9 5 f) 5x°+5x7 =5x>(1+x%
3_q_1,1_1 1 3Q-x_(A-x _4-2x _20Q2-x _
8) x0-xtex?—x7 1-3*e % h) ToxT 2% T 2x T 2ox T a-x "2

6 Schulbuchseite xxx



Proportionalitdten

KX > 9 a) 1 Wegen derProduktgleichheit (36 =9 -2 = 18) liegt eine indirekte Proportionalitit vor.

8

J

2 Wegen der Quotientengleichheit (9: 3,6 =7,5: 3 = 2,5) liegt eine direkte Proportionalitat vor.

s X 1 1,5 3 9 18
y 18 12 6 2 1
. X 1 3,6 3 9 18
y 2,5 9 7,5 22,5 45
b) vaA !
251
204/
B ]
15__: I,' fiy=2,5-x
“ '
10T
5__"\\\. fiiy=18:x
[01% | s ke it ER ey SR PN SRS U PO
Jo ! T T T 1 I ™
5 10 15 20 25 30 35 X

¢) Essind individuelle Antworten moglich, z.B.:

1 Ein Arbeiter braucht fiir eine bestimmte Aufgabe 18 Stunden. Drei Arbeiter erledigen die Auf-
gabe in 6 Stunden.

2 EinKilogramm Apfel kostet 2,50<€, drei Kilogramm kosten 7,50 €.

10 a) Indirekte Proportionalitdt, mogliche Arbeiter-Stunden-Zahlenpaare sind: (1118); (219); (316).

b) Weder direkte noch indirekte Proportionalitdt. Nimmt man z. B. ein Becken mit 100 m3 Wasser, aus
dem pro Stunde 10 m? abflieBen, dann sind die Stunden-m?3-Zahlenpaare:
(01100); (1190); (2180); 3170); (4160); ...; (9110); (1010). Die Zuordnung ist linear.

c) Auch hier liegt weder eine direkte noch eine indirekte Proportionalitdt vor.

11 15d-45km=xd-27km<:>xd=15°2‘7'%km<:>x=25

Wenn tdglich 27 km gefahren werden, reicht die Tankfiillung 25 Tage.

Prozent- und Zinsrechnung
12 3-(3=54ox=14-54=96
Die Schuhe kosteten urspriinglich 96 €.

13 a) b) 0) d)
Kapital in € 8400 12600 24120 1000
Jahreszins in € 100,8 189 651,24 8,5
Zinssatz p.a. in % 1,2 1,5 2,7 0,85

14 Die Stiickelung des Geldes spielt keine Rolle, es kommt nur auf den Zinssatz an, und der ist bei Bank A
hoher als bei Bank B. Daher sollte Oma Schwarz sich fiir das Angebot der Bank A entscheiden.

Bank A: K;=15000€ - 1,0353 =16630,77€
Die Zinsen bei Anlage von 15000 € fiir 3 Jahre bei Bank A betragen 1630,77 €.
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Grundwissen

Lineare Funktionen
(KX ) 15 @) gry=x+2 b) g:y=2 0 gy=-2x d) g:y=-x-2

—2,5+4 _
a) m, =557 =26

~4=26-(2)+t, & t, =12
gy = 2,6x+1,2

b) 3=m, +2 & m =-5
g,y =-5x+2

Q) 3,5=-05(2+t & t =25
gy =-0,5x+2,5

d) g =—%X—1

| KX ) 17 Wegenm-m*=-1gilt:
a) 2= % 5+t & t=-0,5 Die Funktionsgleichung von g* lautet: y = —x 0,5.
b) 2=-4-0+t & t=2 Die Funktionsgleichung von g* lautet: y = —4x + 2.

Lineare Gleichungen und Ungleichungen
1 1
(KX ) 18 a) x=-% N:L=0 Z:L=0 R:L={-}

b) a=-12  NL=O ZL=02 R:L=1-11
) c=-2 N:L=¢g& Z: L ={-2} R: L={-2}
d) x=1 N: L ={1} Z:L={1} R: L={1}

| KX ) 19 Die Situation wird durch folgende Gleichung beschrieben:
1200€ -1200€ - R =800€ +800€ - R@ x =20
Der Handler hat also 20 % nachgelassen und der Kaufer 20 % mehr geboten.
Der Preis des Teppichs betrdgt 800€ - 1,2 = 960 €.

(KX ) 20 a) x=8 b) x<3,2 ) x=5 d) x=1 e) x<g7 ) x=9
Bruchterme und Bruchgleichungen
(KX 21 @) gopyige T =501 D =R\{-1; 1)
b) (x+33)2'(x_3)'(x+3)= 53 D =R\{-3}
0 i E =1 D=R\{0; 3}
d 36 ey =y D=R\{-3; 3}
€ =% D =R\ {-2; 0}
U 33 ok 3 833—8 R R Ik e D=R\{-3;-2:3}
8 x- (x 1)'x-(x )~ x- (x 1) D =R\ {0; 1}
h) X5 v+l ;.1\/._1 y_X_l 'y;_1=yf/7((\\,/:11))2=;(,2(\{/:11)) D =R\{-1;0; 1}
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Grundwissen

22 a) D=R\{-5;2}

3-(x+5)=—8-(x—2)<:>x=11—1

-

A

b) D=R\{-3;0}  12¢=(4x+4) - Gx+ 1) ex=—F L={-1
c¢) D=R\{0; 1} (2x-3)-x-1)=2x-(x-1,5) < x=1,5 L={1,5}
d) D=R\{-1; 4} 2x-(x+1) =(8x+8) - (0,25x-1) &x=-1 L=g
e) D=R\{5} X+ (x=5)=5-(x-5)<x=5 L=g
f) D=R\{2} x+1) - x-2)=-3-2-Y=x-22=0sx=2 L=g

Mit Summentermen rechnen
23 a) a2+2ab+b2-(a2-b?) =2b2+2ab

b) 1652 —9u2 - (9u? + 24us + 16s2) = -18u? - 24su

¢) 36r2—60r+ 25— (36r2—25) =—-60r + 50

d) 64x2-36y%— (36x2 + 96Xy + 64y?) = 28x2 — 96Xy — 100y?
24 a) x2-x+0,25 b) y2+%y+§ €) X*+4x2+4 d) 4a*-4a’+1 e) 121x2-196y?
25 AQuadrat ) = x?cm?

Agechteck @ = x=2)cm - (x+ 2) cm = (x2 - 4) cm? = Aquadrat ® — 4 cm?

Der Flicheninhalt des Rechtecks ist um 4 cm? kleiner als der des Quadrats.

Lineare Gleichungssysteme

26 a) | y=2x-3 b) | y=x-3

Il'y=0,6x—-0,2 L={(I11)} Ily=x-3 L=R

y A y A

5__ 51

4 g 4

4 . 4

3T 3T

2+ >4

1T 1+

1 0 1 1 1 1 1 1 | I 1 0 1 1 1 1 1 1 | .
T OI T T T T T T | T OI T T T T T |
- 2 3 4 5 6 7 8 x - 1 23 4 5 6 7 8 x
11 14

g
2+ 2+ %

¢ | y=0,5x-1,5 d | y=0,7x+1

I y=0,5x—% L=g Il y=-0,4x+6,5 L={(514,5)}
y A y A
4 ~{]
3T 6_
2__ 5_
1T g, 4
oA > 3
- 'O/i 3 4 5 6 7 | 8 X
1= 2
81
2T 1
3+ /0::::::::=
g 1 2 3 4 5 6 7 8 x
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Grundwissen

| K& ) 27 Essindindividuelle Lésungswege méglich.

a) z.B. Einsetzungsverfahren: b) z.B. Einsetzungsverfahren:
Il x=22,5-2y linll: 3y =1,5 (5y-27) — 4,5
llinl: 3y +9 (22,5 -2y) + 15 =0 ©y=10;x=23
<y =14,5x=-6,5 L={(3110)}
L={(6,5114,5)}
¢) z.B. Additionsverfahren: d) z.B. Gleichsetzungsverfahren:
I+11: 9x =-9 Umformen ergibt: Iy=—§x+1
ex=-1y=-12 hy=-2x+1
L={(-11-12)} Die beiden Geraden sind identisch.
L=R

| K3 ) 28 Die Léngen der beiden Katheten betragen acm bzw. bem. A, =A+10

ita=3 = =1 ilt:

M'tE_ 1ea 3bund A 2ab gilt:

1.@+2)-b+2=1ab+10

1.8b+2)-(b+2)=33b-b+10

3b2+8b+4=3b2+20

b=2;a=6

Die Langen der Katheten betragen 2cm und 6 cm.

(K3 ) 291 1+6+x+7+y+0=28x=14-y

I 1-1+6~2+x-32+87~4+y-5+0~6=3’25

xinll: 41+3-(14-y)+5y=91y=4;x=10
Zehn Schiiler erhielten die Note 3 und vier Schiiler die Note 5.

Quadratische Funktionen

K5 > 30 a) S(-113) b) S(3,410) ¢) S(01-5,6) d) S(-2,318)

(K5 ) 31 a) y=(x+1)2+2 S(-112) nicht gestaucht und nicht gestreckt
b) y=-0,5(x-8)2+44 S(8l44) gestaucht
¢ y=-4(x-22+10 S(2110) gestreckt
d) y=-2(xx+1,52+2 S(-1,512) gestreckt

32 a) y=(x+1)2-4 S(-11-4)  nach oben getffnet p(2)=-3#-5A¢gp
b) y=-0,5(x+4)2+20 S(-4120) gestaucht, nach unten geéffnet p(B)=-4,5#-4;A¢p
c) y=-x2+8 S(I8) nach unten geéffnet p(0)=8;Aep

Quadratische Gleichungen und quadratische Gleichungssysteme
(KX > 33 a) L={3;4) b) L={-2;2) ¢ L={1,51,22)
d) L={3} e L={} nL={Z1l
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(KX ) 34 a) X2-1,5x-1=0

Zuc)
_ 1,5 V1,52 + 4 _1,5%25
1/2 2 - 2

X, =-0,5; %, =2

X

e

b) Pia hat die Parabelgleichung p: y = x2—1,5x—1 b
umgeformt in py: y = (x—0,75)2 - 1,5625 und den N
Graphen der Parabel gezeichnet; anschlieBend hat sie
die Schnittpunkte P, und P, von p, mit der x-Achse und
damit deren x-Koordinaten als Lésungen erhalten. W
Marcel hat die Gleichung x2—1,5x— 1 = 0 umgeformt in

x2=1,5x + 1, dann die Parabel Pu: Y = x2 und die Gera-
de g: y = 1,5x + 1 gezeichnet. Mit den Schnittpunkten

M, und M, von p,, mit g,, hat er die gesuchten Losungen :
erhalten.

Sebastian hat x2— 1,5x — 1 = 0 umgeformt in kR ;
x2-1,5x =1 und dann s | Py
ps:y = x> —1,5x = (x-0,75)? - 0,5625 gezeichnet; K faTi
anschlieBend hat er den Graphen von pg und die Gerade 1 Pe Voo P
g<:y = 1 gezeichnet und die Losungen mithilfe der "-] P, Pl N
Schnittpunkte S, und S, von pg mit g erhalten.

€) pp:y=0,5x2+5x+10,5Ngxy=0
Py Y =0,5x2 N gy y =-5x—10,5

1

¥ T

~10 -8 =2 2 4

= {Pl; Pz} B i

= (9 ) SRRFEEARL

= {Sl; 52} ) _:6“
Die Schnittpunkte P, und P,, M; und M,, S, und S, ;

haben die x-Koordinaten x, = -7 und x, = -3,
d.h.:L={-7;-3}.

Ps: Y = 0,5%% + 5x M gg: y = -10,5

1,5; 4}
L={-1+V3}={-2,73;0,73}

(KX ) 35 a) x2-2,5x-6=0 L= {2208
b) 2x2 + 4x—4 =0

Statistische Kennwerte

: > 36 a) Essind unterschiedliche Losungen maoglich, beispielsweise: 1; 2; 3; 6; 8:
arithmetisches Mittel: X = 1"2"2—*6*8
oder:1;1;3;7; 8:
arithmetisches Mittel: x = 1+ 1+3+7+8 _

z 4; Zentralwert/Median: z =3

b) Die Zahlenfolge 3, 3, 3, 8, 8 hat den Zentralwert z = 3 und liefert das groBte arithmetische Mittel
von fiinf Zahlen aus G, ndmlich:
— 3+3+3+8+8
X=—pF—= 5

= 4; Zentralwert/Median: z=3
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Grundwissen

@ 37 Zundchst wird man die kleinste Korpergrofe festlegen, z.B. 169 cm. Daraus ergibt sich durch die gege-
bene Spannweite die zweite Kérpergrofle, hier 181 cm. Die dritte KorpergroBe ergibt sich mithilfe des
arithmetischen Mittels:

(169cm +181cm+xcm) : 3 =174cm = xcm = (522 -169-181)cm = 172cm.

Wenn man die erste Kdrpergrofe ungiinstig wahlt, z.B. 172 c¢cm, kann es sein, dass sich durch die dritte
Grofie die Spannweite dndert: Mit 172 cm und 184 cm als erster und zweiter Grofie erhalt man mithilfe
des arithmetischen Mittels als dritte Groe xcm = (522 — 172 — 184) cm = 166 cm. Die Spannweite zwi-
schen dem kleinsten und grof3ten Wert betrdgt dann (184 — 166) cm = 18 cm. Es sind also nur wenige
Losungen moglich, wenn man die erste KorpergrofRe mit ganzen Zentimetern angibt.

1.Korpergrofie | 2.Korpergrofie | 3.KorpergroBe | arithmetisches Mittel | Spannweite | Ldsung
164cm 176 cm 182cm 174cm 18cm nein
165cm 177cm 180cm 174cm 15¢cm nein
166cm 178cm 178cm 174cm 12cm ja
167 cm 179cm 176cm 174cm 12cm ja
168cm 180cm 174cm 174cm 12cm ja
169cm 181cm 172cm 174cm 12cm ja
170cm 182cm 170cm 174cm 12cm ja
171cm 183 cm 168cm 174 cm 15cm nein
172cm 184 cm 166cm 174cm 18cm nein

Die KorpergroBen der drei Personen konnten damit folgendermaRen ausfallen (in cm):
16611781178; 16711761179; 16811741180; 16911721181; 17011701182.

Zufallsexperimente darstellen
| KX » 38 a) Essind 4 -3 =12 verschiedene zweistellige Zahlen méglich: 12, 13, ..., 42, 43

1 2 3 4 1. Stelle

2 3 4 1 3 4 1 2 4 1 2 3 2. Stelle
b) Essind 4 - 4 = 16 verschiedene zweistellige Zahlen méglich: 11, 12, 13, ..., 42, 43, 44

1 2 3 4 1. Stelle

12 3 4 12 3 4 12 3 4 12 3 4 2. Stelle

Empirisches Gesetz der grof3en Zahlen

| KX » 39 Die relative Hiufigkeit, dass eine Person ,,Zahl“ geworfen hat, wiirde sich bei allen fiinf Personen niher
bei 0,5 einpendeln: Je 6fter der Versuch durchgefiihrt wird, desto starker stabilisiert sich die relative
Haufigkeit des Ergebnisses ,,Zahl“ um einen festen Zahlenwert.

Laplace-Wahrscheinlichkeit

(KX ) 40 a) P(15ahriger junge) = £
b) P (Schiilerin, die dlter als 15 ist) = 5
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Grundwissen

Umfang und Fldacheninhalt ebener Figuren
41 A=12FEmitD(314,5)

A

42 u=a+b+c+d
2lcm=a+4cm+c+5cm
a+c=21cm-9cm=12cm
A=2*C |

h=19,2cm? [12%] =3,2cm

| KX ) 43 Die Lange der kurzen Seite des Rechtecks sei x m, die Lénge der langen Seite (x + 3) m.
A ) =x- (x+3)m? = (x2 + 3x) m?
Aoy ® = (x+2) - (x+5)m? = (x2+ 7x + 10) m?
A®+26m?=A_ (X

S x2+3x+26=x2+7x+ 10

= 16 = 4x
& X=4
Die Seitenldangen des alten Rechtecks betragen 4 m und 7 m, die des neuen Rechtecks 6 m und 9m.
A AR = 7). aF = +1
(o a4 I AB =, 2} AC=[o5 53]

8_
A=1(7-(0,5x+5,5) -2,5 (x+ 1)) FE

= (3x+18)FE
IXx+18=22,5&x=9
=C(18)

7

Berechnungen am Kreis
KX ) 45 a) r=3mm d=6mm u=18,85mm A=28,27mm?
b) r=12cm d=2,4cm u=7,54cm A=4,52cm?

¢) r=8,276m d=16,552m u=52m A=215,18m?

d) r=1,5m d=3,0m u=9,3m A=6,9m2
KX ) 46 a) b) ) d)

r 4cm 1,2cm 2,00m 45,8dm

mn 42° 118,4° 64° 60°

b 2,93cm 2,48cm 2,23 m 48dm

Ag 5,86 cm? 1,49 cm? 2,23 m? 1098,3 dm?

Ug 10,93 cm 4,88cm 6,23 m 139,6dm
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Grundwissen

(KX ) 47 a) 1 ARing=n-[R2—r2]=n-[(4cm)2—(2cm)2]=n-12cm2

~ 37,7 cm?
2 ARingstUck = %TC : [(4 Cm)2 - (2 Cm)z] = % - 12cm?
~28,3cm?
b) Da das Ringstiick aus 2 aus einem Grundkreis mit%der Flache des Grundkreises aus 1 besteht,
A, R
gilt: %ﬁlk =TTR-9 =%

Ring

Zusammenhdnge in Dreiecken
48 a) P =180°-70°=110° o=y="2=350 & = 180° - 70° - 60° = 50°
b) B=180°-90°-44°=46°  y=180-44"_ ¢ggo o=y—PB=68-46°=22°

3

49 a) wahr b) wahr ¢) falsch

A

50 a) Skizze: B

c=11cm

c b=26cm A
Nach dem Satz des Pythagoras gilt: b2 = a2 + 2 = a =\b2 - c2 = 23,6 cm
b) Skizze: A

B C

a=3,4cm
Nach dem Satz des Pythagoras gilt: a2 =b2 + 2= b =Va?-c? =2,7cm
c) Skizze: C

A B

c=23,4dm
Nach dem Satz des Pythagoras gilt: c2=a? + b2 = b =1c2—a2 = 20,1dm

| KX > 51 Die Formeln fir die Flichendiagonalen e,, e, und e, sind eine direkte Anwendung des Satzes des
Pythagoras. Fiir die Raumdiagonale gilt: d = Va2 + b2 + c2.

a) e, =5,6cm;e,=7,8cm;e;=83cm;d=9,0cm
b) e, =60,1m; e, =452m;e;=750m;d=75,1m
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Grundwissen

(KX ) 52 a) sino=2=28m = o =25,1°
B = 90°~ 25.1° = 64,9°

cosoc=%<:>b =c-coso=8,5cm:c0s25,1°=7,7cm
b) sina=%=§%=05 = o =30°

v =90°-30° = 60°
cosoc=5<:>c= b-cosa=8cm-cos30°=6,9cm

| KX ) 53 a) Skizze: D

B
b) Der Schnittpunkt der Diagonalen (mit M bezeichnet) teilt das Drachenviereck in vier bei M recht-
winklige Teildreiecke.
Im Dreieck ABM gilt:

sin(%] =2 = IABI = 2Smf[%] = 5,2cm = IADI
cos[%]=:Al = |AMI = |ABI - cos[%]=3,9cm
Im Dreiec kf BCM gilt:

sin(¥]= & =IBCI= szf[%] = 7,0cm = [CDI
cos[%]=% = IMC| = |BC| - cos[] 6,1cm

=e=|AM[+IMCl =3,9cm + 6,1cm =10cm
) A=%ef=%-6,8cm-10cm=34cm2
u=2-1ABl+2-IBCl=2-52cm+2-7,0cm = 24,4cm

Kongruenzsitze fiir Dreiecke
| K5 ) 54 Allen Teilaufgaben liegt folgende Planfigur zugrunde:
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Grundwissen

a) Kongruenzsatz SsW

-

T 1. Zeichne die Strecke BC mita = 3cm.
A

2. Trage den Winkel B = 110° bei B an.

,/ 3. Der Schnittpunkt dieser Halbgeraden mit dem
b=6cm Kreis um C mit Radius b = 6 cm ist der Punkt A.

B 'a=3cm C

b) Kongruenzsatz SWS
X 1. Zeichne die Strecke BC mita = 5,2cm.
2. Trage den Winkel = 70° bei B an.

3. Der Schnittpunkt dieser Halbgeraden mit dem
Kreis um B mit Radius ¢ = 3,8 cm ist der Punkt A.

B a=5,2cm

¢) Kongruenzsatz SSS

1. Zeichne die Strecke AB mit c = 7cm.

2. Trage einen Kreis um A mit dem Radius
b = 6cm und einen Kreis um B mit dem
Radius a = 4,8cm ein.

3. Der Schnittpunkt der beiden Kreise ist der

Punkt C.
A c=7cm
d) Kongruenzsatz WSW
‘8 1. Zeichne die Strecke CAmitb = 4,3cm.
2. Trage den Winkel y = 80° bei C und den Winkel
o= 57°bei Aab.
3. Der Schnittpunkt der freien Schenkel bei C und
Aist der Punkt B.
Y o
c’ b=4,3cm A

e) Kongruenzsatz WSW
vy=3o=6B und o=2B
o+PB+y=180°= 2B +P + 6P = 180° = 3 = 20° y=120° o = 40°
i 1. Zeichne die Strecke BC mita = 5,4cm.

2. Trage den Winkel = 20° bei B und den Winkel
Y= 120° bei C ab.

3. Der Schnittpunkt dieser beiden Halbgeraden ist der
Punkt A.

B a=5,4cm C
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(KX 55

KX ) 56

a) Die Aussage ist falsch, wie man durch ein Gegenbeispiel zeigen kann:
Die beiden Dreiecke AA'C und AC'C setzen sich zusammen aus dem Dreieck ABC und einer Spiege-
lung des Dreiecks ABC an der Seite BC bzw. an der Seite AB. Damit haben sie den gleichen Flichen-
inhalt und sind gleichschenklig, da IAC| = [A'Cl = |AC'[; sie sind jedoch nicht kongruent.

C

C

b) Die Aussage ist wahr, es ist der Kongruenzsatz WSW.

¢) Die Aussage ist falsch: Die Dreiecke sind dhnlich, aber nicht zwingend kongruent zueinander. Ge-
genbeispiel sind zwei Dreiecke ABC und ADE, wobei D auf AB und E auf AC liegt und DE parallel zu
BC ist: Die Winkel der beiden Dreiecke sind gleich grof3, die Seitenlangen jedoch nicht — die Drei-
ecke sind nicht kongruent.

A D B

C

d) Die Aussage ist wahr, es ist der Kongruenzsatz SWS.

Losungsmoglichkeit:

e Planfigur mit gleichschenkligem Dreieck ABC, Grundseite AB, Mittelpunkt M und Lotfupunkten D
und E von M auf die Schenkel, s. Schulbuch.

e Voraussetzung:

1. Das Dreieck ABC ist gleichschenliig.
2. Der Punkt M ist Mittelpunkt von AB.
3. Die Dreiecke MCD und CME sind rechtwinklig bei D bzw. E.

e Behauptung: IMD| = IMEI
* Beweis:

Die Dreiecke CAM und BCM sind kongruent (SWS).

In den Dreiecken MCD und CME sind die Winkel bei D bzw. E und die Winkel bei C maigleich (Vor-
aussetzung 1 und 3), die beiden Dreiecke haben drei maBgleiche Winkel (Innenwinkelsumme im
Dreieck).

Die Dreiecke MCD und CME haben eine gleich lange Seite: IMC| = IMCI.

Die Dreiecke MCD und CME sind kongruent (WSW).

Aus der Kongruenz der Dreiecke MCD und CME folgt die Behauptung: IMD| = IMEI.

Satz des Thales

[k ) 57

c ic c Insgesamt gibt es drei Losungen mit dem rechten
b

a 1 C

B ey e e -—- Winkelin A, B oder C:
I ¥ Es gibt eine Losung mit dem 90°-Winkelin C:
7 Der Thaleskreis iiber AB mit [AB| = 9cm schneidet die
Parallele zu AB im Abstand von 4,5cm in C.
| Weitere Losungen sind die beiden Dreiecke mit dem
M| 1Bl =9cm ' 90°-Winkel in A bzw. in B mit IAC,| = h_= 4,5cm bzw.
5~ mitlBCl=h_=4,5cm.

- ]
| Mag !

>
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Grundwissen

| KX > 58 a) <BAC=<CDB=90° daA und D auf dem Thaleskreis iiber BC liegen.
Y= <LACB = 180°-90°-37° = 53°
B=<CBA=180°-90°-73°=17°
b) <CACB = 90°, da C auf dem Thaleskreis {iber AB liegt.
B=<CBM=1.(180°-136°) = 22°, da Dreieck AMBC ein gleichschenkliges Dreieck ist.
o= <L BAC = 180°-90°—-22° = 68°, da AABC ein rechtwinkliges Dreieck ist.

Zentrische Streckung
59 a) A'(01-3); B'(81-1); C'(712) b) A'(716); B'(213,5); C'(9,511) «¢) A'(6,513); B'(10,515); C' (4,517)

€0 8 20 =k 20 35y) 2[5

| =X, =-2%X, & X%,=0 N5-y,=4-2y,y,=-1
=Z(01-1)

Man wabhlt einen beliebigen Punkt auf g und bildet ihn durch zentrische Streckung als Element von g'
ab; hierfiir bietet sich T(012) an, dessen Koordinaten aus der Geradengleichung von g ablesbar sind.
Durch die zentrische Streckung von T(012) um das Zentrum Z (-313) mit k = 2 wird T auf T' (311) abge-
bildet. Die Steigungen von g und von g' sind gleich: mg = mg = 0,5.

TBlD)iny=0,5x+ t: einsetzen:

1=05-3+t, &t =-0,5 = g':y=0,5x-0,5

| KX ) 62 (MaBstab 1:50)
a) Der Baum ist 1,96 m hoch.

AT 28
Baufn: 1,96m  b) Tom =Tosm = X=2,29m

Der Schatten von Marie ist 2,29 m lang.

Marie: 1,6 m

35°
/Baumschatten: 2,8m

Strahlensidtze
KX ) 63 a) c=4cm-b=1cm
ﬁ=e‘if@%=%@e=4,5cm;f=l,5cm
b) e =557 © Bem = srasam © € =7,5¢m
e=bZ5m_3M 4=3cm
O Bre=eeF © T3em = 7oam © € =4cm
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| KX ) 64 Mitdem Strahlensatz ergibt sich folgendes Verhéltnis:

X _ 406m —
7m = 2.8m S x=290m

Der Olympiaturm ist etwa 290 m hoch.

Ahnlichkeitssitze fiir Dreiecke

Grundwissen

[ kX > 65 Wegen |AB| =2IBDI, IBT,| = 1IBCl und < T,BA = < CBD = 90° ist das Dreieck ABT, nach dem

Kongruenzsatz SWS &dhnlich zum Dreieck BCD.

Vektoren

KX ) 66 a) b) B
V- PP %) i d
Gegenvektor v* [_éjg] [g] [:z]
P(xly) (-1,51-2) (211,5) (110)
P'(x'ly") (-314,5) (-211,5) (414)

(KX ) 67 x=-2undy=13

(K& ) 68 v M543 = m, 212)

. Mb[_12+3|_22__4]= My (11-3)
M 2525 = m @1y
i
[kx ) 69 Aagcp = Angp * Acos

-[2,5-1,5-1-(-3)]FE= 3,375 FE

1 =(4-7)-4 -3
D AD =[2_,é:%]=[1_§]=a
’ b= [_1{5(:045%] = [—o_g] =c
gnevansaananasavii il GER et o
Apgp=7" g; g; FE:%'(ax'dy_ay'dx) FE=3
Acos =" g; g; FE=3- (.- b,—¢,-b) FE=3-[(0,5 - (-2,5) - (-2) - 5]FE = 5,625 FE

Aasco = Pasp + Acps = 3,375 FE + 5,625 FE = 9 FE
Es handelt sich um ein Trapez mit Flacheninhalt A, ., = 9 FE.
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Grundwissen

Rotationskorper
| KX ) 70 a) Quadratische Pyramide mit |AB| = BS|=1AS|=a
Diagonale AC mit [AC| = Va2 + a2 = a\2

)
Pyramidenhdhe h mit h =/a? —[%] = \/%a = %\E
Als Rotationskdrper entsteht ein Kegel mits =|ASl=a,h =5 3undr=— I_C|=%\/_
0=G+M= JT,[\/_]+TC 22.a= n[ 1\/_]a2~38 a2
B V=16-h-in (33 33 -1n-L 2F- o n V3 a= 0520
Mit a = 6cm gilt: V=98 cm?

Darstellungen im Raum

|AC|=7Cm lc___

[CSI=8cm

7cm

) IACI =
Die Lange der Hohe BM betrigt im

gleichseitigen Dreieck 6,1 cm und im
Schragbild 0,5 - 6,1cm = 3,1cm.

Zuerst wird die Strecke AC mit |ACl = 7 cm gezeichnet,
dazu der Mittelpunkt M der Strecke AC.

Die Halbgerade b erhélt man, indem man in M an AC
45° antragt.

B ist der Schnittpunkt der Halbgeraden b mit dem Kreis
um M mit Radiusr=3,1cm.

Die Hohe CS mit ICS| = 8 cm wird senkrecht zu AC in
C eingezeichnet.

| KX > 72 a) BH, CE und DF haben die gleiche Linge wie die Raumdiagonale AG.

b) Die Dreiecke EHD und AHD sind kongruent zum Dreieck ADE: Sie sind rechtwinklig bei H bzw. D und
haben die Kathetenlangen 4 cm und 6 cm.

c) Die Dreiecke EGB, EGD und BDE sind kongruent zum Dreieck ACH: lhre Seitenldngen stimmen mit
den Liangen |ACI, IAH| und ICHI in drei Seitenlidngen iiberein.

d) IACl=6,40cm |AGl = 8,77 cm |[EN| = 6,80cm IMN| = 6,50 cm
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Grundwissen

: > 73 a) undb) D C ¢  E G
-/
IACl = 424cm| | [AEll=3cm
[BCl=3cm
45° /] \ 35,28°
A |ABl=3cm B A |ACl=4,2cm C
Zeichne das Quadrat ABCD mit der Zeichne das Rechteck ACGE (bzw. CAEG)
Seitenldnge 3cm. mit den Seitenldngen |AE| = 3c¢m und
Miss das MaB des Winkels <C BAC |ACl = 4,2cm.
und die Lénge der Strecke AC, Miss das Maf? des Winkels ECA (bzw.
dies ergibt: o ACE), dies ergibt:
LBAC=45°  |ACl=4,24cm L ECA = 35,28° (X ACE = 35,28°)
| KX ) 74 Dader Wiirfel in jeder der drei Dimensionen eine Symmetrieebene hat, miissen die Winkel zwischen

den Raumdiagonalen mafBgleich sein.

Volumen und Oberfldcheninhalt geometrischer Kérper

(KX ) 75 G=3-e-f=1112cm? = 66cm?
a= %\/e2 +f2 =% 265cm=8,14cm
M=4-a-h=4-8,14-45cm? = 1465cm?
0=2-G+M=2-66cm?+1465cm2=1597cm?
V=G-h=66-45cm3>=2970cm?

[kx ) 76 a) b) 0
r 5cm 4,3cm 0,7dm
h 6cm 8,0cm 3,6dm
G 78,54 cm? 58 cm? 1,54 dm?
M 188,50 cm? 216,14 cm? 15,8dm?2
0 345,58 cm?2 332,14 cm? 19dm?

2 2
(KX ) 77 a) ha=\/h2+[%] =\/7,22+[ézé] cm ~7,54cm
G=a?=(4,5cm)? =20,25cm?
M=2-a-h,=2-4,5-7,54cm? = 67,86cm?
0=G+M=20,25cm2+67,86cm?2 = 88,11 cm?
V=3-G-h=3-20,25-7,2cm? = 48,6 cm?

b)
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Grundwissen

0 h, =\/s2—[%]2 =\/6,22—[%§ " ~5.98m
h =\/ha2—[%]2 = \/5,982—[%2]2m ~5,75m
G=a’=3,32m? = 10,89 m?
M=2-a-h,=2-3,3-598m?=39,47m?
0=G+M=10,89m?+39,47m2 = 50,36 m?
V=%-G-h=3.10,895,75m? = 20,87 m?

d) a=2-Vh2-h?=2-V17-0,8m=1.2m
G=a%=1,22m?=1,44m?
M=2-a-h,=2-1,2-1,0m?=2,4m?
0=G+M=1,44m?+2,4m? = 3,84m?
V=2.G-h=3-1,44-0,8m3=0,384m3

(kx> 78 a) b) 0
r 5,2¢cm 7,55¢cm 0,7dm
h 16cm 8,0cm 13,05dm
S 16,82cm 11cm 13,07dm
G 84,95 cm? 179,08 cm?2 1,54 cm?
% 453,07 cm3 477,55cm3 6,7 dm3

KX > 79 a) r=4,3cm 0=232,35cm?  V=333,04cm?

b) r=4,42cm 0 =246cm? V =1361,71cm3

) r=6,2m 0 = 483,1m? V =998,31m?3

d) r=3,3cm 0 =136,8cm? V=152cm3
a\2

B

80 Volumen eines Tetraeders: V = TV

Viest = g -[(5,8cm)3 - (3,2cm)3] = 19,1cm3

B

81 Berechnung der Hohe von Kegel bzw. Pyramide (die Einheit cm wurde in der Berechnung weg-
gelassen).
h? = (3x)2 - x?
h=Vox2-x2=18-x
VKegel=%'4'nx2'\/g'x=%n'\/§'x3211,85'x3
VPyramide=%' (2X)2'\/§'X=%'\/§'X3’~'3,77'X3
4
VGesamt = VKegel + VPyramide = §\/§ -x3(m+1)=15,62-x3
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Potenzgesetze anwenden

3 6 12 6
1 a) a‘4~b3=% b) [%] e (4} 326732=18a" d) a-b>-c2-u”
— — _ _3/1_1 _1
2 a) a=V56,25=7,5 a3 = 421,875 b) a—%/;—j a’=
Rechenregeln anwenden
3 a) 4-3+4-52 b) 4-(3+4)-52 € 4-(3+4-5)2
¢ Potenz vor Punkt ¢ Klammer zuerst Klammer zuerst
—4.34+4.25 4.7.52 Punkt vor Strich
=4 . . =47 . 5
¢ Punkt vor Strich ¢ Potenz vor Punkt =4 (3 + 20)
¢ Klammer zuerst
=12+100=112 =4-7-25=700 —4.232
¢ Potenz vor Punkt
=4-529=2116
d) (4-3+4)-5? e (4-3+4-5)? ) 4-[B+4)-5P
Klammer zuerst Klammer zuerst ¢ Klammer zuerst
Punkt vor Strich Punkt vor Strich — 417 5]2
= (12 + 4) - 52 = (12 +20)2 a “l
ammer zuerst
¢ Klammer zuerst ‘ Klammer zuerst
=16-5 =324=1024 ¢P
otenz vor Punkt
¢ Potenz vor Punkt
1625 — 400 = 41225 = 4900

4 a) Die Potenz zweier Zahlen ist immer grofRer oder gleich dem Produkt zweier Zahlen. Mit 9% erhalt
man das Produkt 9 -9 -9 - ..., welches aus insgesamt 92 = 387 420 489 Faktoren besteht. Weil 9
die groBte einstellige natiirliche Zahl ist, ergibt sich so die gro3tmogliche natiirliche Zahl.

b) 0,da02=03=0 1,da12=13=1 2,da2?=4und23=8 4,da 4?2 =16 und 43 =64
¢) Fiirn=1undn =2 ergeben sich die Quadratzahlen 11 = 1 und 22 = 4.
Fiir jede gerade Zahl n ist n" eine Quadratzahl:
Firdien=2m (meN) istn"=(2m)2m™ = (2m)™ - (2m)™ eine Quadratzahl mit der Wurzel n%>",
AuRerdem ist n" eine Quadratzahl, wenn bereits n eine Quadratzahl ist in der Form n = mZ:
nn = (mZ)m2 =m2m? = (mm2)2
d) (23)%4- (593 =(2-5)12=10'2 (eine Zahl mit fiihrender 1 und 12 Nullen, also 13 Stellen)
e) O0=6a2=73,5cm? a= \/7—3é’écm2 =3,5cm

Funktionen untersuchen
5 (Abbildung im Schulbuch-Anhang auf Seite 233)
a) D=R W=R b) D=R W={yly>-3} ) D=R W={yly<4,5}
S,(1,510;5,(013) S,(310);S,(-110); 5,(019) S, (410);S,(210); S, (014)

6 1-D 2-C 3-A 4 -B

\_ /
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1 Potenzen und

Potenzfunktionen

Die Auftaktseite eines Kapitels enthdlt zwei verschiedene Elemente:

Zundchst werden die Schiiler mit einem offenen Einstiegsbeispiel an das neue Kapitel herangefiihrt.
Zentral ist dabei immer der Anwendungsbezug: Kein Lehrplaninhalt ist rein innermathematisch, sodass
den Schiilern von Beginn an gezeigt werden sollte, dass Mathematik nichts Abstraktes ist, sondern

oft im Leben der Schiiler vorkommt. In einem Unterrichtsgesprach zur Auftaktseite konnen viele der
kommenden Lerninhalte schon heuristisch erarbeitet, Vermutungen gedufiert und Zusammenhange
erschlossen werden.

@ Losungsmaoglichkeit:

lineare Funktionen: Start eines Flugzeugs, ...
quadratische Funktionen: Torbogen, Briicke, Flugkurve eines Balles, ...

~N

L1 =B

X

Die Aufzahlung am Ende der Seite bietet einen Ausblick auf die wesentlichen Lernziele des Kapitels
und schafft so eine hohe Transparenz fiir Schiiler und Lehrer. Durch einen informierenden Unterrichts-
einstieg konnen sich Schiiler und Lehrer auf das Kommende einstellen.

Idealerweise wird im Unterricht der Bezug hergestellt zwischen der Einstiegssituation und den im Aus-
blick angegebenen Lernzielen.

~N

/

Schulbuchseite 21

25



Kapitel 1 1.1 Potenzen mit ganzzahligen Exponenten und Potenzgesetze

~

[ Kx )

Ji

® Bei dem im Reim beschriebenen Sachverhalt handelt es sich um eine Begegnung von ,,ich“ und ei-
nem Mann mit 7 Frauen mit je 7 Sdcken, darin je 7 Katzen mit je 7 Katzchen, also:
1 (,,1) plus 1 (;,a man*) plus 7 (wifes) plus 7 - 7 (sacks) plus 7 - 7 - 7 (cats) plus 7 - 7 - 7 - 7 (kits).
Der dazugehorige Term lautet: 1+1+7+ 7 -7+ 7 -7- 7D+ 7 -7-7-7).

® Dervereinfachte Term lautet: 1+ 79+ 71+ 72+ 73+ 74 =1+ 1+7 + 49 + 343 + 2401 = 2802

@ Die Antwort auf die Frage ,how many ...?“ lautet: 1. Begriindung: Nur der Erzdhler, ,,I“, geht nach
Saint Ives. Allen anderen begegnet der Erzdhler, d. h. sie gehen nicht nach Saint Ives, sondern sie
kommen von Saint Ives (oder sie leben in Saint Ives).
Eine andere mogliche Antwort auf die Frage lautet: 0. Begriindung: Es wird nach ,,kits, cats, sacks and
wives, ... going to Saint Ives“ gefragt ist und der Erzahler ist weder kit, cat, sack noch the man’s wife,
also wird er nicht gezahlt. Alle anderen (,kits, cats, sacks and wives“) kommen von Saint Ives, sind
also nicht auf dem Weg nach Saint Ives.
Hinweis: Im Internet findet sich die Diskussion zu ,,Saint lves Question“,,,Saint lves Problem* oder
»Saint Ives Riddle“, z. B. https://en.wikipedia.org/wiki/As_|_was_going_to_St_Ives (aufgerufen am

19.09.2022).
\_ : Y,

~

K1)

® 4 - 6 beschreibt ein Produkt aus den Zahlen 4 und 6 mit dem Ergebnis 24.
6% beschreibt die vierte Potenz der Zahl 6, also den Term 6 -6 - 6 - 6 = 1296.
® Nach den Rechengesetzen fiir Potenzen mit gleichen Basen gilt: am - am = am*™m = g2m,
Nach den Rechengesetzen fiir Potenzen mit gleichen Exponenten und dem Potenzieren von Potenzen
gilt aberauch: am-a"=(a-a)™ = @)™ = a2".
K Beide Aussagen sind also richtig und es gilt: a?™ = (@a-a)™ =a™-a™. j

Aufgaben

K5 )

K5 )

K4
K3

26

1 a) 2,43-10%0 b) 6,7 104 ¢) 1-107 =107 d) 4,7-10711
e) 2,00412-107° f) 6,1-108 g) 5-107m

2 a) 34500 b) 4350000000000 ¢) 80900000 d) 0,0902
e) 0,00000000188 f) 0,00000000006025 g) 83200000 Menschen

3 a) 4,0817323-.10° b) 3,121428273-10° ¢) 1,2091-10%2

4 a) 102Byte =10°kB =10°MB =103GB=1TB
oder: 1Byte =107°kB =10°MB = 109GB = 10712TB
b) USB-Stick: 128 GB M-Disc: 100 GB Festplatte: 2,5TB = 2500 GB

Die Speicherkapazitat des USB-Sticks ist um 28 % groBer als die der M-Disc. Die Festplatte hat etwa
die 20-fache Speicherkapazitdt des USB-Sticks.

¢) Esgilt:12,5GB - 225=2812,5GB=2,8TB>2TB
Eine 2-TB-Platte reicht nicht.
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1.1 Potenzen mit ganzzahligen Exponenten und Potenzgesetze

d) 16GB =16000000kB

16000000kB _
~ k8 — 4000000

Auf einem USB-Stick mit 16 GB Speicherkapazitdt lassen sich rund 4 Millionen solcher Seiten
speichern.

e) 8,5GB = 8500000000 Byte

8500000000Byte _ .
Tibite L = 48571429 min=92,41 Jahre
min

Eine Schreibkraft wiirde etwa 92 Jahre und 5 Monate dafiir brauchen.

5 Die Ergebnisse sind teils gerundet.
a) 2-10712 b) 9,54 - 10710 c) 64
d) 3-1013 e) 2,32-10* f) -5,96- 108
g) 3,79-10° h) 5,57 -10710 i) -79
6 a) 1621509 -162.101=1,62  b) 16,210 = 162
¢) 16,2-107° d) 16,2 -10°=16,2
e) 16,2 -1010 f) 16,2-10°
7 a) at b) x c) 0,6yz2 d) 36a3b>c® e) 3m~3n~!
f (LB gi_pyien g (xy)2a+2 h) ab-ixy
8 a) Das Wasservolumen betrdgt 800000000 cm?3.
b) 800m3-60-60-24-365=2,52-1010m3
In einem Jahr wiirden etwa 25 Milliarden Kubikmeter Wasser durch den Rhein flieBen.
9 a) al? b) x?2 b d) ¢® e) vy’ f) 11
23 . .
8 (¥ Wb ) @) gt el ) h?
10 a) 502 =2500 b) 22=4 c) 62=36 d) 43=64
e) 82=64 f) (-10)4=10000 g) 33=27 h) 34=81
. . 1 2
) 18=1 D3 =3 0 (3 =% D 24=16

11 a) (3,5 - 4,1)2 = 205,923
d) 0,93=0,729
g) 2,0535 = 8,154 - 1010
) Y=1,714

12 a)

b) 2,211 = 5843,183
e) 8,37 =6,533-10%
h) 8,3%=~4745,832

0 [-3)"=0,301

0 1,61=0,625

f) (2-5)%=10000
i) 0,3%8=6,561-10"
) 2'=2048

b)

0,8°
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Kapitel 1 1.1 Potenzen mit ganzzahligen Exponenten und Potenzgesetze

2h2c242 X-y _k

K5 ) 13 a) a’b’c’d b) ) e
2h 12 12, 122 6an

d) & ) qupz =" ot N =1

K3 )

J

28

14

15

16

17

18

19

20

21

a) 2,36-1012€
b) Der Betrag, um den sich die Staatsverschuldung bis Ende 2022, also 215 Tage spaéter, erhoht, lasst
sich wie folgt berechnen:
3650€ - 3600 - 24 - 215 = 6,78024 - 1010€
Fur jedes weitere Jahr kommt nochmal folgender Betrag dazu:
3650€ - 3600 - 24 - 365 = 1,151064 - 1011 €
Hinweis: Es empfiehlt sich, aktuelle Daten bereitzustellen oder ermitteln zu lassen und mit den Schiile-
rinnen und Schiilern die tatsdchliche Situation der Staatsverschuldung in Deutschland zu diskutieren.

a) taglich: 13,1-10%-1,51=19,65- 101 = 196500001
jahrlich: 19,65 - 1061 - 365 = 7,17225 - 10°1 = 71722500001
b) 1 Die Anzahl der Flaschen betrdgt %57'109% 1,0246 - 1010,
2 Neben Leitungswasser werden auch andere Getranke konsumiert, welche nicht in Flaschen

abgefiillt werden miissen. Zudem bendtigt man im Mehrwegsystem deutlich weniger Flaschen.

Im Blut befinden sich 4 - 1000 - 5 - 10° = 2 - 1013 rote Blutkdrperchen.

Fiir die Lénge der Strecke gilt somit|=2-1013-.7,5-10°m=1,5-108m = 1,5 - 10°km.

Die Anzahl der roten Blutkdrperchen nebeneinander aufgereiht wiirde eine Lange von 150000 km
ergeben.

a) 1,719-108-60kg = 10,314 - 10°kg = 1,0314 - 107t
Im Jahr 2020 wurden insgesamt rund 1,0314 - 107 t Kaffee geerntet.

b) m,;'lgg-_llé);kgz 1,322kg =1322g

Fiir jeden Menschen wurden im Durchschnitt etwa 1322 g Kaffee geerntet.

Fur die Geschwindigkeit v und die Weglange s kann mit der Formel t = % die Zeit t berechnet werden:
t= 4,3'105kmz683h
630005

Der Asteroid wiirde auf direktem Weg zur Erde rund 7 Stunden brauchen.

Bei einem jdhrlichen Riickgang um 20 % gilt fiir den Anteil x der Population in 20 Jahren:
x=0,820=0,01 = 155
Nach 20 Jahren ist also nur noch 1% des Tierbestandes ibrig.

2
27
Sabines Vorschlag entspricht der Notation [[ 5] ] = 5716 =515,

Sabine hat somit Recht.

a) Inden 10 Kartons befinden sich 10 - 33 = 270 Seifen.

b) Insgesamt hat die Drogerie 10 - 32 = 90 Geschenkpackungen. Nachdem 54 Geschenkpackungen
verkauft wurden, bleiben noch 36 Packungen (ibrig.
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1.2 Potenzen mit rationalen Exponenten

Kapitel 1

~

® Hat ein Wiirfel das Volumen 1 c¢m3, so werden 8 (27, 64, 125) Wiirfel fiir einen zusammengesetzten
Wiirfel mit einem Volumen von 8 cm3 (27 cm3, 64 cm3, 125 cm3) benétigt. Die Kanten sind dabei so
lang, dass deren Lange dreimal mit sich selbst multipliziert das Volumen ergibt: 2cm (3cm, 4cm,
5cm). Dies sind die Kubikwurzeln der Volumina.

® Ein Wiirfel mit einem Volumen von a3 cm?3 hat eine Kantenldnge von a cm; so hat z. B. ein Wiirfel mit
einem Volumen von 43cm?3 = 64 cm? eine Kantenlidnge von 4 cm.

Ein Wiirfel mit einem Volumen von xcm? hat eine Kantenlidnge von %/?cm; so hat z. B. ein Wiirfel mit
\ einem Volumen von 15,625 cm?3 eine Kantenlidnge von 3\/15,625 cm=2,5cm.

Nachgefragt

K1)

J

~

® Fiir ein a, welches nicht Element der positiven reellen Zahlen ist, wiirde der Exponent % das Ziehen
der n-ten Wurzel aus einer negativen Zahl bedeuten. Im Bereich der reellen Zahlen ist dies nicht
moglich.

.\/_ X—X”'% Xn'm=x o
Gegenbelsplel

\\/_-\/_—83- 83 =

Aufgaben

(K4 ) 1

1

m=

% 4aber—\/_ \/_ 1,26.

1 11 3 2 1 11 11
a) 32>32 b) 22>272 ) 72>73 d) 52557 e) 33>23 f) 273>373
g) und h): Negative Basen sind gemaB ,,Verstehen“ nicht zugelassen. Deshalb sind drei der Potenzen
in diesen beiden Teilaufgaben nicht definiert und kdnnen nicht verglichen werden.

(K5 ) 2 V75=4,22 V125 ~ 2,63 "V175 = 53,14 Y222 = 2,46

225 ~1,14

(ks 3

Y729 = 9,00
62 _ 4W

a) xs

e) V&' -Vi6=14

) 45 =342

a) a*
e) n%:n%=%

R 181 63
i) xe = yx8l

m) (32a-b)7 = Y(32ab) *

p) (2m2n)5 - (4mn2)s = (8m3n3)s = 2mn

125 = 16,24
b) y[l_gj Wﬁ

0 6% ="16T
g) 97 =9 =%
k) 25-af =325 Vad

) x&m
5 2

g) xx=Vx®

K) be =§bT

0) a? = yYa®

q Va*=a

d) m%=W
h) 47 = Va2 =23
) Qa)=Y2a

d) b» ="Vb="

h) y
D a3

ST
N as =\a?3l
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Kapitel 1 1.2 Potenzen mit rationalen Exponenten

) 5 @) (2] -2

b) [a%]5=a ) [y%] =y!10 d) [2%]23=4
e) \/X?=X% f 3 X=X g) [ax”]%=all_2x h) [36b3]%=ab%
K5 ) 6 R 2x°=64 D=R: L={2} R x3=0,125 D=R" L={2}
0 x¥=125 D=R; L={5} A x4+2=83 D=R L={}}
U x°=35 D=R* L=0 S 3x5=96 D=R L={}}
B S xt=27 D=R; L={3} il 5x¢=128 D=R; L={4}
0 x®-125=0 D=R: L={5) Q 10-x°=1-10" D=R; L={10}

Das Losungswort lautet: SQUARE ROOT (engl. fiir ,,Quadratwurzel®)

| K1 ) 7 a) Essindindividuelle Lssungen mdglich.
b) Weiteres Potenzgesetz, z.B.:
1 1 1.1
Fira,x,ye R undm,ne Ngilt: am: an =am »
1 1
Esseix=amundy = an.
Beweis: xM=al A y"=a!
xMh=@H" A YO =(@H"
& XM= gn A ym-n=am
Esgilt: xMN:yMmN=3n:am
(X . y)m~n =gh-m

n-m

n-m

. 1 1 n-m
Somit: am:an=amn =3
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1.3 Potenzfunktionen mit natiirlichen Exponenten

BT D

® C-1 mitden Paaren (116), (2112), 3118), (4124), (5130) fiir Seitenflicheninhalt in cm? und Ober-
flacheninhalt in cm?

B — 2 mit den Paaren (116), (2124), (3154), (4196), (51150) fiir Kantenldnge in cm und Oberflachen-
inhalt in cm?

A -3 mit den Paaren (111), 218), (3127), (4164), (51125) fiir Kantenldnge in cm und Volumen in cm3
® Mit den Bezeichnungen V = Volumen des Wiirfels, O = Oberflacheninhalt des Wiirfels, Ag = Seiten-

\_ flache des Wiirfels, Ks = Seitenkante des Wiirfels gilt: V= A - Ks=K2und 0 =6 - A = 6 - K2. .

Nachgefragt ™~

K1)

@ Individuelle Antworten moglich.
Eigenschaften gerader Funktionen:
e fiir alle x € R definiert, keine negativen Funktionswerte
e achsensymmetrisch zur y-Achse
e gemeinsame Punkte aller geraden Funktionen: A(111), B(-111) und 0 (010)
e fiir negative x-Werte fallt die Funktion
e fiir positive x-Werte steigt die Funktion
Eigenschaften ungerader Funktionen:
¢ fiir alle x e R definiert, die Wertemenge ist R
e punktsymmetrisch zum Ursprung
e gemeinsame Punkte aller ungeraden Funktionen: A(111), C(-11-1), 0(010)
¢ ungerade Funktionen steigen fiir alle x-Werte
@ Begriindungen:
1 SeineN,n=0.Esgilt: f(1) =1"=1.
2 Seine Ngerade, n # 0, dann gibt es ein m € INmit n = 2m. Es gilt:
fCD) =D =DM = (DY =1"=1.
3 Seine Nungerade, n # 0, dann gibt es ein m e Nmit n =2m + 1. Es gilt:

1) = (—1)" = (—=1)2m+1 — (—1)2m . (—1)] = ((=1)2YM . (1) = 1M . (—1) = —
\_ fD) =D = (1) DM D= (D)™ () =17 (1) = -1, .

Aufgaben

(ks ) 1

a)

24 24

-3+ g =x3 [l -3
—k(x)1=x"

—4 < i) =x> —4 <
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1.3 Potenzfunktionen mit natiirlichen Exponenten

Kapitel 1

Merkmale

e Definitionsmenge R

e dhnlicher Verlauf nahe dem Ursprung

e gemeinsame Punkte (010), (111)

e alle Funktionen weisen eine Symmetrie auf

Wertemenge R}

zusétzlicher gemeinsamer Punkt (-111)
Achsensymmetrie

steigend flr x € R}

fallend fiirx e R~

e Wertemenge R

o zusdtzlicher gemeinsamer Punkt (-11-1)
e Punktsymmetrie zum Ursprung

e steigend fiirallexe R

b) Potenzfunktionen

Alle Exponenten

Gerade Exponenten

Ungerade Exponenten

¢) Funktionen mit geradem Exponenten sind fallend fiir x < 0 und steigend fiir x > 0.
Funktionen mit ungeraden Exponenten sind steigend auf ganzR.

d) |Potenzfunktionen gemeinsame Punkte
Alle Exponenten 0l0), 111)
Gerade Exponenten =111
Ungerade Exponenten |(11-1)

K4 ) 2
(K5 ) 3

1-g,2-i,3-f 4-h

a) a=32=9
b= (-2,5)2=6,25
c2=20,25 = c = /20,25 = +4,5
_ 6 — 6
dz—ﬁzd—x\/l:s,NxO,%

9 a=[-3" =-3y=-0,03125

b) a=(-2)>=-8
b=1,43=2,74
3=0,125 = c=10,125=0,5
d3=-39=d=—39=-27

I CA LI S
d) a=(})° = 15555 ~ 0,00006

b=5>=3125
S=2B5c=3p5=-23=-8

5.1 —5/_1 _5/1 _1
P =gz=d=1533=V3=3

b=(3%)¢=312=531441

t=10°=>c= W =10"1=0,1

d®=-1 Da der Exponent gerade ist,
existiert ein solches d nicht.

a) Beide Exponenten sind ungerade, also sind A(010), B(111) und C(-11-1) die gemeinsamen Punkte.
b) Beide Exponenten sind gerade, also sind A(010), B(111) und C(-111) die gemeinsamen Punkte.
c) Esliegen ein ungerader und ein gerader Exponent vor, also sind A(010) und B (111) die gemein-

samen Punkte.

d) Es liegen ein ungerader und ein gerader Exponent vor, also sind A(010) und B (111) die gemein-

samen Punkte.
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1.3 Potenzfunktionen mit natiirlichen Exponenten

K1) 5 a)

Beobachtungen zu a) und b):
Ein negativer Koeffizient (a = -2 oder a = —1) bewirkt eine Spiegelung an der x-Achse, ein positiver
Koeffizient (a = 1 oder a = 2) bewirkt keine Spiegelung an der x-Achse.
Ein Koeffizient, der betragsmafig groBer als 1 ist (a = -2 oder a = 2) fiihrt zu einer Streckung des
Graphen mit Faktor a in y-Richtung. Ein Koeffizient, der betragsmaRig gleich 1ist @=-1unda=1)
fiihrt weder zu einer Stauchung noch zu einer Streckung des Graphen.

Zugehorige Wertetabelle:

Kapitel 1

X -3 -2 -1 0 1 2 3
a) f:y=0,1x° -2,7 -0,8 -0,1 0 0,1 0,8 2,7
b) f:y=-0,25x* -20,25 —4 -0,25 0 -0,25 -4 -20,26
¢) fiy=-0,01x° 2,43 0,32 0,01 0 -0,01 -0,32 -2,43
d) f:y=0,2x* 16,2 3,2 0,2 0 0,2 3,2 16,2

a) Die Differenzen sind 1 positiv, 2 negativ, 3 negativ, 4 positiv.
b) Die Quotienten sind 1 kleinerals 1, 2 groBer als 1, 3 kleinerals 1, 4 gleich 1.
¢) Individuelle L6sungen moglich, z.B.: 1 4°>—5°, 2 4°:5°, 3 55:55 4 55:45,
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Kapitel 1 1.3 Potenzfunktionen mit natiirlichen Exponenten

K1 > 8 a) SeiimFolgendenf:y=Ix?undg:y=>x. b) Seiim Folgenden f:y = Ix|>und g: y = x°.
1L.Fall:x20=Xl=x=fX) =x3=gK) 1L.Fal: x20=Xl=x=fX) =x>=gXx)
2.Fal:x<0=Xl==x=2fK) =(x)3=x>=-g[X 2.Fal: x<0=IXl=x=f(x) = (x)°> ==x>=-g(x)

-2 2+
fy=xB[ 31 foy=Ix5 | 31
44 41
=5 -5 1

a) |x 2| -1 ]-05] 0| 1 | 2|25
f=-7x| 2 |[025[0031 0 |-025| -2 |-3,91

b) x2-3x=0 L= {(0; 3)}
Die Nullstellen der Funktion sind x; = 0 und x, = 3.

¢) Schnittpunkte der Graphen von f, und f, sind P (010) und
Q(21-2). Fir die Gleichung der Gerade f;, die durch P und Q
verlauft, ergibt sich die Steigung m = -1. Wegen P (010) ist der
y-Achsenabschnitt t = 0. Somit ist f;: y = —x.

(K6 ) 10

Gegeniiber der Potenzfunktion y = x3 ist der Funktionsgraph ...

a) um 5 Einheiten entlang der y-Achse verschoben.

b) um —4 Einheiten entlang der y-Achse verschoben.

¢) um den Faktor 0,5 gestaucht und um —0,5 Einheiten entlang der y-Achse verschoben.
d) ander x-Achse gespiegelt und um -2 Einheiten entlang der y-Achse verschoben.
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1.3 Potenzfunktionen mit natiirlichen Exponenten Kapitel 1

e) um den Faktor 0,25 gestaucht und um -0,25 Einheiten entlang der y-Achse verschoben.

f) um den Faktor 4 gestreckt, an der x-Achse gespiegelt und um 4 Einheiten entlang der y-Achse ver-
schoben.

11 Gegeniiber der Potenzfunktion p: y = x3 ist der Graph der Funktion f: y = x> + 2 um 2 Einheiten entlang
der y-Achse verschoben, wihrend der Graph der Funktion g: y = (x + 2)3 um =2 Einheiten entlang der
x-Achse verschoben ist.

12 Gegeniiber der Potenzfunktion y = x3 bzw. y = x* ist der Funktionsgraph um ...
a) 2 Einheiten entlang der x-Achse verschoben.
b) —1 Einheit entlang der x-Achse verschoben.
c) 1 Einheit entlang der x-Achse verschoben.
d) -0,5 Einheiten entlang der x-Achse verschoben.

Allgemein gilt: Ersetzt man die Variable x in der Potenzfunktion f (x) = a - x" durch die Summe aus x und
einer Konstanten s zum Funktionsterm f(x) = a - (x + s)", so wird die Parabel um —s Einheiten entlang
der x-Achse verschoben.

K4 ) 13 a) 1 - B 2 - E 3 -A 4 - D
b) C f:y=(x-2)?3
c) Der Graph ist monoton fallend fiir x < 2 und monoton steigend fiir x > 2. Der Scheitelpunkt der Para-
belist S (213). Die Parabel ist achsensymmetrisch zu x = 2 und gegeniiber g (x) = x* um 2 Einheiten
entlang der x-Achse und 3 Einheiten entlang der y-Achse verschoben. Fiir alle x € Rist g(x) > 3.

Zuordnung der Funktionsgleichungen und ihrer Eigenschaften:

1 k:(x—4)2-1 fallend/steigend bzgl. x = 4

2 h:y=(xx+2)2-4 achsensymmetrisch bzgl. x =-2
3 iix%+1 Nullstellen x, =-1,x, =1

4 giy=x2+4 als einzige keine Nullstelle

5 fiy=x4 durch A(=111) und B(111)

6 j:y=0,2x2 gestauchte Normalparabel
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Kapitel 1 1.4 Potenzfunktionen mit ganzzahligen Exponenten

® Gerade Funktionen Ungerade Funktionen
A
1 |F—iry=x*
1 |—kiy=x?°
51 f—egy=x?
1__
-4 3 2 -1 |71 2 3 4 x
“ ' Potenzfunktionen Merkmale
e D =R\{0}

e gemeinsamer Punkt (111)

Alle Funktionen e Funktionswerte immer ungleich Null

e f{ir x gegen oo und x gegen —oo ndhern sich die Funktionswerte der Null
e fiir x von rechts gegen Null gehen die Funktionswerte gegen oo
® Wertemenge R*

Gerade e fiir x von links gegen Null gehen die Funktionswerte gegen oo
Funktionen e zusdtzlicher gemeinsamer Punkt (-111)

e steigend fiir x < 0; fallend fiir x > 0; Achsensymmetrie

e Wertemenge R\ {0}

Ungerade e f{ir x von links gegen 0 gehen Funktionswerte gegen —oo
Funktionen e zusétzlicher gemeinsamer Punkt (-11-1)

e fallend fiir x € D; Punktsymmetrie zum Ursprung

- /

~

86

36

mfiy=x"kannzuf:y= % umgeschrieben werden und fiir n € IN\{0} ist O" = 0. Division durch Null ist
jedoch nicht definiert. Somit ist f (x) an der Stelle x = 0 nicht definiert.

® Grundsitzlich gilt: 1 x% =1 fiir alle x € R\{0} 2 0*=0firalle x e R\{0}
Folgt man 1, so gélte 0° = 1, folgt man 2, so wiirde man 0° = 0 annehmen.
Die Frage, wie 0° zu bewerten ist, ist aber keine Frage von ,,wahr* oder ,falsch, sondern eine Frage,
die sich am vorliegenden Zusammenhang orientiert, bzw. eine Frage von ,,zweckmaBig“ oder ,,nicht
zweckmaBig®. Hier gilt: Wenn man sich der 0 von links her beliebig ndhert, dann sind die Funktions-
werte jeweils 1. Bei Anndherung von rechts gilt dasselbe. Also kann hier mit guten Griinden festge-
legt werden:
00 =1, sodass die angesprochene Aquivalenz gilt: f: y = x0 ist dquivalent zu f: y = 1.

@ Gehort bei einer Funktion zum Doppelten, zur Halfte, ..., zum r-Fachen der einen GrofRe die Halfte, das
Doppelte, ..., der r-te Teil der anderen Grofe, so heifdt die Funktion umgekehrt proportional.
Bei einer umgekehrt proportionalen Funktion sind die Produkte x - f (x) zugeordneter GréBen gleich.
Ist dieser Produktwert gleich p, so lautet die Funktionsgleichung f: y = J)% = p - x L. Den Graphen einer
solchen Funktion nennt man Hyperbel.
Die Potenzfunktion f: y = x™1, also eine umgekehrt proportionale Funktion, ist ein Spezialfall einer

K Potenzfunktion mit der Gleichung f: y = x™. j

Schulbuchseite 32/33



1.4 Potenzfunktionen mit ganzzahligen Exponenten

Kapitel 1

Aufgaben

K& 1

_5 —
3+
_':4 1
_5 —+
a) y=x2 b) y=x> Qy=x*
Definitionsmenge x e R\ {0} x e R\ {0} x € R\ {0}
Wertemenge f(x) e R f(x) e R\ {0} f(x) eR*
Monotonie steigend flirx< 0 fallend flirx<0 steigend fiirx< 0
fallend fiirx >0 fallend fiirx >0 fallend flirx >0
Nullstellen keine keine keine
Sl il keine keine keine
der y-Achse
Symmetrie achsensymmetrisch zur | punktsymmetrisch zu | achsensymmetrisch zur
y-Achse S(0l10) y-Achse

(k&) 2 @)1

2

b)

[EEN

A W N -
oL

PRV

Alle drei Graphen gehdren zu Potenzfunktionen mit ungeradem Exponenten, da sie punkt-

symmetrisch sind zu (010).
Alle vier Graphen gehdren zu Potenzfunktionen mit geradem Exponenten, da sie achsen-
symmetrisch sind zur y-Achse.

rot: fry =x!
rot: fry = x?

griin: fry =x1
griin: f:y = x0

blau: f: y = x3
blau: f: y = x4

A, K, R, M liegen auf dem Graphen von f,
A, X, M liegen auf dem Graphen von f,

A, X, E, L liegen auf dem Graphen von s
A, K, 1, M liegen auf dem Graphen von f,

orange: f: y = x2

= MARK

= MAX

= AXEL/ALEX
= MAIK/MIKA
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Kapitel 1 1.4 Potenzfunktionen mit ganzzahligen Exponenten

4 a) Fiir die Verschiebung, Stauchung oder Streckung einer Funktion ist es nicht von Bedeutung ob der
Exponent rational, ganzzahlig oder natiirlich ist.
b) Individuelle Lésungen fiir die Wahl von n méglich.
Fiir n = 2 ergibt sich:
1

iy =2x72

ity =(x+2)2

hry = (x+ 1) fry=(x-2)2
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1.5 Potenzfunktionen mit rationalen Exponenten

Kapitel 1

(kx> | = Ly A ; y A
VT / 3T
foy=x2y 2T/ " 2T
1T fry=x 1 ,,' fl,’:y=x1
| | | . | (. nof L | | (I
B G e e R
Pl X pul X
_2 - _2 -
_3 -+ ; _3 £
| KX ) | m Magliche Antwort: Die Funktionenpaare einer Farbe (f, und f,; f; und f,; f; und f)) besitzen einen
dhnlichen Verlauf, wurden jedoch an der Winkelhalbierenden WY =X gespiegelt. Bei den geraden
Funktionen (f; und f;) wurde dabei nur der im 1. Quadranten liegende Ast des Graphen gespiegelt.
| KX ) | m Gemeinsame Punkte aller Funktionspaare sind (010) und (111); die Funktionen f; und f, haben zu-
satzlich zu (010) und (111) den gemeinsamen Punkt (-11-1).
(kx> | = Y ~" Das Funktionenpaar f, und fg hat die gemeinsamen
Punkte (111) und (-11-1).
Bei f, handelt es sich um eine Ursprungsgerade;
bei f; dagegen handelt es sich um eine Hyperbel.

Nachgefragt

@ Der Punkt P(111) liegt auf dem Graphen aller erwdhnten Potenzfunktionen, da fiir x = 1 und alle
1 1
nelNgilt: f(1) =1n=1bzw.f(1) =11 =1.
1
my=x1kannauchalsy= Vx geschrieben werden.

Aufgaben

(K5 ) 1 a) 1 [y 0 0,2 025 | 075 1 2 2,5 4
y=x2 0 058 | 063 | 091 1 1,26 | 136 | 1,59
2 Ix 0,1 0,2 0,3 1 1,2 2,1 3 4,5
y=x3 | 215 | 1,71 | 1,49 1 094 | 078 | 069 | 0,61
3 Ix 0,1 0,5 1 1,5 2 3 3,5 5
y=x2 | 316 | 1,41 1 08 | 071 | 058 | 053 | 045
4 Ix 0 0,5 1,5 2 3 3,5 4 5
y =x12 0 094 | 1,03 | 1,06 1,1 111 | 1,12 | 1,14
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Kapitel 1 1.5 Potenzfunktionen mit rationalen Exponenten

b) Die Werte fiir x = 0 und x = 1 miissen nicht mit dem Taschenrechner berechnet werden, da02 =0
(auBer fiira=0) und 13 = 1 ist.

1
o y=x4 d) y=x%

(ST

a) y=

<V

-5 -4 -3 -2
1 1 1

a) y=x2 b) y=x7% Qy=xt d) y=x
Definitionsmenge D xe Ry xeR* xeR xe Ry
Wertemenge W y e R} yeR y € R§ y e R§
Monotonie steigend fiirx >0 | fallend fiirx>0 fal}end f”fx<° steigend fiirx >0

steigend fiir x>0

Nullstellen N(010) keine N(010) N(010)
Asymptoten keine Koordinatenachsen keine keine
Gleichung der Um- o - _ o _ 4
kehrfunktion y=x y=x y=xt y=x

| K4 » 3 Derrote und der blaue Graph gehdren zu Potenzfunktionen mit negativen Exponenten, da fiir x > 0
beide Graphen monoton fallen und die Koordinatenachsen den Asymptoten entsprechen. Die anderen
beiden Graphen sind Potenzfunktionen mit positiven Exponenten, da beide Graphen eine Nullstelle im
Ursprung haben und fiir x > 0 monoton steigend sind.

Alle Graphen verlaufen durch den Punkt (11 [1).
Die Graphen von f:y = x> und von h: y = x5
haben zusatzlich zu (111) den gemeinsamen
Punkt (010).

> 0 +——=p—f—t—>
0 1 2 3 4 x 0 1 2 3 4 x
Der Graph von f: y = x> ergibt gespiegelt an der ersten Winkelhalbierenden den Graphenvon h:y = x%.

Die beiden Funktionen f und h sind Umkehrfunktionen zueinander. )
Der Graph von g: y = x™ ergibt gespiegelt an der ersten Winkelhalbierenden den Graphen voni: y = X 5.

Die beiden Funktionen g und i sind Umkehrfunktionen zueinander.

o

K5 > 5 a) bisd)
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1.5 Potenzfunktionen mit rationalen Exponenten

zu €) S(412): Schnittpunkt von f, und f,
T(41-2): Schnittpunkt von f," und f,’

Kapitel 1

0 (010): gemeinsamer Punkt aller Graphen

Die Punkte S, O und T spannen ein gleichschenkliges Dreieck auf. Die Basis dieses Dreiecks ist
ST, die zugehorige Hohe verlduft auf der x-Achse.

Mit STl = 4 LE und h = 4 LE gilt fiir den Fldcheninhalt des Dreiecks:
ADreieck = % "4’ FE=8FE
Der Flacheninhalt der geometrischen Figur betrdgt 8 Flacheneinheiten.

zu d)

6 a) 1 [y 0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5
y=x 0 0,63 1 1,31 | 1,59 | 1,84 | 2,08 | 231
2 |x 0,1 0,2 0,3 1 1,2 2,1 3 4,5
y= x_% 4,64 2,92 2,23 1 0,89 0,61 0,48 0,37
3 |x 0,1 0,2 0,3 1 1,2 2,1 3 4,5
y=x7 | 31,62 | 11,18 | 6,09 1 076 | 033 | 0,19 0,1
4 1x 0 0,1 0,3 1 1,2 2,1 3 4,5
y=x5 0 0,16 | 0,38 1 1,16 | 1,81 | 241 | 3,33
b) y 3 4 ¢) Essind individuelle Antworten moglich.
37 1 d) Funktion 3 hat als Exponenten den Umkehrbruch
>+ des Exponenten aus Funktion 2. Dadurch fallt der
1 Graph von Funktion 3 steiler (von 31,62 bei x=0,1
f 5 bis 0,1 bei x = 4,5) als der von Funktion 2 (von 4,64
Oe———F——> bei x = 0,1 bis 0,37 bei x = 4,5).
- 1 2 3 4 5 x
_1 —
K1 ) 7 Losungsmoglichkeit mit Beispielen aus Aufgabe 6:
2
° y=x§undy=x%
3 2
ey=x2undy=x3
° y=x_%undy=x_%
¢ alle genannten Potenzfunktionen
| K5 ) 8 a) Definitionsmenge: x e R} Wertemenge: y € R}
b) [x 0 02|04 06|08/ 1 1,2 | 1,4 | 1,6 | 1,8 | 2 22 | 2,426 (28| 3
y 0 |0,49|0,67, 0,8 /0,91 1 |1,08|1,16|1,23| 1,3 |1,36/1,42|1,48/1,53|1,58 1,63
o) y A
2 —
1,55
1,23 15T :
041957 f
I 0/'- I L Ly Ly
T T T T T T T T i
-0,5 0,5 1 1,5\ 2 2,5 3 35 x
0,13 1,24][1,6] [27
d) 1 x=0,13 2 x=1,24 3 x=1,6 4 x=27
y=0,4 y=11 y=1,23 y=1,55
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Kapitel 1 1.5 Potenzfunktionen mit rationalen Exponenten

Ist 0 <a<1istderGraph der Funktion gestaucht.
Fiir a> 1 ist der Graph der Funktion gestreckt.

K5 ) 10 a) a=6,998~7 b) a=6,996~7 ¢ a=7 d) a=6,991=7
| K5 » 11 a) nbeliebig b) n=3 Jn=3 dn=3
5 2 .
(K4 ) 12 a) fry=Vx3 fry=1Vx v 4
5 1 !
b) fl‘l:y=x33 filiy=x2 P NN
) 1 y=x5+6 T ?
2 y=x05-4 R
3 [} T
3 y=x+3)"7 s f,
4 V=(X—2)0’53 AL
5 y=kx+0,575+3
NP Z f
s
—_1__01234567x

(K5 > 13 a) | vA b) f, i, f3
6T Definitionsmenge | xeR* x e R xeR
5T Wertemenge y e R* y € R} y=4

fry=4 ¢) Schnittpunkt der Graphen von ...
found f,: S(111)
f,und f;: S(0,5714)
f,und f;: S(2,5214)

| K1 ) 14 Beim Vergleich der Eigenschaften der Graphen sind individuelle Lésungen méglich.

a) y=x18 | b)y=x7 | Qy=x03 | d) y=x01% e) y=x’
Definitionsmenge x€Rg xeR* xeR* xe€ Ry x e R\ {0}
Wertemenge y e R§ y e R* yeR* y €R§ y € R\ {0}

. Koordinaten- | Koordinaten- . Koordinaten-
Asymptoten keine keine
achsen achsen achsen
Nullstellen N(010) keine keine N(010) keine
Monotonie steigend fallend fallend steigend fal'lend f“f x<0
steigend fiir x>0
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__Enseckn | 2

[Kx

Nachgefragt \

[Kx )

1.6 Abbilden der Graphen von Potenzfunktionen

5__
4__
o
1 3__
r 2 R I I B PO
L P
oL .- | | | [ ol 1 I I I [
0 ! T T T > 0 ! T T T >
1T 2 3 4 5 X 1T 2 3 4 5 x

® Die Spiegelung des Graphen 1 an der Winkelhalbierenden Wy ergibt den Graph zu 2 und um-

\ gekehrt. /

@ Mogliche Antwort:
Die Verschiebung des Graphen einer Funktion mit einem Vektor v = [3] entspricht dem Verschieben

des Graphen entlang der x-Achse um b bzw. der Addition von —b zur Basis der Potenzfunktion und
anschlieBendem Verschieben entlang der y-Achse um d bzw. der Addition von d zum Funktionsterm.

\ Zur Funktion f(x) erhdlt man die Bildfunktion: f(x —b) + d. /

(ks ) 1 1 fl:y=3x 2 fz:y=4x 3 fry=x3 4 fry=x*
a) f':y=3x—3+2 f':y=l\'/m+2 fiy=x-3)3+2 fiy=x-3)%4+2
b) | fiy=yYx-7+15 Fry=Vx-7+1,5 | fiy=&x-7)3+1,5 | fiy=x-7)%+1,5
Q| fiy=yx-b+2b Fiy=VYx—b+2b fiy=(x-b)3+2b | f:y=(x-b)%4+2b
d) f':y=ﬁ+b f':y=m+b fy=Kx+b)3+b fiy=X+b)™“+b
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1.6 Abbilden der Graphen von Potenzfunktionen

Kapitel 1

@ 2 a) Die Gleichung der Umkehrfunktion f~1 einer (Potenz-)Funktion f erhilt man, indem man x und y in
der Ausgangsgleichung vertauscht und die neue Gleichung dann nach y auflést. Hierbei ist darauf
zu achten, dass die Definitionsmenge von f geeignet eingeschrankt wird und die Wertemenge von f
als Definitionsmenge von f~1 passend iibernommen wird.

b) fiy= xn | x und y vertauschen
flix=yn I nachy auflosen
Xm =y =fly=xn

Individuelle Losungen, z.B.: Zu Beginn wird in der Gleichung der Ursprungsfunktion x und y ver-
tauscht und anschlieBend nach y aufgeldst. Bevor die 5. Wurzel aus (x + 2) gezogen werden kann,
muss die Definitionsmenge der Ursprungsfunktion beriicksichtigt werden; dies ergibt, dass y <-1
und (x + 2) negativ ist. Daher wird umgeformt, indem man beide Seiten mit (-1) multipliziert, man
erhalt: (~(y + 1))> = —(x + 2). Nun kann die 5. Wurzel gezogen werden, man erhilt schlieBlich:

y= —5\/—(x +2) — 1, wobei die Definitionsmenge der Umkehrfunktion die Bedingung x <-2 enthilt.
Dies entspricht der Wertemenge der Ursprungsfunktion.

K4 > 4 a)undb) v A i ¢)und e)
T [ ‘."
7] .-"
d) undf)
a) f‘1:y=x%+3 b) fly=x2+6 ) f‘1:y="3T_5
Definitionsmenge x € R§ x € R} xe R
Wertemenge yeR*mity>3 yeR mity>6 yeRmity>-2,5
Monotonie steigend steigend fiir x> 0 steigend
Asymptoten keine keine keine
d) f‘l:y=x_%+4 e) f‘1:y=(x+1)%—3 ) fliy=x2+4
Definitionsmenge x € R x€Rmitx>-1 x € R*
Wertemenge yeRmity>4 yeRmity>-3 yeRmity>4
Monotonie fallend steigend fallend
Asymptoten x=0;y=4 keine x=0;y=4
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1.6 Abbilden der Graphen von Potenzfunktionen Kapitel 1

(K5 ) 5 a) D={xeRIx>-4} W={yeRly>-5}
b) |x 4 | 3 | 2 | 4 0 1 2 3 4 5
T
y=x+43-5| -5 | -4 | -37 |36 | 34 | 33| -32 | 31| -3 | -29
y A
l__
2
-10 -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 —1_1__0 1T 2 3 4 5 x
>
' _2_>
_3——
P
P 4T
_5——

¢) Nullstelle: x,=5%-4=121
Yo=47-5=-34
Schnittpunkt mit der y-Achse: S (01-3,4)
d) Der Graplh geht durch eine Verschiebung um den Vektor v = [:‘5‘] aus dem Graphen der Parabel p,

mit y = x3 hervor.

e) p muss um den Vektorv = [‘g] verschoben werden. p': y = (x + 10)%— 3
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Kapitel 1 1.7 Vermischte Aufgaben

(K5 > 1 a) 1-10%km b) 1-102km?> ¢) 1-10°B d) 3-1010<" e) 1,6726-1072'mg
K5 > 2 a) -27 b) ¢ 0,16 d) 0,000001 e) 3
f) -0,064 g5 h) 0,00000001 i) -0,125 H -1
‘K5 ) 3 a)x°=1 b) 20a’ ¢ 9c! d) a2 e) yn
f 0,242 g) a2 h) 36a6 ) = G
(K5 ) 4 a) a*x 4 Werte eingesetzt: 0,015625 =26  b) -2y +2022y8 Werte eingesetzt: ?98%
c) %c—%@—%—gc‘? Werte eingesetzt: ;gg d) 27 Werte eingesetzt: —;
K5 ) 5 a)all-a® b) 4 +2b-5b? ¢) a-a’+at
d) 21a-32a e) —1-2xy3 f) —10c—6c3 +25¢
(K5 ) 6 a) 52 b) 512 ¢) 27-ab d) 25a%b e) as
1 7
a a3 b? ¢ h) 3-(2a)i0 i) 24 a6.p3
f) 8) ) 3-(2a) i) Vo
(K5 ) 7 a) 3t b) 276 =37 ¢) 645=2 d) 216%a=6a
e) 8%ab’=2ab>  f) 512¢a’ = (8a)? g 22-82=25 h) 12.32.203)=1.\2
) 167 (-8)6=326 ) —2-4712.248= 225 k) 2a3+xa’ D x+1
4 2 4 4 2 4 3 3 3
8 a) as-2-(ab)5+bs b) a7-2(ab)7 + b7 c) b%-2(ab)8 + a4
d) a—pls) e al+2- a’2-bt+b? f) at+ (ab)f[%]+a%b%+ 1

9 Diese Gleichheit gilt fiir alle reellen Zahlen.

10 a) Man miisste ﬁ = 33333333 Molekiile aneinander reihen.
b) Die Kette wire 28,9 -10'8-3.108=8,67 - 101 cm lang.

11 a) Ein Eimer hat 25 Strduf3e. Somit brauchte er 4 Eimer.
b) Er muss 500 Blumen schneiden, da ein StrauB jeweils 5 Blumen hat.

8 @ B0 6

12 Punkte, die nicht auf der jeweiligen Funktion liegen:
a) G b) A agu d) S e S
Der Name des Mathematikers lautet (Carl Friedrich) GauB (1777-1885).
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1.7 Vermischte Aufgaben Kapitel 1

| K& ) 13 Die Koordinaten sind teils auf zwei Dezimalen gerundet.
a) A(-21-0,8) B(0l0) b) A(=210,25) B(-0,7112)
c(10,8) c(0,7112) D(210,25)
y A
/-

) A(111)

d) A(-11-1) B(11-1)

Y2

x VY

NS

5 a)

b) (9]

a) b) 0
Funktionsmenge y=(x-2)2+3 y =3x"3 y =0,25%3
Definitionsmenge xe R x e R\ {0} xeR
Wertebereich ye Rmity>3 x e R\ {0} yeR
Nullstellen keine keine x=0

d) e) f)
Funktionsgleichung y=Vx y=x72 y=x3
Definitionsmenge xe Rmitx=>0 x e R\ {0} R
Wertemenge ye Rmity>0 ye Rmity>0 R
Nullstellen x=0 keine x=0
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1.7 Vermischte Aufgaben

Kapitel 1

158 (x| 3 [ 25| 2 [-15] 1 [-05] o [ 05 [ 1 1,5
Y| -2 1,125 2 1,375 0 -1,375 -2 -1,125 8,125
a) undb)
Beide Funktionen haben R als Definitions- und Wertemenge und
beide Funktionen verlaufen monoton steigend bei geniigend
kleinen und geniigend groRRen x-Werten (mit x <—2 und x > 0).
Weiterhin schneiden sie beide Achsen mindestens einmal.
Vi
-4 32 =
-3+
-4 +

| KX > 16 a) Der Graph b gehért nicht zu einer Funktion, denn bei einer Funktion wird einem x-Wert genau ein
y-Wert zugeordnet, was hier jedoch nicht der Fall ist.

b) 1 e Eshandelt sich um den Parabelast der Wurzelfunktion.

2 h Es handelt sich um eine Hyperbel, die fiir x > 0 langsamer gegen null geht als der Graph a der
Funktion 3.

3 a Es handelt sich um eine Hyperbel, die fiir x > 0 schneller gegen null geht als der Graph h der
Funktion 2.

4 d Es handelt sich um einen Parabelast, der sehr nahe an der Geraden y = x ist.
5 g Es handelt sich um die Gerade, die allen x-Werten den y-Wert 1 zuordnet.
6 b Es handelt sich um die Senkrechte auf der x-Achse fiir x = 1.

7 f Eshandelt sich um einen Parabelast, der langsamer steigt als der Graph e der Funktion 1.
Die zugehdrige Funktion muss also einen kleineren Exponenten als die Funktion 1 besitzen.

8 ¢ Es handelt sich um einen Parabelast, der schneller steigt als der Graph d der Funktion 4.
Die zugehdrige Funktion muss also einen grofReren Exponenten besitzen als die Funktion zu 4 .

| KX ) 17 Zuordnung der Graphen mit den Funktionstermen und den Definitions- und Wertemengen:

a4 A b3 E c2D ds C el B

(k& ) 18 a) b) 0
Funktionsgleichung y =x2 y=x2-1 y=x3
Definitionsmenge R\ {0} R R
Wertemenge ye Rmity>0 ye Rmity>-1 R
Nullstellen keine X, =-1;x,=1 x=0
Symmetrle symmetrisch symmetrisch punktsymmetrisch

zur y-Achse zur y-Achse zu 0 (0l10)
Monotonie steigend fijr x<0 fal‘lend f'L'lf x<0 steigend
fallend flirx >0 steigend fiirx >0

48
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1.7 Vermischte Aufgaben Kapitel 1

d) e) f)
Funktionsgleichung y= %x— 2 y =x4 y =x1
Definitionsmenge R R R\ {0}
Wertemenge R ye Rmity>0 R\ {0}
Nullstellen x=1,5 x=0 keine
ST keine yacse | 0000
Monotonie steigend fal.lend fox<O fallend fqrx<0
steigend flirx>0 fallend flirx>0
(K3 ) 19 a) 12,5=a-103=a=0,0125 b) A Leistung in kW
¢) fiir 60kW: 16,97 800 T
fir 100kW: 207 700 T
600 T
500 1
400
300 T
200 T
100 Windgeschwindigkeit in %
1 0 1|o 2|o 3|o 4|0 :

(K3 ) 20 a) r=3/20832:10% 1y _ 6370km
-

3
0 =4-m-6370%km? = 509 904 364 km?

b) Essind 222924354 71 km? = 362032098 km? Landflache.

) m=p-V
m = 5,525 -1,0832 - 10'2km>
m=5,52--1,0832 - 10'2- (1000m)3 = 5,525 - 1,0832 - 1012 - 10 m>
m=5,98-102t

K5 » 21 a) undb)

1 2 3 4 5 6
Definitionsmenge xeR xeR xe R} xeR* xeR xeR
5 0 mit x>3 mit x> 2
veR
Wertemenge yeR y e RS yeR; y e R* yeR; mity>1
Asymptoten keine keine keine Koordinaten- keine X=2
achsen y=1
7 8 9 10 1 12
.\ xeR xeR xeR xeR
Definitionsmenge | x> 1 | mitx>-2 | mitx2-1 | mitxz-1 | <SR\ xeR
. yeR . yeR
Wertemenge yeR mity >—1 yeR} mity > 1 ye R\ {2} yeR
Asymptoten x=1 keine keine keine x=-1 keine
ymp y=0 y=2
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Kapitel 1 1.7 Vermischte Aufgaben

K4 ) 22 VA y A
50 m 501
401 et
250 —200 150 100 -50 50 100 150 200 150 X
30 2501
d)
20/H- ~100+
b)
10H- -150
A SIS S S S A A A S EY 00+ P
0
~50 =40 ~30 ~20 -10 10820 30 40 50 X
2001 2501
)
Do+ -3001 o
3ot 350
70T 400
150+ =450
1601 558
{70 550
a) b) ) d) e) f)
Definitionsmenge xe R\ {3} xeR xeR xeR\{-11} | xeR\{120} x € R\ {60}
_ + - ye R
Wertemenge yeR\{-2} | yeR} yeR yeR\{30} | yeR\{-500} mity <-90
x=3 . . x=-11 x=120 x =60
Asymptoten y=—2 keine keine y=30 y = -500 y=-90

| K1 ) 23 a) Definitionsmenge: x e R\ {1}

b) Dies ist nicht mdglich, da dafiir der Bruch im Funktionsterm ﬁﬁ + 3 gleich Null sein misste.
Der Graph der Funktion hat x =1 und y = 3 als Asymptoten.

c) Der Funktionsterm ist eine Summe aus zwei Summanden, von denen der eine 3 ist und der andere
eine negative Zahl. Addiert man diese beiden Summanden, ist die Summe nie groBer als 3.

d) Erhoht man die x-Werte, so wird der Nenner des Bruches immer gréf3er, sodass der Bruch insge-
samt kleiner wird, er ndhert sich der Null an. In Summe ndhern sich die Werte des Funktionsterms
also der Zahl 3 an.

@ 24 a) f:y=(x+4)%+2 b) f:y=(x—3)%
K5 > 25 a) n=05 b) n=-3 A n=7 d) n=-0,25
e)n=% f) n=-0,5 g) n=-4 h) n=1,5
26 a) y=x% b)y=x% 0 y=x3 d)y=x%
10 1 4
e) y=x3 f) y=x3 g)y=x‘1 h) y=x7
i) y=x38 N y=x k) y=x3 ) Umkehrfunktion existiert nicht.
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1.8 Das kann ich! Kapitel 1

kAufgaben zur Einzelarbeit l

K5 ) 1 a) 2,9243-10%? b) 1,610

¢) 288000 d) 0,0000000000701

e) 42,195-10°m =4,2195-10%m f) 120-10°m=1,2-10"%m

g) 883-10%m=28,83-107"m h) 1200 - 106Byte = 1,2 - 10°Byte
K5 ) 2 a)2-10710 b) = 4,336 1077

©) -177147 =-1,77147 - 10° d) 6-107

e) —256 =-2,56 - 10?2 f) 4520400 = 4,5204 - 10°

g) ~3,011-107° h) 0,432 =4,32-107"1
K5 ) 3 a) X6 b) X1z [9) X8 d) X2 e) x6 f) 777 . x4
@ 4 Potenz Wurzel

a) 28 = 256 V256 =2

b) 64=1296 V1296 =6

0 86 = 262144 V262144 =8

d) 95=59049 /59049 =9

K3 ) 5 a) 3,26-9,46-10°m =3,084-10'm = 3,084 - 1013km
Ein Parsec misst 3,084 - 1013 km.
b) 197-3,26 Lj = 642,21

(k&) 6
A
5o h P s
4
o1 ‘\‘fb
34 “,
f i
IES
@ 7 a1 Funktionsgleichung 2 Funktionsgleichung
a (rot) y =x2 a (rot) y=2x"1
b (blau) y=x3 b (blau) y = x4
c (griin) y=-2x-2 ¢ (griin) y=%x+1
d (orange) y=-(x-2)2-1 3 (Grange) y=(x-2)2-3
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Kapitel 1

1.8 Das kann ich!

b) 1 D W Nullstellen
a (rot) XxXeR;x#0 | yeR;y>0 keine
b (blau) xeR yeR X, =0
c (griin) xeR yeR Xg =1
d (orange) xeR yeR;y<-1 keine
2 D W Nullstellen
a (rot) XxeR;x#0 | yeR;y#0 keine
b (blau) xeR yeR;y>0 X, =0
¢ (griin) xeR yeR Xy =2
x, =2-V3=0,27
> 1 ’
d (orange) xeR yeR;y=>-3 x2=2+\/§z3,73
(ks ) 8 a) 3
21
14
4 T3 4t 6 7 8 o x

b) Die Definitionsmenge muss eingeschriankt werden, da Vx fiir negative x-Werte nicht definiert ist.

¢) Beim beschriebenen Vorgehen entsteht eine Kurve, die nicht der Graph einer Funktion ist. So wiir-
den beispielsweise zu x = 4 die beiden Werte y, = 2 und y, = -2 gehdren, die Zuordnung ware nicht
mehr eindeutig. Damit ldge keine Funktion vor.

ik
2 = g 3 .
keine eindeutige
1 Zuordnung
} } } } } } } }
-1 243+ 45617 1+8+9 %
_1 -
_2 -
34

d) Die Funktiony = VX ist iiber ihre gesamte Definitionsmenge monoton steigend.

K1 ) 9 a) Gerade b) Parabel c) Gerade
d) Parabel e) Hyperbel f) Parabel
g) Parabel h) Gerade i) Hyperbel
(K5 ) 10 a) y=x2 A(210,25) B (3,410,09) C,(-2210,49) oder C,[R10,49)
b) y=xi’—3 D(-2,51-18,63) E(1,913,86) F(3,21130)
c) y=x7 G(411,22) H(2,511,14) 1(12812)
d) y=x1 J (-41-0,25) K(2,610,38) L(=51-0,2)
e) y=1Vx M (512,24) N (0,8110,9) 0(010)
H y=x3 P(310,69) Q(1010,46) R(810,5)
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1.8 Das kann ich!

d)

e)

)
b)

(K1) 13 a)

b)

K5 ) 14 f:

-,5| -1 | -0,5] O 0,5 1 1,5 2 2,5 3
y |-13,5|-7,81| -4 |-1,69| -0,5 |-0,06| O | 0,06 | 0,5 | 1,69 4 7,81 | 13,5

b) Es muss tiberpriift werden, ob f (—x) = —f (x) ist.
f(-x) =0,5 - (x)3 =-0,5x3
—f(x) =-0,5%3
Damit ist der Graph von f punktsymmetrisch zum Ursprung.

Eine Funktion ist achsensymmetrisch zur Winkelhalbierenden w, ,, wenn man in der Funktionsglei-
chung x und y vertauschen kann, ohne dass sich dadurch der Funktionsterm andert.
Vertauschung von x und yiny = x1:

x=y* -y
ox-y=1 |- x71
& y=x1!

Der Graph ist also achsensymmetrisch zur Winkelhalbierenden w .
Die Umkehrfunktion erhilt man, indem im Funktionstermy = -2 - x1
x und y miteinander vertauscht werden.

x=-2-y1 |-y A

Sx-y=-2 [-x71 T

& y=-2-x1 >+

Somit ist f~! identisch mit f. 14
[l ! ! 0

1
y=(x-0,575-0,5

Schulbuchseite 45
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Kapitel 1 1.8 Das kann ich!

LAufgaben fiir Lernpartner l
I

Ki/6 ) A Die Aussage ist falsch. Die Potenzgesetze gelten fiir alle Exponenten.
K1/6 B Die Aussage ist richtig. Umgeformt lautet die Funktionsgleichung: y = —x3 + 4.

K1/6 C Die Aussage ist richtig.

K1/6 D Die Aussage ist falsch; z. B. ist zur Grundmenge R fiir die Funktion f: y = x2 die Definitionsmenge
ebenfalls R.

K1/6 E Die Aussage ist richtig, denn (-2)2+1 = %.

-

K1/6 Die Aussage ist falsch. Gegenbeispiel: Die Potenzfunktion y = x? + 1 hat keine Nullstelle.
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1.10 Mathe mit Képfchen Kapitel 1

LPotenzgesetze l

1

|
bé=p

Richtig sind die Ansdtze 2 und 3.

a) 11—6 b) 1 ¢) 16 d 1
Antwort A: null

(99)° = 1,966 - 1077

LPotenzfunktionen l
|
6 a) Parabel (auBer fiir n = 1, dann ist f eine Gerade.) b) Hyperbel
¢) Parabel d) Hyperbel
7 ImVergleich zum Graphen der Funktion f ist der Graph von g ...

a) ..um 1 Einheit entlang der y-Achse nach oben verschoben.
b) ...um 1 Einheit entlang der x-Achse nach links verschoben.

¢) ..um 1 Einheit entlang der x-Achse nach rechts und um 1 Einheit entlang der y-Achse nach unten
verschoben.

Gesucht ist eine Parabel dritter Ordnung, die entlang der x-Achse um 1 Einheit nach rechts verschoben
ist und durch die Punkte (01-0,5), (110) und (210,5) verlduft. Dies wird erfiillt von D:y=0,5 - (x—1)3.

a) ...verlaufen durch den Punkt (111).
b) ... haben eine Asymptote, wenn % <0.
¢) ...sind fiir & > 0 Parabeldste.

d) ... sind fiir §- <0 Hyperbelaste.
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T 3

Graphen von Funktionen zeichnen

1 a) (Abb.der Geradenf:y=2x-2 b) Die Funktion f besitzt die Steigung m = 2, die
und g: y = —x + 7 s. Anhang im Funktion g hat eine Steigung von m = —1.
Schulbuch auf S.236) In beiden Féllen handelt es sich um lineares

Wachstum.

2 a) A | b) Die Funktion h (x) ist die quadratische Funktion h (x) = x2.

o / Die Differenz zweier benachbarter Werte h (x) und h (x + 1)
N | betragt 2x + 1.
E x| 0 1 2 3 4
6 |/ hx| o 1 4 9 16
4 / L+1 [ +3 [ +5 | +7 |
. Die Funktion | (x) ist die kubische Funktion | (x) = x3.
/ Die Differenz zweier benachbarter Werte | (x) und | (x + 1)

0 betrdgt 3x2 + 3x + 1.
8 / X 0 1 2 3 4

L () 0 1 8 27 64
° / |+1|+7|+19|+37|
4 / h Ergdnzung: Aus aufeinanderfolgenden ,,Blocken von einer,
2 > zwei, drei, ... ungeraden Zahlen, lassen sich durch Addition

0 = > die Kubikzahlen erzeugen:
L 3 ix 135 7,911 13,15,17,19
N — —_—
1 8 27 64

Lineare Funktionen bestimmen

@ 3 a) 1 mgibtdie Steigung der Geraden an. Die Gerade wird steiler, wenn m groRer wird. Sie wird
flacher, wenn m kleiner wird. Bei negativem m fallt die Gerade.

2 tentspricht dem y-Wert des Schnittpunktes der Geraden mit der y-Achse.

Die Gerade verschiebt sich entlang der y-Achse nach oben, wenn t gréf3er wird. Sie ver-
schiebt sich entlang der y-Achse nach unten, wenn t kleiner wird. Bei negativem t ist der
Schnittpunkt der Geraden mit der y-Achse unterhalb der x-Achse.

b) g:y=-3+3 h:y=3x

Quadratische Funktionen bestimmen

@ 4 a) 1 Die Parabel wird gestreckt, wenn a grofer wird. Sie wird gestaucht, wenn a kleiner wird.
Die Parabel ist nach unten gedffnet, wenn a mit —1 multipliziert wird.

2 Die Parabel verschiebt sich entlang der x-Achse nach rechts, wenn x_ groBer wird. Sie ver-
schiebt sich nach links, wenn x_ kleiner wird. Der x-Wert des Scheitelpunktes wechselt das
Vorzeichen, wenn x, mit -1 multipliziert wird.

3 Die Parabel verschiebt sich entlang der y-Achse nach oben, wenn y_ groRer wird. Sie ver-
schiebt sich nach unten, wenn y, kleiner wird. Der y-Wert des Scheitelpunktes wechselt das
Vorzeichen, wenny, mit =1 multipliziert wird.

b) p:y=-1-x Py y=2-(x-1)2-2

\_ /
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2 Exponential- und

Logarithmusfunktionen

~N

Die Auftaktseite eines Kapitels enthdlt zwei verschiedene Elemente:

Zundchst werden die Schiiler mit einem offenen Einstiegsbeispiel an das neue Kapitel herangefiihrt.
Zentral ist dabei immer der Anwendungsbezug: Kein Lehrplaninhalt ist rein innermathematisch, sodass
den Schiilern von Beginn an gezeigt werden sollte, dass Mathematik nichts Abstraktes ist, sondern

oft im Leben der Schiiler vorkommt. In einem Unterrichtsgesprach zur Auftaktseite konnen viele der
kommenden Lerninhalte schon heuristisch erarbeitet, Vermutungen gedufiert und Zusammenhange
erschlossen werden.

@ @ Mogliche Antwort mit Daten der Deutschen Stiftung Weltbevélkerung (DSW) zum Thema
»Weltbevilkerung zum Jahreswechsel 2021/2022¢
(https://www.dsw.org/weltbevoelkerung-zum-jahreswechsel-2021-2022-7-920-278-000-menschen-
leben-auf-der-erde/, aufgerufen am 8.9.2022):

,»In der Nacht zum 1. Januar 2022 leben 7.920.278.000 Menschen auf der Erde. ((...)) Nach Angaben
der Vereinten Nationen (UN) wéchst die Weltbevilkerung aktuell jedes Jahr um etwa 1,09 Prozent.
Damit hat sich das relative Wachstum in den letzten 50 Jahren beinahe halbiert.”

Stand zu Beginn des Jahres 2022 laut DSW, Jan. 2022: 7920278000 Menschen

Wachstum bei einer Rate von 1,09 %:

Jan. 2023: 8006609030 Menschen (1,0109! - 7920278000 = 8006609 030)

Jan. 2024: 8093881069 Menschen (1,01092 - 7920278000 = 8093881 069)

Jan. 2032: 8827188300 Menschen (1,0109°-7920278000 = 8827 188300)

Abhédngig von neuen Erhebungen und Entwicklungen sind andere Antworten moglich.

|ﬁ N

Die Aufzahlung am Ende der Seite bietet einen Ausblick auf die wesentlichen Lernziele des Kapitels
und schafft so eine hohe Transparenz fiir Schiiler und Lehrer. Durch einen informierenden Unterrichts-
einstieg konnen sich Schiiler und Lehrer auf das Kommende einstellen.

Idealerweise wird im Unterricht der Bezug hergestellt zwischen der Einstiegssituation und den im Aus-
blick angegebenen Lernzielen. )
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Kapitel 2 2.1 Wachstumsvorgange

~

K3 ) ® Wenn Emil lange genug durchhilt, lohnt sich die zweite Variante (,... im ersten Monat 50 ct und ver-
dopple jeden Monat den Betrag ...“) gegeniiber der ersten Variante (,,... jeden Monat 10€ ...“).
| K3 ) | m BeiVariante 1 hat Emil nach dem 3. Monat 30€, nach dem 6. Monat 60 €, nach dem 9. Monat 90€
und nach dem 12. Monat 120 €.
Bei Variante 2 hat Emil nach dem 3. Monat 3,50€, nach dem 6. Monat 31,50€, nach dem 9. Monat
255,50<€ und nach dem 12. Monat 2047,50 €.
@ | Sparmaglichkeit (in €)
120 -+
100 4 Variante 2

ey

80 Variante 1

60
404

20T Dauer (Monate)

»
T T T T r

0 i

0 2 4 6 8 10 12
- J

Nachgefragt ™

@ ® Mdogliche Antwort: Tims Aussage ist unklar, da er nicht weiter ausfiihrt, ob er von einer Zunahme der
Werte ausgeht oder unter ,,Wachstum* auch die Abnahme von Werten versteht.

Geht man von einer Zunahme der Werte aus, so hat Tim Recht: Auf lange Sicht gesehen verlduft linea-
res Wachstum langsamer als exponentielles.

Begriindung: Beim linearen Wachstum kommt immer ein konstanter Wert hinzu. Beim exponentiellen
Wachstum wird der Wert, der hinzukommt, standig grof3er, und irgendwann {ibersteigt dieser Wert

den konstanten Summanden.

Geht man von einer Abnahme der Werte aus, so hat Tim (auf lange Sicht gesehen) nicht Recht: Bei
linearer Abnahme wird immer derselbe Wert subtrahiert. Bei exponentieller Abnahme wird der Wert,
k der subtrahiert wird, stets kleiner. /

Aufgaben

(K5 > 1 a) linear

b) exponentiell

c) linear
d) exponentiell
e) linear

f) exponentiell
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2.1 Wachstumsvorgdnge

(ke ) 2 23

b)

d)

(ke ) 3 a)

b) Lineares Wachstum: Jeden Monat wird derselbe Geldbetrag (Summand) addiert.

exponentiell (Werte gerundet)

Zeitraum (Jahre) 0 1 2 3
Lohn (€) 10,00 10,20 10,40 10,61
exponentiell

Zeitraum (Jahre) 0 1 2 3
Wert (€) 54000 40500 30375 | 22781,25
linear

Zeitraum (min) 0 1 2 3
Lange (cm) 10 9,6 9,2 8,8
exponentiell

Zeitraum (h) 0 1 2 3
Masse (g) 0,5 2 8 32

Kapitel 2

Exponentielles Wachstum: Pro Zeiteinheit (eine Woche) verdoppelt sich die Anzahl der Algen. Zwei
Wochen spéater kann man von einer Vervierfachung ausgehen. Es liegt also eine Multiplikation mit
einem konstanten Faktor zugrunde.

¢) Exponentielles Wachstum: Es wird mit dem Faktor 3 vervielfacht.

KD 4 @) 4
b)-2:
o-1:

d-3:

dann konstant weiter.

mit der Zeit immer weniger ab.

Der Graph (Pulsanstieg) steigt gleichmaBig bis zu einem bestimmten Niveau an und verlauft
Der Graph (Wertverlust des Autos) beginnt beim Maximum und nimmt dann zuerst stark und

Der Graph (Bakteriumvermehrung) steigt exponentiell bis (fast) zu einem Maximum an und

bleibt dann auf diesem Niveau. Das Maximum existiert wegen des abgeschlossenen Gefdfes.

Die Geschwindigkeit ist konstant, daher nimmt die Anzahl der verbleibenden Kilometer linear ab.
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Kapitel 2

2.2 Exponentialfunktionen

[Kkx

Nachgefragt

(K1)

60

Entdecken

I—————

83,24 Millionen _ . o
m~ 1,00181; Zunahme um 0,181 %.

Berechnung mithilfe eines Tabellenkalkulationsprogramms, ausgehend von 83,09 Millionen
Menschen im Jahr 2019 und einer Wachstumsrate von 0,181 %.
Term fiir die Berechnung in n Jahren nach 2019: 83,09 - 10 - 1,00181"

® Berechnung der Wachstumsrate:

Jahr | Bevolkerungszahlin Deutschland
2019 83,09 Millionen
2020 83,24 Millionen
2021 83,39 Millionen
2022 83,54 Millionen
2023 83,69 Millionen
2024 83,84 Millionen
2025 84,00 Millionen
2026 84,15 Millionen
2027 84,30 Millionen
... Millionen
2047 87,41 Millionen
2048 87,56 Millionen
2049 87,72 Millionen
2050 87,88 Millionen

@ Das Diagramm zeigt den Anstieg der Bevolkerungszahl bei konstanter Wachstumsrate von 0,181 %.

A Bevolkerungszahlin Deutschland
89 Mio.

88 Mio.
87 Mio.
86 Mio.
85 Mio.
84 Mio.
83 Mio.
82 Mio.
81 Mio.

Jahr
80 Mio.

2019
2020
2021
2022
2023
2024
2025
2026
2027
2028
2029
2030
2031
2032
2033
2034
2035
2036
2037
2038
2039
2040
2041
2042
2043
2044
2045
2046
2047
2048
2049
2050

N\

J

@ Fiirb = 1 ist der Graph eine Parallele zur x-Achse mit y-Achsenabschnitt 1. Es liegt keine Exponen-
tialfunktion vor, da der Graph nicht ansteigt und nicht abnimmt, sondern konstant auf einem Niveau
bleibt.

® Zur Begriindung von Linas Behauptung konnen einige Funktionswerte herangezogen werden.
Man erkennt: Fiir x > 4 sind die Funktionswerte von f (x) groBer als die von g (x). Allgemein gilt:
Eine Potenzfunktion wachst auf lange Sicht gesehen langsamer als eine Exponentialfunktion.
X 0 1 2 3 4 5 6 7
fiy=2% 1 2 4 8 16 32 64 128
gy=x2| 0 1 4 9 16 25 36 49

N\

~
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2.2 Exponentialfunktionen Kapitel 2

Aufgaben

1 X 4 3 i) a [ o [ 1 2 3 | 4

a) fiy=2X 0,0625 0,125 025 | 05 | 1 2 4 8 | 16
b) f:y=(%)x 0,00390625 | 0,015625 | 0,0625 | 0,25 | 1 4 | 16 | 64 | 256

b\ Y a)

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 x

2 Die Funktionenf:y=a*und g:y = (%)x haben den Schnittpunkt S (011). Der Graph der Funktion fist
steigend, der Graph der Funktion g ist fallen. Beide Funktionen haben keine Nullstelle, die x-Achse ist
Asymptote. Zudem ist die y-Achse ihre Spiegelachse.

K5 ) 3 a) [y 3 |25 2 |15 -1 | -05

olos5 [ 1 [15] 2 [ 25 [ 3
10,04 006|011]019]033 058 1[1,73] 3 |52/ 9 |1559] 27
2 0,008] 0,02 [ 0,04 | 0,09 ] 0,2 [ 045 1]2,24] 5 [11,08] 25 | 5590 | 125
31030036 | 044 05406708 |1]1,22] 1,5 | 1,84]2,25| 2,76 | 3,38
410,001/0,003] 0,01 | 0,03 | 0,1 [ 0321316 | 10 | 31,6 | 100 |316,23| 1000
V15| 27 1559 9 |520] 3 | 1,73 1058033019 0,11 0,06 | 0,04
6| 125 [5590| 25 [11,18] 5 | 2,24 | 10,45 | 0,20 | 0,09 | 0,04 | 0,02 | 0,01
7 15,63 9,88 | 6,25 13,95 | 2,5 | 1,58 | 1] 0,63 | 04 | 025 0,16 | 0,10 | 0,06
82,92 | 2,44 | 2,04 | 1,71 | 1,43 [ 1,20 | 1084 | 0,7 | 0,59 | 0,49 | 0,41 | 0,34

b) v 4 4l 2] 7\s e v 4

500 500+

400 400

300+ 300

2001 2001

100+ 100+

e e e —

A 4
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Kapitel 2 2.2 Exponentialfunktionen

Fur alle Funktionen gilt: D, =R, W, =R*.
Der Graph von y = 0 (x-Achse) ist waagrechte Asymptote.

Probleme bereitet das Zeichnen sehr grofRer und sehr kleiner Funktionswerte, z. B. bei 4 die Werte
von 1000 bis 0,001.

| K5 > 4 Aufgrund der Definition einer Exponentialfunktion, die im Schulbuch vorgenommen wurde, entféllt bei

der Losung der Gleichung y = a* eine etwaige negative Losung.

a) y=a* b) y=a* ) y=a* d) y=a*
4 =a? 0,04 = a2 7=a3 0,0256 = a*
a=\/Z a=\/0,ﬂ a=%/7 a=4\/O,0256
a=2 a=0,2 a=0,4
fiy=2% f:y=0,2% f:y=(§/7)x f:y=0,4

Gemeinsamkeiten:

¢ Die drei Graphen schneiden sich im Punkt P (214).

e Die drei Graphen haben einen Schnittpunkt mit der y-Achse.
Unterschiede:

e Die Graphenvon g und h haben eine Nullstelle, der Graph von f hat
keine Nullstelle.

* Die Graphenvon g und h haben S, (010) als gemeinsamen Schnitt-
punkt mit der x- und der y-Achse, der Graph von f hat S, (011) als
Schnittpunkt mit der y-Achse.

e Der Graph von f hat die x-Achse als Asymptote, die Graphen von g 3o 1 o123
und h haben keine Asymptote.

* Die Graphen von fund h sind monoton steigend, der Graph von g hat S, (010) als Scheitelpunkt.

Hier wurden die Werte %, %, 20 und % fiir a gewdhlt.

Fur Werte von a grofier 1 gilt, dass der Graph monoton steigt, wahrend
er fiir a-Werte zwischen 0 und 1 monoton fallt. Eine Gemeinsamkeit
aller solcher Funktionen ist, dass sie durch den Punkt (011) verlaufen
und einen positiven Wertebereich (W = R*) besitzen.

SchlieBlich fallen Symmetrien zur y-Achse auf:

fiy= [%Jx entsteht durch Spiegelungvoni:y = [%]X an der y-Achse
(und umgekehrt).

h:y= [Zl—o]x entsteht durch Spiegelung von g: y = 20* an der y-Achse
(und umgekehrt).
. 11X .
a) Der Funktionswert von f:y = [7] wird ...
1 halbiert, da f(x+ 1) = (3" =3+ (3 =30 ist.
2 vervierfacht,daf(x-2) = [%]x—z = [%]_2 '[%]x= 4 - f(x) ist.
3 mit V2 multipliziert, da f(x-0,5) =1 = (1 ** [ = V2 - f@ ist.

4 quadriert, da f(2x) = [%]ZX = [[%]X]Z =[f(X)]%ist.
5 Aus dem Funktionswert wird die Quadratwurzel gezogen, da
(0= [T =
1

6 Vom Funktionswert wird der Kehrwert genommen, da f(-x) = [%]_x =Gw= Rlij ist.

5]
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2.2 Exponentialfunktionen Kapitel 2

b) Der Funktionswert von f: y = a* wird ...
1 mita multipliziert. 2 durch a? dividiert.
3 durchVa dividiert. 4 quadriert.
5 Aus dem Funktionswert wird die Quadratwurzel gezogen.
6 Vom Funktionswert wird der Kehrwert genommen.

| K4 ) 8 a) Einsetzenvon P (3ly,) in die Funktionsgleichung von f ergibt:

Y, =0,52=0,125 P(310,125) liegt auf dem Graphen von f.
b) und c)
y A D=Rund W=R*
\ 8T Der Graph von fist fallend und besitzt die waagrechte
A Asymptotey = 0.

Der Graph von f schneidet die Gerade mit der Gleichung
y = 7 ungefdhr im Punkt A (-2,817).

Probe mit dem Taschenrechner: 0,528 = 6,96 = 7

| KX » 9 Die Graphen der Funktionen f: y = k - 1,5¥ entstehen durch Streckung,
Stauchung oder Spiegelung.

1 Der Graphvon f; entsteht durch Streckung des Graphen von f.
2 Der Graph von f, entsteht durch Stauchung des Graphen von f.
3 Der Graph von f, entsteht durch Spiegelung des Graphen von fan

der x-Achse.
4 Der Graph von f, entsteht durch Spiegelung des Graphen von f, an
der x-Achse.
(K5 ) 10 a) [x 3 [25] 2 [-1,5] -1 [-05] 0 Jo5] 1 [15] 2 |25

1 y=2.2¢ 10,06/0,09 0,13/0,18 /025035 0,5 071 1 |1,41| 2 |2,83| 4

2 y=0,4-2* |0,05|0,07| 0,1 |0,14| 0,2 |0,28| 0,4 |0,57| 0,8 |1,13| 1,6 [2,26| 3,2
3 y=08-2*|0110,14| 0,2 |0,28| 0,4 |0,57| 0,8 |1,13| 1,6 |2,26| 3,2 |4,53| 6,4
4 y=1,1-2* |0,14|0,19|0,28|0,39|0,55|0,78| 1,1 | 1,56 | 2,2 |3,11| 4,4 | 6,22 | 8,8

I 4
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Kapitel 2 2.2 Exponentialfunktionen

b) D | W | Asymptote | Im Vergleich zuy = 2* ...
1y= % - 2% R | R y=0 gestaucht
2 y=0,4-2" | R|R* y=0 gestaucht
3 y=0,8-2* | R|R* y=0 gestaucht
4 y=1,1-2* | R |R* y=0 gestreckt
K4 > 11 f: y=8-0,5
f2: y=0,5-2%

Der Schnittpunkt von f, und f, ist S (212).
Rechnerische Uberpriifung durch jeweiliges Einsetzen
von S in die Funktionsgleichungen von f, und f,:
f1(2)=8-0,52=8-0,25=2
f,(2)=0,5-22=05-4=2

=2

| KX ) 12 Individuelle Antwort, z.B.:
5

a) Beim beschriebenen Vorgang handelt es sich um eine exponentielle Abnahme mit a = Z und
k = 60. Hierzu wird die Wertetabelle erstellt und der Graph gezeichnet.

b) Die Funktionsgleichung fiir die Beschreibung der noch vorhandenen Masse m in Abhdngigkeit von
X

Tagxistm:y=60-(%) .

c) Dem Graphen kann man entnehmen, dass sich die Masse nach ungefdhr 3,8 Tagen halbiert (von

anfangs 60g auf 30g).
k3 ) 13 a) [xinWochen | 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
?’r‘]’anfierﬂ“he 1000 | 1040 | 1080 | 1120 | 1160 | 1200 | 1240 | 1280 | 1320 | 1360
ﬁ'gnfg'ﬂad‘e 4 8 16 | 32 | 64 | 128 | 256 | 512 | 1024 | 2048
A yinm? b) Wasserfldche: y = 1000 + 40x
2000 Algenflache: y = 4 - 2%
18001 ¢) Die beiden Graphen schneiden sich
bei x = 8,4.
1600 1 Die Alge bedeckt nach etwa 8 bis 9
1400 Wochen den ganzen See.

Wasserfidene Bemerkung: Die Rechnung stellt nur

ein theoretisches Modell dar. In der
Praxis fehlt der Alge irgendwann
der Sauerstoff, sodass sie sich nicht
mehr mit der angegebenen Ge-

schwindigkeit ausbreiten kann.
Algenflache

x in Wochen
ot 1>

o 1 2 3 45 6 7 8 9 10 11
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2.2 Exponentialfunktionen

Kapitel 2

| K3 ) 14 a) Das Kapital nimmt jedes Jahr um den Faktor 1 + 85 zu, da zu dem Kapital (100 % bzw. 1) jedes Jahr

ein gewisser Prozentsatz (p % bzw.

-P) addiert wird:

100
Kih+1) =K +p% -KM) =KM) - 1+p%) =KM) - (1+155
b) [ (Jahre) 1 2 3 4 5
K(n)in€ | 15300,00 | 15606,00 | 15918,12 | 16236,48 | 16561,21
n (Jahre) 6 7 8 9 10
K(n)in€ | 16892,44 | 17230,29 | 17574,89 | 17 926,39 | 18284,92
9 [n (ahre) 11 12 13 14 15 20 30 35
K(n) in € |18650,61|19023,63|19404,10(19792,18|20188,03|27 289,21 (27 170,42 |29998,34

Nach ungefdhr 15 Jahren betrdgt das Guthaben 20000<€, nach 35 Jahren hat es sich verdoppelt.

| K3 ) 15 a) Fiirdie verbleibende Menge y des Jods in mg nach x Tagen gilt: y = 15 - 0,917%.

b) Menge des Jods nach 10 Tagen:y = 15-0,91719= 6,31 mg
Menge des Jods nach 20 Tagen: y = 15-0,91720 = 2,65 mg

) A

yinmg

14

127

10

8+

6

10 11

Die Halbwertszeit des Isotops betrdgt 8 Tage.

K3 ) 16 a) y=50-0,819"

X in Jahren 1
yin kg 40,95

2
33,54

3
27,47

4
22,50

10
6,79

18,42 | 15,09 | 12,36 | 10,12 | 8,29

b) Nach 12 Jahren: y=50-0,819'2= 4,55 (kg)
Nach 16 Jahren: y =50-0,8196 = 2,05 (kg)
y in kg

) A
504

45
40
35

30

25

20T

1571

10T

5 xinJahren

or—+———+-—t——+—t+tt+ttFFF—F+—+>
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

Die Halbwertszeit betrdgt ca. 3,5 Jahre bzw. 3 Jahre und 183 Tage.

65
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Kapitel 2 2.2 Exponentialfunktionen

| K3 ) 17 a) Fiirden Holzbestand y in m? nach x Jahren gilt: y = 150 - 1,03%.

b) [xinjahren | 0 5 10 15 20 25 30 35 40

yinm3 150 | 173,89 | 201,59 | 233,70 | 270,92 | 314,07 | 364,09 | 422,08 | 489,31

A Volumen in m3
450

»

4]

400 T
350 1
300 T
250 T
200 T
150
100

507 Zeit/in Jahren

o+—+——+—+—+—+—+—+—+»

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45

Das Holzvolumen nach 35 Jahren betrédgt etwa 420 m3.

| K4 ) 18 a) Fiir das Guthaben nach x Jahren gilt: y =20000 - 1,035
Fiir den Wert des Wagens nach x Jahren gilt: y = 40000 - 0,85*
Nach etwa 3,5 Jahren hat das momentane Guthaben den Wert des Autos erreicht.
b) 30% des Werts des Wagens sind 12 000 €.
Ayin€
40000

Guthaben
30000

10000+ Wert des Autos

xinJahren

Nach etwa 7,4 Jahren hat der Wert des Wagens um 70% abgenommen (d. h. der Wagen hat nur
noch 30% seines urspriinglichen Wertes).
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2.2 Exponentialfunktionen Kapitel 2

(K& ) 19a) 1 f0)=f=k-a® & sg=k-1
f@=1=k-a* = 1=1;-3* & 16=2a* & V16=a o a;, =12
Da a > 0 sein muss, ist a = 2 und die Funktionsgleichung lautet: = f(t) = 11—6- 2t
2 fQ=zs=k-a2 & 9k—32
f(6)—9—k-a6 = 9=k-@) © 9=k gz © I=gg & F=3%
9k=1 o k,=1[k o k=&
= 9 =a?oder-9 = a2 wobei die zweite Gleichung keine (reelle) Losung hat.
Daher gilt: a;,=13.
Da a > 1 gelten muss (exponentielles Wachstum), lautet also die Funktionsgleichung:
= fit) =5
3 f@)=02=ka o %=k
fG)=5=k-a° = 5=9’2-a5 & 5=02-3 & 25=2’ & a;,=15
Auch hier muss b > 1 gelten, daherista =15 und damitk =92 =_1

53 625"

Die Funktionsgleichung lautet also: = f(t) = 625 - 5t

A o1 ot 81 _ 3" 34_3" *
b) 15:2"=51"3" © Jg=3 © =3 & =4
Y L S 625 _ 5" 54 _ 5" * _
16 2 625 > 16 2t*(:)24 2t*(:)t 4
1 oo 62550  54_5° el
g3 =gz 5 81 3F O T S US4

Da jeweils t* = 4 gilt, erreichen die Wachstumsprozesse bei t* = 4 alle den gleichen Bestand f(4) = 1.
¢) Durch Probieren:

1 1000=7¢-2! & 16000=2! = t=14,0
=57°3' © 81000=3" = t=10,3
3 1000 = 25! & 625000=5! = t~8,3

K1 ) 20 a) y=05m x>0;xeN
b) 0,5m<0,001m
0,5*< 0,001
x-1lg0,5<1g 0,001
x>9,97
Nach 10 Teilungen ist zum ersten Mal eine Strecke erreicht, deren Lange weniger als 1 mm betragt.
¢) 2m: y=2-0,5m
4m: y=4-0,5m
5m: y=5-0,5m
8m: y=8-0,5*m

Bei einer Strecke, die s Meter lang ist, kommt zur Gleichung aus a) noch ein Vorfaktor s hinzu.
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Kapitel 2 2.2 Exponentialfunktionen

@ 21 a) Die Graphen aller Funktionen gleichen ein- b) Die Graphen aller Funktionen gleichen ein-
ander: Sie sind beispielsweise alle monoton ander: Sie sind beispielsweise alle monoton
steigend und haben die x-Achse als Asympto- steigend und haben eine Asymptote. Aller-
te. Allerdings sind sie alle gegeneinander in dings sind sie alle gegeneinander in y-Richtung
x-Richtung verschoben, was der Parameter b in verschoben, was der Parameter c in der Funk-
der Funktionsgleichung y = 1,5%~ P bewirkt. tionsgleichung y = 1,5* + c bewirkt.

y 4
7_

ol 4

| KX » 22 a) Karim hat Recht, in beiden Fllen haben die Parameter die gleiche Wirkung:
e Multiplikation mit einer Konstanten: Stauchung bzw. Streckung des Graphen in y-Richtung
e Addition einer Konstanten: Verschiebung des Graphen entlang der y-Achse
e Verdnderung des Arguments der Funktion durch Addition einer Konstanten: Verschiebung in
x-Richtung

b) Salaa hat nicht Recht: Es kann keine Exponentialfunktion geben, die durch alle vier Quadranten ver-
lduft, da eine Exponentialfunktion der vorliegenden Form immer eine waagrechte Asymptote besitzt
und entweder monoton steigend oder monoton fallend ist.
Folgende Ubersicht zeigt die vom Graphen einer Exponentialfunktion der Formy =k -a*~? + ¢
durchlaufenen Quadranten:

Funktion monoton ...
steigend fallend
y>0 Quadranten lund Il Quadranten |, Il und IV
Asymptote
y<0 Quadranten |, [ll und IV Quadranten Ill und IV

KX ) 23 a) f:schwarz  fyrrot  fy:griin
b) Der Parameter b verschiebt den Funktionsgraphen entlang der x-Achse.
Der Parameter c verschiebt den Funktionsgraphen entlang der y-Achse.
c) 1 Schnittpunkte mit den Achsen
Der Parameter b beeinflusst die Schnittpunkte mit beiden Achsen:
e Verschiebt sich der Graph in x-Richtung, so dndert sich in gleichem Maf3e auch die Nullstelle.
e Auch auf den Schnittpunkt mit der y-Achse hat b Einfluss.

Der Parameter ¢ beeinflusst die Schnittpunkte mit beiden Achsen:

e Verschiebt sich der Graph in y-Richtung, so dndert sich in gleichem Maf3e auch die y-Koordi-
nate des Schnittpunkts mit der y-Achse.

e Auch auf den Schnittpunkt mit der x-Achse hat c Einfluss. Je nach Funktionsgleichung kann es
sogar vorkommen, dass es keinen solchen Schnittpunkt mehr gibt.
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Kapitel 2

2 Definitions- und Wertemenge
e Der Parameter b hat weder Einfluss auf die Definitions- noch auf die Wertemenge.
¢ Die Definitionsmenge bleibt vom Parameter ¢ unbeeinflusst, die Wertemenge @ndert sich
allerdings, weil die Asymptoten von c abhangen.
3 Verhalten im Unendlichen
Das Verhalten im Unendlichen wird lediglich durch c, nicht aber durch b beeinflusst: ¢ hat Aus-
wirkungen auf die Asymptoten des Graphen.

| KX » 24 a) Der Funktionswert wird verdoppelt, da 2¥*1 =2 - 2% jst.
b) Der Funktionswert vervierfacht sich, da 2X*2 = 4 - 2% jst.
¢) Der Funktionswert quadriert sich, da 22* = (292 ist.

@ 25 a) In den Abbildungen betrachtet man das Verhalten der Graphen jeweils in die Richtung x — +oo
und x — —oo. Die Graphen ndhern sich entweder rechts oder links einer unsichtbaren Geraden,
ihrer waagrechten Asymptoten an, beriihren diese jedoch nie.

1 Flrx — +co geht der Graph von f gegen +oo, da die Werte immer weiter steigen.
Fiir x —» —oo lduft der Graph von f gegen —1, seine waagrechte Asymptote.

2 Fiirx — —co geht der Graph von f gegen —oo, da die Werte immer kleiner werden.
Fiir x — +oo  lduft der Graph von f gegen +1, seine waagrechte Asymptote.

3 Fiirx — +oo geht der Graph von f gegen +oo, da die Werte immer gréRer werden.
Fiir x —» —oo lduft der Graph von f gegen -2, seine waagrechte Asymptote.

b) Man kann die Asymptote in diesen Fillen aus den Funktionsgleichungen ablesen: Fiir sehr kleine
x (1 und 3) bzw. sehr groBBe x (2 ) werden diejenigen Summanden in den Funktionstermen, die
den exponentiellen Teil enthalten, unendlich klein. Ubrig bleibt das sogenannte Absolutglied,
also eine Konstante, die die Gleichung der Asymptoten ergibt. Im Folgenden ist derjenige Teil der
Funktionsgleichung, der sich der Null anndhert, grau hinterlegt:

1 fiy=2%-1 Asymptote: y = -1
2 g:y=-0,1%+1 Asymptote:y =1
3 h:y=%(3x—4)=%~3x—2 Asymptote: y = -2
) y—=>-4,5flrx— oo

K1 ) 26 a) y—>—oofiirx—oo b) y - 3fiirx = oo

y — -8 flirx —» —oo
Asymptotey = -8

y — —oo flirx = —oo
Asymptotey =3

y — oo fiirx — —oo
Asymptote y =-4,5

d) y > —ooflirx—oo e y—>-4flirx—oo f) y—> —ooflirx—oo
y — 0 flirx = —oo y — oo flir x — —oo y — 10 flir x = —oo
Asymptotey =0 Asymptotey = —4 Asymptotey =10

g) y > —ooflirx — oo h) y > oofiirx — oo i) yooofiirx—oo

y — 0 flrx — —oo
Asymptotey =0

| KX ) 27 a) Eskommt nurauf den Parameter c an, dieser muss 3 lauten.

y — —oo flir x — —oo
keine Asymptote

Losungsmoglichkeit: f: y = 2%+ 3
b) Hier kann eine Exponentialfunktion der Form y = a* betragsméafig weniger als eine Einheit nach
unten verschoben werden, damit sie auch durch den Ill. Quadranten verlauft.

y — -2 flirx — —oo
Asymptotey = -2

Losungsmoglichkeit: f: y = 2X- 0,5

Ebenso kann eine Exponentialfunktion der Form y = a* an der x- und y-Achse gespiegelt und dann
nach oben verschoben werden.

Loésungsmoglichkeit: g:y =-27%+3
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c) Eine Exponentialfunktion der Form y = a* kann an der y-Achse gespiegelt und dann betragsmafig
weniger als eine Einheit nach unten verschoben werden, sodass sie durch den IV. Quadranten
verlduft, aber nicht durch den Ill.

Losungsmoglichkeit: f: y = 27%-0,5

Verschiebt man den Graphen um mehr als eine Einheit nach unten, so muss man ihn zusatzlich
noch nach rechts verschieben, damit er nicht durch den Ill. Quadranten verlauft.
Losungsmoglichkeit: g1y =2%+5—4

@ 28 Da Sabine weiB, dass f(x) = k - 2* + c eine Asymptote beiy = 0 hat, kann sie die Funktion mit ¢ =2 um
2 Einheiten nach oben verschieben, wodurch die Funktion beiy = 2 eine waagrechte Asymptote hat.
Anschlieffend setzt sie den gegebenen Punkt, durch den der Funktionsgraph verlauft, in die Funktions-
gleichung ein. Mit ¢ = 2 und Auflésen nach k erhdlt sie den konstanten Vorfaktor k. Somit kann sie die
Funktionsgleichung vollstandig angeben.

K4 > 29 a) vA

2+

1,5 '/

0
-1,5 -1 -0,5 05 1 15 2

| K5 > 30 1 Der Graph von g verlduft durch die Punkte (013) und (111,5).
y=k-0,5%+c
| 3=k-0,5%+c
N1,5=k-0,51+c
=c=0k=3
g(x)=3-0,5%
k = 3 bewirkt eine Streckung des Graphen von f.
2 Der Graph von h verlduft durch die Punkte (010) und (211,5).
y=k-0,5%+c¢
l 0=k-0,5%+¢
11,5=k-0,52+c¢
=>k=-2;c=2
h(x)=-2-0,5%+2
k = -2 bewirkt eine Streckung des Graphen und gleichzeitig eine Spiegelung an der x-Achse.
¢ = 2 bewirkt eine Verschiebung um 2 Einheiten in positive y-Richtung.
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3

kx ) 31 a)
(K5 ) 32 a)

Der Graph von i verlduft durch die Punkte (015) und (311,5).
y=k-0,5%+c
| 5=k-0,5%+c
1,5=k-0,5%+c
S>k=4c=1
ix)=4-0,5%+1
k = 4 bewirkt eine Streckung des Graphen, c = 1 bewirkt eine Verschiebung um 1 Einheit in positive
y-Richtung.

f:y=0,5-4%+1,5 b) g:y=4-1,2-4,8

X -2 |-15]| -1 |[-0,5|/0] 05 |1] 15 |2
flry=2% 0,25/0,35| 0,5 |[0,71 |1 |1,41|2[283| 4
frry=4* 0,060,13/0,25/ 05 |1| 2 |4]| 8 |16

y A

-4 -3 =2
b) 1 Losungsmoglichkeit:
y=4: f:4=2=x=2
fr4=0ex=1
y=16: f:16 =2 x=4
frl6=4": o x=2
Die Entfernung zwischen P, und P, ist jeweils genauso gro wie der Abstand von P, zur y-Achse.
2 Anhand der Beispiele erkennt man, dass f, bei doppeltem x-Wert immer denselben Funktions-
wert besitzt wie f,. Es gilt also: y = 4% = (22)* = 22,
| K& ) 33 a) griiner Graph: y=2%-4 b) blauer Graph: y=2,5* griiner Graph: y =-2,5%
roter Graph: y=2%-4 gelber Graph: y=2,57* roter Graph:  y=-2,5%
¢) I.und Il. Quadrant: [Il. und IV. Quadrant:
roter Graph: vy =%-4X+ 1 roter Graph: y=—%-4‘x—1
blauer Graph: y=%-4x+% blauer Graph: y=—%~4‘x—%
griiner Graph: vy =%-4X griiner Graph: y=—%~4‘X
(K& ) 34 @) fiy=4-27-4=4-[3 -4 b) fiy=-2-2""1+4
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| KX > 35 Hinweis: Zur besseren Ubersicht wurde die Darstellung vergroRert.

f

l
T
-3 -2,5 -2 -15 -1 —0,O 505 1 15 2 25 3

i

a) Fiir den Flacheninhalt A des Trapezes folgt mit H (—0,514):
A =%- (IRVI + [E1l) - [HRI =%- (1cm+4cm) - (4cm—f(-0,5) cm)
= % -5ecm- (4ecm—-2"%cm) = 8,2cm?
Fiir die Umfangslange u des Trapezes folgt mit dem Satz des Pythagoras:
u = lEll + 2 - [ERI + [RVI = [EIl + 2 - VIEHI? + [HRI2 + [RVI
=4cm+2-V(1,5cm)2+ (Gecm-2"%cm)2+ 1cm=12,2¢cm
Flacheninhalt Dreieck ETI mit K(014):
Agry =3 [EIl-IKTI =3 4cm - 3cm = 6cm?
Flacheninhalt Dreieck RVT mit L (01f(-0,5)):
ARVT=%- [RVI - ILTI =%- 1cm - (1ecm—f(=0,5) cm) =%- 1cm-(1ecm—=2"%5cm) = 0,1 cm?

Anteil zum Viereck:
A

en*tArv _ 6cm?+0,1cm?
Aver | 82em?  ~ 74%

Die beiden Dreiecke nehmen zusammen ca. 74 % des Flacheninhalts des Trapezes ein.
b) y=38unda =

= IHRl _ 4cm—f(=0,5)cm _ 4cm—2"%5cm _
tan y—tanﬁ— T5cm = Tacm =7=258=65,5°

0= B =180°—y=114,5°
c) Zweiter Strahlensatz:
ISLI _ vl

W—Wmitﬁ=xcm
X__ =i=l |. 4

X+@G-205 "2 " 4

=1 |- (x+4—2705)
bx=x+4-205  |-x
3x=4-2705 l:3

x=1,1

ys=vy,-11=0,7-1,1=-0,4

S(01-0,4)

d und ¢ sind Stufenwinkel, B und i sind Wechselwinkel.
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K3 ) 36 T(12) =20+40-2799612 < 443 (°C)
Alfredos Kaffee ist noch nicht kalt.

| KX ) | * Die Tabelle entspricht der Tabelle im Schulbuch.

e a) Man kann z.B. mit einem Computerprogramm eine lineare Funktion finden, die gut zu den Ta-
bellenwerten passt. Hierbei berechnet man entweder mithilfe zweier Wertepaare die Parameter
der linearen Funktion oder nutzt spezielle Befehle des Computerprogramms fiir das Verfahren
der sogenannten (linearen) Regression. Als x-Werte verwendet man am besten nicht 1960, 1980
usw., sondern zdhlt die Zeit, die seit 1960 vergangen ist, sodass die Funktionsterme ,,einfacher*
werden. Damit dndern sich die x-Werte fiir 1960, 1980, 2000 und 2020 zu 0, 20, 40 und 60.

Eine mit einem Computerprogramm erstellte lineare Funktion lautet:

f:y=0,0798x + 2,956 (x in Jahren seit 1960, y in Milliarden)

Wie viele Menschen im Jahr 2040 auf der Erde leben werden, kann man dann mit f (80) abschatzen
und erhélt f(80) = 9,34 Mrd.

b) Um eine gute exponentielle Funktion zu finden, geht man analog wie bei der Suche nach einer
linearen Funktion vor. Man erhdlt beispielsweise die folgende, mit einem Computerprogramm
erstellte Funktion:
g:y=3,139-1,0159* und es wiirden g (80) = 11,09 Mrd. Menschen im Jahr 2040 auf der Erde

K leben. j
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® Mit der Halbwertszeit von 5730 Jahren ergibt sich fiir das Alter des Otzi:

CERS2 ST0RNE 0,908 - 5730 Jahre = 5202 Jahre

Otzi ist vor ungefidhr 5200 Jahren gestorben.

Nachgefragt \

K1)

K1)

g

® 1 log,aist per Definition diejenige Zahl, mit der man a potenzieren muss, um a zu erhalten.
Mit a' = a gilt: log, a = 1.
2 log,1ist per Definition diejenige Zahl, mit der man a potenzieren muss, um 1 zu erhalten.
Mit a® = 1 gilt: log,1 = 0.
® log,,10=1
log,, 100 =2
log,, 1000 =3
Es fallt auf, dass der Logarithmus zur Basis 10 einer Zehnerpotenz gleich dem Exponenten dieser
Zehnerpotenz ist: log,, 10" = n.
® Die Gleichung x> = 27 kann nicht mit dem Logarithmus geldst werden, sondern mit der dritten Wurzel
K x =27 = 3. Wenn das gesuchte x im Exponenten steht, dann verwendet man den Logarithmus. /

Aufgaben

K5

J

B 6 8 66

74

1 a) b) (9] d)
Potenz 43 =64 17,52 = 306,25 73 =343 56 = 15625
Wurzel V64 = 4 V306,25 = 17,5 V3a3=7 V15625 =5
Logarithmus log,64 =3 logl7’5 306,25 =2 log,343 =3 log; 15625 =6

2 a) 4;9;1;4;5 b) -2;-4;-6;-3;-1

3 a) 5=125;x=3 b) 82=x;x=64

) 3=216;x=6 d) 10¥=1000;x =3
e) 10%¥=0,00001; x =-5 f) x>=3125;x=5
4 a) 4 b) 1,45 c) 3,26
d) 2,02 e) -2
5 a) 1,5850 b) 1,3652 ¢) 0,8340 d) 3,1699
e) 2,3103 f) 3,9147 g) 3,0192 h) 0,7325
6 a) lg3=0,48 lg30=~1,48 lg 300 = 2,48 lg 3000 =~ ...
Esgilt: lg(3-10M =1g3+n=0,48+n
b) 1g0,5=-0,3 lg 0,05 =-1,3 lg 0,005 =~-2,3 lg 0,0005 = ...

Es gilt: lg (0,5- 10 =1g0,5-n=-0,3—n
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| KX » 7 a) ZuBeginn wird die Differenz als Logarithmus eines Quotienten umgeschrieben, sodass man den
Wert innerhalb des Logarithmus als Bruch schreiben und kiirzen kann. So erhélt man % im Logarith-
mus, was als Potenz umgeschrieben werden kann zu 273. Zum Schluss verwendet man die Regel
des Logarithmus einer Potenz, um =3 - log, 2 = -3 zu erhalten.

b) Zu Beginn wird die Differenz als Logarithmus eines Quotienten umgeschrieben, sodass man den
Wert innerhalb des Logarithmus als Bruch und anschlieBend unter nur eine Wurzel schreiben kann.
Der Bruch kann nun gekiirzt werden und man erhalt im Logarithmus V25 = 5. So kann der Logarith-
mus schlieBlich berechnet werden zu log; 5 = 1.

¢) Zu Beginn werden die beiden Summanden als Logarithmus einer Potenz umgeschrieben,

3 log,x= logax3 und 2 log,y = logayz. Im Anschluss kdnnen die Summanden als Logarithmus eines
Produktes geschrieben werden log, (< - y2).

@ 8 Im ersten Schritt wird der Quotient aus den beiden Logarithmen lediglich als Bruch umgeschrieben.
Im ndchsten Schritt wird der Basiswechsel vollzogen, sodass die beiden Logarithmen als einer ge-
schrieben werden kdnnen. Im letzten Schritt wird dann der Logarithmus bestimmt, den man in dem
Fall im Kopf bestimmen kann.

3
(k&) 9 a)lgy b) lg %%
o lgg d) lgx?y
e) lg10a f) Esist keine weitere Vereinfachung moglich.
g) log3a? h) lg6
i) log,& Ds
k) 0 D logtY
b? 1
m) log,+ n) log5
K4 > 10 a) lga+lgh+lgc+lgd b) lga+lgb-lgc ¢) 2lga+lgb
d) 4-(ga+lgh) e) 3-(lga+lgh) f) lga+lgb-Ilg2c
g) lga+%lgb—lgc h) lgb—%lga i) %-(51g2+7lga)
K4 ) 11 a) log,4=10g,9 b) log10 < log, 10 ¢) log,10>log,10
d) log 125 = log,27 e) log 35 <log;35 f) log,108 <log,12
g) log1000<log,16 h) 1+ log,8<log,32 i) (log,2)?=(log,4)*

12 a) Lucas verwendet die Definition des Logarithmus:
Jede Gleichung der Form b* =y ist dquivalent zu x = log, y.
Damit hat Lucas die Gleichung schon nach x aufgelost.
Laura wendet auf beiden Seiten den Logarithmus zur Basis 10 an: log,,b* = log,,y.
Danach wendet Laura ein Logarithmusgesetz an und zieht den Exponenten x als Faktor vor:
x-log,,b=log,,y

AnschlieBend teilt sie durch log,,b und erhalt x = llzz—“’z.
10
Beide Vorgehensweisen sind richtig, deshalb kann man die Ergebnisse von Lucas und Laura gleich-
setzen: l
_ 1084pY
log,,y = log,,b

Damit haben sie gemeinsam eine neue Formel gefunden, wie man einen beliebigen Logarithmus
mithilfe des Logarithmus zur Basis 10 ausrechnen kann, z.B.:

log,,29
lo 29 =—>10"_
80,305 27 log,,0,305

Das kann etwa hilfreich sein, wenn es auf dem Taschenrechner nur eine Taste fiir den Logarithmus
zur Basis 10 gibt.
Ubrigens: Laura hitte jeden beliebigen Logarithmus verwenden kénnen, nicht nur zur Basis 10!
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| K1 ) 13 a) Essind individuelle Lésungen méglich.
b) 1 2—? =gm-n 2 log,b¢
Seib=a" < m=log,b

Seib=am«< m=log,b
log, b¢=log, (@M =log,a™ “=c-m=c-log,b

c=a"en=log,c
loga[i—:]] =log,am "
am
arl

loga[—] =m-n

loga[%] =log,b-log,c

K4 ) 14 a) logy (X2 +2xy +y?) = log,[(x +Y)?] = 2 log; (x +Yy) =2 -2 =4
b) log3\/m=0,5-log3(x+y)=O,5'2=1
) log3x+y=log31—log3(x+y)=0—2=—2
d) x+y=32=9
e) (x+y)**V=92=3,87-108
f) 3-log;(x+y)=3-2=6

| K2 ) 15 a) Essind individuelle Antworten fiir die Begriindung méglich, z.B.:
Nach einem Jahr: K(1) =K;+K,-3% =K, (1+0,03) =K;- 1,03
Nach zwei Jahren: K(2) =K (1) +K(1) - 3% =K(1) - 1,03 = (K, - 1,03) - 1,03 = K - 1,032
Nach drei Jahren: K(3) =K(2) +K(2) -3% =K (2) - 1,03 = (K, - 1,032 - 1,03 = K, - 1,03

NachnJjahren: ~ K(n)=KMn-1)+KMn-1)-3%=(K,-1,03""1)-1,03=K,-1,03"

b) Mit der Gleichung 10000€ - 1,03" = 1000 000<€ wird der Zuwachs des Kapitals von 10000 € bis zu
einer Million € dargestellt. Gesucht ist nun die Zahl n, sodass 10000<€ - 1,03" = 1000 000 € gilt.
Durch Logarithmieren ldsst sich der Exponent n, d. h. die gesuchte Anzahl an Jahren, bestimmen.

¢) K,=10000%, Zinssatz von 0,5 %. Gesucht ist n, sodass gilt:
10000€ - 1,005" = 1000000€
1,005" = 100
n= l°g1,005100
n=923,3
Mit 10000<€ und 0,5 % Zinsen wdre man nach gut 923 Jahren Millionar.

@ 16 Fiir den Holzbestand h (x) des Waldes in m3 (x in Jahren) ldsst sich folgende Formel aufstellen:
h(x) = 50000 - 1,023%
Wenn der Holzbestand 60000 m3 betragen soll, gilt also:
60000 = 50000 - 1,023*

x_ 60000 _ 6
& 1,023% = 55500 =3

SX= l0g1,023% =8
Nach ca. 8 Jahren betrédgt der Holzbestand 60000 m3.

K3 ) 17 a) 3 15-0,917t
b) 15mg-0,917'=7,5mg < 0,917' = 0,5 < t = log, 5,,0,5~ 8
Nach ca. 8 Tagen befindet sich nur noch 50% des Jods im Korper des Patienten.
¢) 15mg-0,917'=1mg < 0,197' = %5 ot= logoyglnl—5 =31,25
Nach 32 Tagen betrdgt die Masse des Jods weniger als 1 mg.
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[K5 ) 18 a) 4-0,5=2 |:4
0,5=0,5
x=1,00

b) 20-0,9*=10 I:20
0,9*=0,5

_ log0,5 _
X= 105090~ 6,58

c) 8:0,06=4 [:8
0,06*=0,5

_ log0,5 _
X= log0,06 — 0,25

d) 100-0,75* =50 l:100
0,75*=0,5

_ _log0,5
X= log0,75 — 2,41

[ KX ) 19 a) 1 Wachstumsgleichung:
y =m,-0,917* (Ausgangsmasse m,, Zeit x in Tagen)

Berechnet werden soll die Zeit, nach der nur noch die Halfte der Ausgangsmasse m, vorhanden
ist:

0,5my=m,-0,917* [:m
0,5=0,917*
X = g5%37 = 8,00d
2 m=1000g-0,91712°=31mg
b) Wachstumsgleichung:
y =m, - a* (Ausgangsmasse m, Zeit in x in Jahren)
Nach 33 Jahren ist die Halfte des Casium-137 zerfallen:

0

0,5my=my-a* [:m,
0,5=2a* KA
a=0,979
xin Jahren 10 20 30 100

Bestand Casium-137 in % 80,9 65,4 52,9 12,0
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g

Nachgefragt

K1)
K3

® f, und f, sind symmetrisch bzgl. der Winkelhalbierenden des I. und Ill. Quadranten.
® f, erhdlt man aus f, (und umgekehrt f, aus f,) durch Spiegelung an der Winkelhalbierenden des I. und

K [ll. Quadranten.

J

@ Spiegelung an der Winkelhalbierenden des I. und Ill. Quadranten entspricht der Vertauschung von
Funktionswert und Argument.
@ Das erste Logarithmusgesetz 1 ist beispielsweise bei der Darstellung der Funktion
fo () = log,, (5 - x) hilfreich, denn es geniigt im Grunde, den Funktionsverlauf der Funktion
f(x) = log,,x zu kennen. Der Graph von f; ergibt sich dann durch eine Verschiebung entlang
der y-Achse um die Konstante log,, 5:
fo 00 =log,, (5 - x) = log,,5 + log,,x = l0g,, 5 + f (X).
Allgemein ausgedriickt, gilt fiir eine beliebige Konstante a und ¢ = log, a:
f(a-x) =log,(a-x) =log,a+log x="f(x) +c.
Eine Verdnderung des Arguments x durch einen Parameter a entspricht also der Verschiebung der
Funktion in y-Richtung (um log, a Einheiten).
® Seia>0.Esgilt: P(alb) e G;= b =log;a e 3b=a<=Qbla)e Gg.

\ Die Einschrankung a > 0 ist notig, da die Logarithmusfunktion nur fiir positive Zahlen definiert ist.

~

Aufgaben

(kK5 ) 1 a) X 0,1 0,2 0,3

78

1,2 2,1 3 5

0,45 1,83 2,71 3,97
0,31 1,26 1,87 2,74
0,23 0,94 1,39 2,04

f:y=log; sx 5,68 | -3,97 | -2,97
g:y=logigx | -3,92 | -2,74 | -2,05
h:y=log,,x | -2,92 | -2,04 | -1,53

O |O |0 |~

b) VA
154 fiy= logmx
1__
0,5 T
0 } } } } } } } ?
o5/1 15 2 25 3 35 4
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Kapitel 2

fiy= logmx g:y= log2,7x h:y= logo,3x kiy= logwx
D 10; oo 10; o< 10; o< 10; o<
W R R R R
Monotonie monoton steigend | monoton steigend | monoton fallend monoton fallend
Asymptote negative y-Achse | negative y-Achse | positive y-Achse positive y-Achse
Gleichung der 1.y = X ~1.y = X 1.y = X -1,y = X
Umkehrfunktion Fhy=13 gy=27 h™:y=0,3 k™:y=0,7
‘K1 > 3 1-r,2-p,3-q,4-g 5-h, 6-f
K5 ) 4 a) y = log, 5 X
b) y= log%x
) y=log,x
d) y = log ;x
2
e) Jedes beliebige a € R ist mdglich.
f) y= logWx

Die Graphen der Funktionen entstehen jeweils durch Multiplikation der Funktionswerte einer anderen
Funktion. Die Eigenschaften zur Monotonie, zu Asymptoten etc. kénnen einem Graphen entnommen

werden.
a) g(X) = logyx = .‘g; a‘%=%=—-log3x——-f(x)
h () = log; x = 1!52X7 lg(BIg)B( 3~ 3lglg3 3 logyx=3-f®
b) g(x) = loggx = |l§§ lg(zlg)z( D 3lg|§z =3 logyx =3
h(x) = log,,x = l;gg; =lgé%7= 2'_%;8 % logSX—% g =1-f®
9] g(X)—IOglx—:gj lg(l?;fz.lz((%] log; x = 1.f®
h(x)=10g%x=:§_g=lg(;; 7 3-liggx(%)=% log%x=% f(x)=% g (%
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Kapitel 2 2.4 Logarithmusfunktionen

| KX ) 6 Losungsmoglichkeit:

Yy A
16

151
141
137
12T
11
10

°T f

! 0 | | | | | | | | | | | | | | | | .
1 1 1 1 1 1

-1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 x

Grundsatzlich kann man unterscheiden zwischen dem Funktionswert einer Funktion an einer bestimm-
ten Stelle und der Steigung des Graphen an dieser Stelle. Bei linearen Funktionen kann die Steigung
einfach angegeben werden, weil sie konstant ist. Bei allen anderen hier verwendeten Funktionstypen
muss man sich mit der Anschauung begniigen. Bei kleinen x-Werten, also solchen an oder nahe der
Stelle 0, haben die Funktionen f, und f; eine sehr grole Steigung. Mit gréBer werdenden x-Werten neh-
men diese Steigungen aber schnell ab, wahrend die zundchst ,,moderaten® Steigungen der Funktionen
f, und f; immer starker ansteigen. Mit zunehmender Steigung vergréBern sich dann auch die absoluten
Funktionswerte, sodass ab x = 4 die Exponentialfunktion f;: y = 2* die gréten Funktionswerte hat.

Die Logarithmusfunktion f,: y = log, x hat ab x = 16 die kleinsten Funktionswerte.

Alternativ kann man eine Wertetabelle anlegen und dann das eben Formulierte daraus ableiten.

0 1 2 3 4 5 6 7 8
IR 0 2 4 6 8 10 12 14 16
Taw = 0 1 4 9 16 25 36 49 64
Ty = 2 1 2 4 8 16 32 64 128 256
f,:y = log,x - 0 1 1,58 2 2,32 2,58 2,81 3
fo:y =yx 0 1 1,41 | 1,73 2 2,24 2,45 2,65 2,83

9 10 11 12 13 14 15 16 17
firy =2x 18 20 22 24 26 28 30 32 34
fry=x2 81 100 121 144 169 196 225 256 289
T = 2% 512 | 1024 | 2048 | 4096 | 8192 | 16384 | 32768 | 65536 | 131072
fiay=logox | 3,17 | 3,32 | 3,46 | 3,58 3,7 3,81 3,91 4 4,09
fo:y =x 3 3,16 | 3,32 | 3,46 | 3,61 3,74 3,87 4 4,12

Hinweis: Jede streng monoton steigende Exponentialfunktion wichst im Ubrigen unabhéngig von der
Wahl der Basis auf lange Sicht schneller als jede beliebige Potenzfunktion.
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| KX » 7 a) mittlere Entfernung der Erde von der Sonne: 149,6 - 106km = 149,6 - 10'1cm

10* = 149,6 - 1011

x=1g(149,6 - 1011) =1g149,6 + 1g 1011 = 2,17 + 11 = 13,17 (cm)
Die Funktion ,,erreicht an der Stelle 13,175 cm die Sonne*. Der x-Wert entspricht bei Weitem nicht

der Breite eines DIN-A4-Blattes.
y A
24+

2+
20T
18T
16T
1T

x=13,175

An dieser Stelle erreicht
die Funktion die Sonne.

12

fily = 10%

x=21

Breite eines
DIN-A4-Blattes
im Hochformat

1 l l l l »

2 4 6 8 10 12

1 1 1 1 |

14 16 18 20 22 x

b) Erdumfang am Aquator: 40075 km = 40,075 - 10°km = 40,075 - 108cm

log, (40,075 - 108) =~ 31,9 (cm)

Ein DIN-A4-Blatt ist 21 cm breit, also kdnnte man den Funktionsgraphen von g: y = log, x nicht auf
dem Blattgiirtel darstellen. Ab einem x-Wert von 2097 152 cm = 21,0 km wiirden die Funktionswerte
nicht mehr auf die Blatter passen.

y A
20T . . -
y=21 Die Breite des Blattgiirtels
18+ Breite eines DIN-A4-Blattes um den Aquator wird bei
im Querformat 2097152cm =~ 21,0km
16+ erreicht.
14T
121
101
8 —_
6 —
4 gy =log,x
2 —_
| 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 »
T T T T T T T T T T T T T T T T T L
-2 7246810121416182022242628303234x
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2.4 Logarithmusfunktionen

| KX > 8 a) 1 Gegeniiber dem Graphen von fist der Graph von ...
e g mit dem Faktor 2 gestreckt.
e h mitdem Faktor%gestaucht.

e imitdem Faktor% gestaucht und zusatzlich an der x-Achse gespiegelt.

e k mit dem Faktor 2 gestreckt und zusatzlich an der x-Achse gespiegelt.
2 Gegeniiber dem Graphen von fist der Graph von ...

e gum 1 LE nach links verschoben.

e h um 3 LE nach oben verschoben.

e ium 1 LE nach unten verschoben.

e kum 2 LE nach rechts verschoben.

b) 1 f:y=log,x | g:y=2log,x h:y=%log2x i:y=—%log2x k:y=-2log,x
D x e R* xeR* xe R+ xeR* x e R*
W R R R R R
Monotonie steigend steigend steigend fallend fallend
(negative) (negative) (negative) (positive) (positive)
Asymptote y-Achse y-Achse y-Achse y-Achse y-Achse
2 fry=log,x | g:y=log,(x+1) lh:y=log,x+3|i:y=log,x-1|k:y=log,(x-2)
D xeR* {xeRIx>-1} x e R* x e R* {xeRIx>2}
W R R R R R
Monotonie | steigend steigend steigend steigend steigend
(negative) _ (negative) (positive) _
AT y-Achse x=-1 y-Achse y-Achse x=2

| KX » 9 DerGraphvon gist gegeniiber dem Graphen von f...
a) um den Faktor k gestreckt bzw. gestaucht.
b) um b Einheiten in positive x-Richtung verschoben.
¢) um c Einheiten in positive y-Richtung verschoben.
d) um den Faktor k gestreckt bzw. gestaucht. AnschlieBend wurde er um b Einheiten in positive

x-Richtung und um c Einheiten in positive y-Richtung verschoben.

(KX ) 10 a) 1

Der Graph zu f, wurde gegeniiber f um 2,5 LE nach rechts und 1,5 LE nach oben verschoben.

Der Graph zu f, wurde gegeniiber fum 5,5 LE nach rechts und 2,5 LE nach oben verschoben.
2 Der Graph zu f; wurde gegeniiber f um 1 LE nach links verschoben.
Der Graph zu f, wurde gegeniiber f um 3 LE nach rechts und 1 LE nach oben verschoben.
3 Der Graph zu f; wurde gegeniiber f um den Faktor 2 gestreckt und anschlieBend um 2 LE nach
rechts und 3 LE nach oben verschoben.
Der Graph zu f, wurde gegendiiber f um 6 LE nach rechts und 5 LE nach oben verschoben.

b) 1 f:y = log,x fi:y=log,(x-2,5+1,5 | fy:y=log,(x-5,5) +2,5
D xeR* {xeRIx>2,5} {xeRIx>5,5}
W yeR yeR yeR
Asymptote x=0 X=2,5 x=5,5
2 f:y = log,x fi:y=log, (x + 1) fyry=log,(x—3) +1
D x € R {xeRIx>-1} {xeRIx>3}
W yeR yeR yeR
Asymptote x=0 x=-1 x=3
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3 f:y = logsx firy=2logs (x-2) +3 fy:y = logs (x—6) +5
D xeR* {xeRIx>2} {xeRIx> 6}
W yeR yeR yeR
Asymptote x=0 X=2 X=6
¢ 1 log, (x-2,5+1,5=log, (x-5,5) +2,5 2 log, (x+1) =log, x-3) +1
log, (x-2,5) - log, (x-5,5) =2,5-1,5 log, (x+1) - log, x-3) =1
log, [ﬁ%] =1 log, [;i;] =1
- =
x—=2,5=4-(x-5,5) X+1=2x-6
X=2,5=4x-22 xX=7
19,5 = 3x log, (7 +1) = log,8 =3
X=6,5 =5(713)
log, (6,5-2,5)+1,5=1log,4+1,5=1+1,5=2,5
=5(6,512,5)
3 2log; (x—2) +3 =log, (x-6) +5
log, (x—2)? - log, (x—6) =2
logs[p;;—zéﬁ]=2
X2 —4x + 4 =25 (x—6)
X2 —4x + 4 = 25x— 150
x2—29x+154=0
X12=291W
’ 29+1V225 29+ 15
X257 2 T2
X =7 X, =22
2log, (7-2) +3 2log, (22-2) +3
=2log;5+3 =2l0g;20+3
=2+3=5 =~3,72+3=6,72
=5,(715) =S,(2216,72)
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Kapitel 2 2.5 Exponential- und Logarithmusgleichungen

| K3 > | m Die Miete wird durch die Gleichung m () = 650 - 1,06! und das Gehalt durch g (t) = 3800 - 1,025 be-
schrieben. Das bedeutet, dass die Miete nach 52,6 Jahren dem Gehalt von Herrn Meyer entspricht.

| K3 ) | m Nach fiinfJahren entspricht die Miete 20,2 % des Einkommens von Herrn Meyer. Nach 10 Jahren sind es
23,9% und nach 20 Jahren bereits 33,4 %.

Nachgefragt

®1x=0 2 x

Aufgaben

(K5 > 1 a)x=6 b) x=4

I
N

A l
g
(1)
60 1
wt f
20+
— s ———+—>
42 24 6 8"
) x=4 d) 3¥=9=x=2
YA
104
g s |
6T
4__
2__
1 4;/ 1 1 1 1 -
T T 0 T T T IVX
) 2 4 6 8
e) =5=x ) 7"=1=71=x=-1
YA
g
257 ¢
2__
1,5+
1_
1 5+
/ :
— > = —
0 X X
2 1723 4 -1,5 -1 0,5 05 1 1,5
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2.5 Exponential- und Logarithmusgleichungen

Kapitel 2

=2
g) X= 2
YA
50 T

—

40+

30 T

20T

2 a) x= tVéTS =15
L={-5; 5}
d) y= 11(\)/7_2z +1,53
L={-1,53;1,53}
g) n= log, 50,05 = 4,32
L ={4,32}

3 a) x=0,5
d) x=2
g) x=4

4 a) L={8}

0 -(t

5 a) x=log;7=1,77
L={1,77}
¢) x=log,,15=1,09
L ={1,09}
e) 5%+3.25%=0,8
25%+3.25%=0,8
4-25%=0,8
25%=0,2
lg25*=1g 0,2
x-1g25=1g0,2

_1g02 _ 1
X 2
=J_1
L= 2}

~lg25 —

Alternativer Losungsweg:

52+3.5%=0,8

4.5%=0,8

52X=0,2

52x = 5—1
Exponentenvergleich:

<Y

[:4
g0

l:1g25

[:4

h) x=-3

-2 -15 -1 =05

b) a=t§/65?=13
L={-3;3}

e) x=log,256 =4
L={4}

h) y= log0,215z—1,68
L=1{-1,68}

b) x=-1,5
e) x={}
h) x=-1

b) L={5}
e) L=R

b) x=log,1,2~0,10
L ={0,10}

d) x=-log;0,6=0,32
L={0,32}

) %-3%*-90=243

2 (393 -9%=243

2-(392-9%=243

2-32%-9%=243

29X -9%=243

9% =243

x= 18243 _
lg9

L=1{2,5}

g0

0 m=3120~2,61
L={2,61}

f) b=log,100~2,86
L ={2,86}

) x={}
i) x=9

) L={-3}
) L={7}
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Kapitel 2

g) L={2,10} h) L={0,85} i) L={0,05} i) L={3,07}
k) L={2,68} ) L={-0,02} m) L = {2} n) L={4,30}
0) L={-814} p) L={} o) L={3} N L={1)

6 a) Der letzte Schritt ist falsch, denn von gleichen Exponenten kann man nicht generell auf die gleiche
Basis schlieBen: a® = 1, unabhingig von der Wahl von a. Im vorliegenden Beispiel wissen wir, dass
unterschiedliche Basen vorliegen (3 # 4), deshalb muss der Exponent gleich null sein, also
X==5.

b) Der letzte Schritt ist falsch, denn lg% ist eine negative Zahl. Dividiert man aber beide Seiten einer
Ungleichung durch eine negative Zahl, so dreht sich das Ungleichheitszeichen um.
7 a) Die Gleichung wurde zeichnerisch geldst. Die x-Koordinate des Schnittpunkts ist die Lésung der
Gleichung.
b) 1 y A 2 y A
13 N 13 —_
gry=13-3* ~
12 12
11 11
10 10
9 9T
81 8
- g:y=2_il32-23x+8 -
6 6+
5 5 S415)
4 S(2|4) 41
3 3T
2 2
fry=34%4+2
1 1
1 1 0 1 1 » 1 1 1 0 1 1 1 1 »
1 T T T T T O T T \ T T Ll T T T T T 0 T T T T il
-6 -5 4 -3 -2 -1 1203 4 x 5 4 3 2 1 12 3 4 |x
xX=2 X=4
[ kx ) 8 a) L={-0,5} b) L={-1} 0 L={1} d) L={3} e) L={0,5}
) L={0,3} g) L={3,58} h) L={0,0001; 10} i) L={1;1}

| KX > 9 a) lineare Gleichung b) Exponentialgleichung ¢) Exponentialgleichung

L={3; L={} L =1{0.5}
d) Gleichung dritten Grades e) Exponentialgleichung f) Exponentialgleichung
1 2
L= {3} L={4} L={3}
g) lineare Gleichung h) Exponentialgleichung i) Exponentialgleichung
L={4} L={16} L = {log,3}~{1,58}
j) Exponentialgleichung k) Exponentialgleichung ) Exponentialgleichung
L= {4} L ={lg64}={1,81} L={-18%41~ 0,40}

m) Exponentialgleichung n) Exponentialgleichung 0) quadratische Gleichung
L={lg14}={1,15} L={1} L={-7;-8}

p) quadratische Bruchgleichung q) Wurzelgleichung r) quadratische Gleichung
L= {4; 5} L = {~V/40; 40} = {-6,32; 6,32} L={}
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2.5 Exponential- und Logarithmusgleichungen Kapitel 2

KX ) 10 a)

b)

)

(KX ) 11 a)
d)
g)

)

(KX ) 12 a)

b)

Bei der grafischen Losung 1 wurde sowohl die linke als auch die rechte Seite der Gleichung als se-
parate Funktion betrachtet und jeweils deren Graph gezeichnet. Die x-Koordinate des Schnittpunkts
beider Funktionsgraphen ergibt (ndherungsweise) die Lésung der Gleichung.

Bei der rechnerischen Lésung 2 wurde zuerst der Logarithmus isoliert, also in diesem Fall mit 23
multipliziert. Anschlieend wurden gemaf der Definition des Logarithmus beide Seiten der Glei-
chung in den Exponenten genommen und mithilfe der Logarithmusgesetze weiter vereinfacht. Zum
Schluss musste nach x aufgelost werden, in diesem Fall mithilfe einer Subtraktion von 3.

Bei der grafischen Losung 1 kann der x-Wert des Schnittpunkts nur ndherungsweise abgelesen
werden.

Bei der rechnerischen Lésung 2 dagegen wird die Losung berechnet, wobei am Ende die Losung
eventuell gerundet angegeben wird.

Durch Ungenauigkeiten beim Zeichnen und/oder Ablesen von Werten bei der grafischen und Run-
dungen bei der rechnerischen Losung kann es passieren, dass die beiden Losungen nur ndherungs-
weise iibereinstimmen.

Exponentialgleichungen konnen ebenfalls grafisch und rechnerisch geldst werden.

Beim grafischen Losen geht man gleichermafien vor.

Beim rechnerischen Losen ist die Herangehensweise ahnlich zur rechnerischen Losung der Loga-
rithmusgleichung. Im ,entscheidenden Moment“ allerdings, also nach der Isolation des Terms mit
dem exponentiellen Anteil, wendet man den Logarithmus an. Anschlieflend wird weiter vereinfacht.

D =R* b) D =R* ¢) D=R*
L={9} L=z L={2}
D={xeRIx>1} e) D={erRIx>%} f) D={xeRl-1<x<1}
L={2} L={1} L = {0}
D={xeRIIxl>1} h) D ={xeRIx>-6} i) D={xeRIx>-1}
L=1{-3;3} L={21} L ={8}
D = {xeRIx>-4} k) D={xeRIx>V21} D D={xeRlx>3}
L={1048572} L={-11; 11} L={4}
D =R*
lg(x+ 1) - lgx = 1g[*2| =1  Ilog-Def.
l-10  I-x
Xx+1=10x | —x
1=9x [:9
-3
D =R*
log,x +log, (x +2) = log,(x- (x+2)) =3 |log-Def.
x-(x+2)=23=8 -8
x2+2x-8=0 | allgemeine Formel fiir quadratische Gleichungen
)(1/2=_2J£\/222T'(_8)=_22J£6=_113
X, =-4&R*
=>X=X,=2
L={2}
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¢) D={xeRIx>-5}\{0}
log,x? =2 log, (x + 5)

log,x? = log, (x + 5)2 | log-Def.
x2 = (x +5)2
x2=x2+10x+25 |-x2
0=10x+25 |-25
10x =-25 [:10
x=-2,5
L={-2,5}
@ 13 a) [Anzahl der
Halbwertsperioden 0 ! 2 3 4
Anzahl der Jahre 0 5730 11460 17190 22920
Anteil des o 1 o 1 1 1
, = 1=50% L=25% | 1=12,5% | - =6,25%
verbleibenden C-14 | -~ 100% | 3=50% §=25% |3 % | 16=625%
Yy A Anteil des verbliebenen C-14 in %
Zeitin
| Jahren
0 1 | : | | | .
O T T T T T Ll
5000 10000 15000 20000 25000
~13300

b) 1
2 m=my-0,5" <t =

0,5"

Dem Graphen kann man ein ungefdhres Alter des Fossils von 13300 Jahren entnehmen.

mﬂ ist dabei der Anteil des verbliebenen C-14, n ist die Anzahl der dabei vergangenen Halb-

[0) .
wertszeiten.

20% =0,2 = 0,5" g0
1g0,2=n-1g0,5
_lg0,2
n= Tgﬁ ~2,322

2,322 -5730a=13300a
Das Fossil ist etwa 13,3 Jahrtausende alt.
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)

d)

(K3 ) 14 a)

b)

)

(k3 ) 152

b)

0,533 =0,5" g ()
lg0,533=n-1g0,5

n=182533 - 0,9078

0,9078 - 5730a=5200a
Otzi ist vor etwa 52 Jahrhunderten gestorben.

0,67 = 0,5" g0
lg0,67 =nlg0,5
_lg0,67 _
n= 4[%;0’? ~0,5578

0,5578 - 5730a=3300a
Tutanchamun ist vor etwa 33 Jahrhunderten gestorben.

n, ist die Anzahl der Bakterien zu Beginn der Messung; n ist das Zehnfache von n,, alson=10-n;
der Wachstumsfaktor betragt 2; gesucht ist die Zeit x in h.

n=n,-2
10-n,=n,- 2 l:n,
10=2%x=3,3

Nach etwa 3,3 h hat sich die Anzahl der Bakterien verzehnfacht.

m, ist die Masse zu Beginn der Messung; m ist das Doppelte von m, nach 80 Minuten (bzw. %h);
a ist der Wachstumsfaktor, der zunachst zu bestimmen ist.

m=m,- as
7

2-my=m,-as l:mg )

2=a5 a=2i =V8~1,68
Berechnung der Zeit x, bis die Masse das 100-Fache von m betragt:
100 - my=m, - 1,68 l:m,

100 = 1,68%; x = 8,9
Nach knapp 9 h ist die Masse auf das 100-Fache angestiegen.

n, ist der Bestand des Bakteriums zu Beginn der Messung; der Wachstumsfaktor pro Stunde be-
trdgt 1,6. Gesucht ist die Zeit x fiir die Verdopplung, d. h. die Zeit x, sodass gilt: 2 - ny=n, - 1,6*.

2-ny=n,-1,6* l:n,
2=1,65x=1,47
Nach etwa 1,5 h hat sich der Bestand verdoppelt.

15000 =12500-1,013*%

& 1,2=1,013% g ()

< 1g1,2=1g1,013*%

< 1g1,2=x-1g1,013 l:1g1,013
lg1,2
lgg1,013 -x

25000 =12500-1,013*%

& 2=1,013% g ()

< lg2=1g1,013%

< lg2=x-1g1,013 l:1g1,013

lg2

lg1g,013 =X

= X = 14,12 Jahre

= X = 53,66 Jahre

Schulbuchseite xxx

Kapitel 2

89



Kapitel 2 2.5 Exponential- und Logarithmusgleichungen

¢) 1000000 =12500-1,013%
& 80=1,013% g O
& 1g80=1g1,013%
< 1g80=x-1g1,013 [:1g1,013
1g80
lgf,OlB =X
d) 7000000 =12500-1,013%
& 560 =1,013% g O
< lgh560=1g1,013*%
< lg560=x-1g1,013 [:1g1,013
lg 560 _
lg1,013

= X = 339,27 Jahre

= X = 490 Jahre

@ 16 a) y A Menge Acetylsalicylsdure in mg

200

150

100 T i
501 !
"""""" Zeitinh
i iy ey iy iy A A A g A g A s g gt P B s G
0 f f f f f f f f } T T f T T —>
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
b) 250mg-a3=125mg
31
a=3
3
a=Yy0,5
a=0,794

f:y=250.0,794!
10 = 250 - 0,794!
t= log0,7942i5
= log, ;6,0,04
= 13,95
Nach ca. 14 Stunden befinden sich noch 10mg im Korper.

| KX > 17 100ppm-0,85"<20ppm  |:100ppm
0,85"<0,2 g ()
n-1g0,85<1g0,2

log0,2
2 log0,85 9,9

Das Badeverbot darf erst nach etwa 10 Wochen wieder aufgehoben werden.
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2.6 Vermischte Aufgaben

B E

:

1

Zeittinh 0 1 2 3 4 5 6 10
Volumen einer Bakterienkultur in mm3:
a) (=23 2 | 6 | 18 | 54 | 162 | 486 | 1458 | 118098

b) Anzahl der Personen, die von einem
Geriicht erfahren haben: f(t) = 4

Fillhohe eines Wasserbeckens in cm:
c) 20 /30|40 | 50| 60 | 70 80 120
f)=20+10-t

1 | 4 |16 | 64 | 256 |1024| 4096 | 1048576

a) Prozentuale Zunahme: 10% b) Prozentuale Zunahme: 5%
¢) Prozentuale Abnahme: 0,7 % d) Prozentuale Zunahme: 3%
e) Prozentuale Abnahme: 50% f) Prozentuale Zunahme: 10%
a) 1,035 b) 0,948 g 1.1 d) 0,99

a) Exponentiell: Der Graph hat eine Asymptote beiy = 8 und ist monoton fallend.
b) Nicht exponentiell: Der Graph ist zwar monoton wachsend, hat aber keine Asymptote.
¢) Exponentiell: Der Graph hat eine Asymptote beiy = 0 und ist monoton fallend.

Die Graphen sind identisch, was man jeweils anhand der Potenzgesetze zeigen kann:
~ _ 4 AL
L o v-[5"=(5) %)
y A

i y=%.zx=2xf3

5

6 X -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 1

\ 4

a) x=3 b) x=59049 c) x=5 d) x=-2,63 e) x=1343 f) x=8

4cm I 8cm

3cm | 4cm | 5cm

=

~—~
_
o
3
)
o
3

Die Werte sind auf zwei Nachkommastellen gerundet.

a) o b) 0,43 ¢ 1,43 d 3 e) -1,43
f) -0,86 g) —0,57 h) -0,43 ) 1 i) 1,09
a) 6,55 Potenzieren b) 2,31 Wurzel ziehen c) 0,32 Logarithmieren
d) -0,63 Logarithmieren e) 0,96 Wurzel ziehen f) 4,29 Potenzieren

g) 3,68 Wurzel ziehen h) 0,42 Logarithmieren
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Kapitel 2 2.6 Vermischte Aufgaben

10 a) f:y=x3 (nichtlineares, nichtexponentielles Wachstum) b) f:y = 1,2x (lineares Wachstum)

¢) f:y=3%(exponentielles Wachstum) d) f:y=15-3,5x (lineares Wachstum)
(K3 ) 11 a) x Jo|1]2[3]a b) x |o|1]2]3]a
1|y=40-4x| 40 | 36 | 32 | 28 | 24 1| y=—6x+28|28 22|16 | 10| 4
2|y=40-0,9%| 40 | 36 |32,4(29,2]|26,2 2|y=64-0,5%| 64| 32| 16| 8 4
@ 12 3) A Anzahl b) AGuthaben = . | () A Menge
Sattigungs-
bestand [ T T T T T T =— 10 mg
20€ e—o \
0 ™ ol 1w, St o[14d 5 "
d) A Strecke
Ziel | 1
LHélfte | 7
0 "
(K3 ) 13 a) x=log,12~1,39 b) x=log,;6-1,5=0,46 ) x=3-(log,10 +3) = 2,02
d) x=log,,s-1-gos7~—433 € x=21logZ=034 D x=1 log, 5 555~0,83

| KX ) 14 Beide Graphen gehdren zu Exponentialfunktionen und haben die x-Achse als waagrechte Asymptote.
Sie gehen durch eine Spiegelung an der y-Achse auseinander hervor.

Fiir a > 1 ist der Graph von f;: y = a* monoton steigend, entsprechend fdllt der Graph von f,: y = [%]X

Fiir 0 <a < 1 ist die Monotonie umgekehrt, also f; monoton fallend und f, monoton steigend.
Beide Graphen haben den Punkt (011) als gemeinsamen Punkt und Schnittpunkt mit der y-Achse.

K5 ) 15 a) 1 2 3 4 5 6
D R R R R R R
W R* R* {yeRIx>5,5}| {yeRly>-3} | {yeRly>-5} | {yeRly>7}
Asymptote y=0 y=0 y=5,5 y=-3 y=-5 y=7
Nullstelle keine keine keine S(2,7110) 5(0,8410) keine
b) 1 2 3 4 5 6
D R* R* {xeRIx>2}| {xeRIx>5} | {xeRIx>-4} | {xeRIx>1,5}
W R R R R R R
Asymptote x=0 x=0 X=2 x=5 X=-4 x=1,5
Nullstelle S(110) | S(24310) S3lo) S(610) S(-3,99610) S(2,04410)
K5 » 16 a) D={xeRIx>-3} b) fly=5+5-3 3] log, (x+3) -5 =log,(x—1) - 4
W=R D=R log, (x +3) —log, (x—1) =1
Asymptote: x = -3 W={yeRly>-3} 10g5[xi3J=1
Nullstelle: Asymptote: y = -3 x-1
0=log;(x+3)-5 it?=5
5 =logs (x+3) X+3=5x-5
55=x+3 4x =8
x=3122 =N((312210) X=2
SQ1-4)
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2.6 Vermischte Aufgaben

Kapitel 2

D R
W R*
Asymptote y=0
f:y=0,5%
D R
W R*
Asymptote y=0
K5 > 18 a) [y 5 | 4| 3| 2|1 0 1 2 3 4 5
o = . 1 1 1 1 1 1 | 1
f:y=0,25-0,5¢ | 8 4 2 1 2 % 3 16 32 64 | 128
oo e (B R 1 1 1 1 1 1
fy:y=0,5-0,5% 16 8 4 2 1 5] i 8 16 32 64
.y=1- 1 1 1 1 1
firy=1-0,5% 32 | 16 | 8 4 % 1 ) Z 8 6 | 3
A= P o 1 1 1 1
fy=2-0,5 64 | 32 | 16 | 8 4 2 1 > | 5| 5 | 1¢
o = 1 1 1
fey=14-0,5 128 | 64 | 32 | 16 | 8 4 2 1 > T 5

b)

(k3 ) 19 )

Bei den Funktionen f, bis f; handelt es sich um Funktionen vom Typ y = k - 0,5%. Da sich k von Funk-
tion zu Funktion verdoppelt, verdoppeln sich auch die Funktionswerte. Gegeniiber dem Graphen
von f; sind die Graphen von f, und f, gestaucht und die Graphen von f, und f, gestreckt. Zusatzlich
kann man sehen, dass die Graphen der Funktionen jeweils durch eine Verschiebung auseinander
hervorgehen: Den Graphen von f, erhdlt man, indem man denjenigen von f, um eine Einheit in po-
sitive x-Richtung verschiebt. Verschiebt man f, eine Einheit weiter, entsteht der Graph von f;, dann
der von f, und schlieBlich dervon f.

k=3;a=0,4

b) k=0,5;a=4

) k=3;a=2

d) k=3;a=2
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Kapitel 2 2.6 Vermischte Aufgaben

D=R

W={yeRly>-2}
Asymptote: y = -2
Nullstelle der Funktion f;:

(K5 ) 2023

0=2x3-2
2 =2%73
x-3=1

Nullstelle bei N (410)
b) fl:y=log, (x+2)+3

D={xeRIx>-2}

W=R

Asymptote: x = -2

¢) Der Graphvon f, hat den Schnittpunkt mit der x-Achse bei N (410), also schneidet f~! die y-Achse
bei (014).
Nullstelle der Funktion f~1:
0=log,(x+2)+3
-3 =log,(x+2)
23 =x+2
x=-1,875
Nullstelle des Graphen von f~1 bei (-1,87510), also schneidet der Graph von f, die y-Achse in
(01-1,875).
d) Schnittpunkt der Graphen von f~! und f:
log, (x+2) +3 =log, (x—1) +5
log, (x+2) ~log, (x-1) =2

log, [;iﬂ= 2

X+2 _ 42
x—l_2
xX=2

f1(2) = log,(4) +3=5
Die Graphen schneiden sich in (215).

| KX » 21 a) Zerfallsgleichung: h =k - at y A hincm
mit Wertepaar (0116,8) folgt:
16,8 =k-a’=k=16,8
mit Wertepaar (6015,0) folgt:
5,0=16,8-a%

60 — 5,0
Sav=1¢3g

—a=9 1—56’% = 0,98
=h=16,8-0,98

Die Gleichung beschreibt den tat-
sdchlichen Schaumzerfall sehr gut,

weil alle Punkte im Rahmen einer
geringen Toleranz auf dem Graphen
der berechneten Funktion liegen.

b) 16,8 0,981 = 0.5 16,8 0 10 20 103430 50 60 70 80 90 100 110 120
< 0,98'=0,5
>t= logw8 0,5=34,3
Die Halbwertszeit betrug 34,3 s, was man ndherungsweise auch aus der Grafik in a) ablesen kdnnte.

o+———————+—+——+—+—+>
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2.6 Vermischte Aufgaben Kapitel 2

@ 22 a) Zu Beginn bedecken die Seerosen eine Flache von 0,5 m?2 des Teichs. Dies entspricht dem Zeitpunkt
x = 0. Setzt man x = 0 in die Gleichung ein, erhilt man den Startwert 0,5 - 2° = 0,5. Nach einer
Zeiteinheit (14 Tage) nehmen die Teichseerosen die doppelte Fliche ein, das entspricht 1 m2. Dies
erhilt man, indem x = 1 fiir eine Zeiteinheit in die Gleichung eingesetzt wird: 0,5-21=0,5-2 =1.
Also kann das Wachstum durch die angegebene Gleichungy = 0,5 - 2X beschrieben werden.

b) 35 Tage entsprechen 2,5 Zeiteinheiten von jeweils 14 Tagen.
f(2,5) =0,5-2%>=2,83
Die Blatter bedecken nach 35 Tagen eine Fliche von 2,83 m2.
¢) 10=0,5-2%
20 =2%
x=l0g,20 = 4,32
Nach 4,32 Zeiteinheiten von je 14 Tagen, also nach gut 60 Tagen, ist der Teich véllig zugewachsen.

KX » 23 a) (392-10-3*+9=0 Substitution: 3* =y
y?-10-y+9=0
_101\/102—4-9=10:8

Yip = 2 2
Y= 9; Y, = 1

Riicksubstitution:

9=34=x,=2

1=3%=x,=0

L={0; 2}

b) (4)2-4,25-4Y+1=0 Substitution: 4Y = x
x2—4,25x+1=0
_4,25% V4,252 4 _ 4,25£3,75

X2 = 2 2
X =45 % =%
Riicksubstitution:
L=41=y =1

1_ =
Z—4V2:>y2——1

L={-1;1}
€) 144*=12%*=126
2x=6
x=3
L={3}
d) Substitution: lgz=x;z>0
x2+5x-6=0
5:\5244-6 _5:7
X2 = 2 =72

=X =15X%x=-6
Ricksubstitution:
1=1gz,=12,=10
-6=Igz,=2,=10"

L={107%; 10}

e) L={1}

) 3 lgz=Vigz Substitution: lgz = x
%x =yx | Quadrieren
%xz =X (x =0 entfillt, dalgz=x>0)

1, _ _
X=1=x=4

Riicksubstitution:
4=Igz=2z=10%=10000
L ={10000}
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Kapitel 2 2.6 Vermischte Aufgaben

24 a) Korrektur:log;x=9 < x=3% & x=19683
b) Korrektur:24=2.2.2.2=16
c) Hier wurde korrekt umgeformt.
d) Korrektur: x4 = 612—65 & X= :l{/ﬁ = 2,5 (Das ,Vorzeichen“ + fehlt vor der Wurzel.)
e) Korrektur: log,x=64 < x= 204 o x=18446744073709551616
f) Korrektur:3*=64 < log;64=x < x=3,79

(K3 ) 25 a) fiy=k-a b) 0,1=0,2-0,79370*
Mit dem Wertepaar (010,2) erhdlt man: 0,2 =k-a%=k-1=k 0,5=0,79370*
Mit (0,510,17818) als weiterem Wertepaar ergibt sich: X = 3,000
0,17818 =0,2 - a%°, also a = 0,79370 Die Halbwertszeit betragt
fiy=0,2-0,79370% ca. 3 Minuten.

f(1) =0,15874
f2) =0,12599
f(2,5) = 0,11225
f(5) =0,06300
f(10) =0,01984

| K3 ) 26 a) Der Bevélkerungszuwachs kann durch die Funktion f: y = 20000 - 1,015 beschrieben werden.

b) 50000 A Bevolkerungszahl

40000

30000

20000 | i

10000

Jahre
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55

¢) f(50) =20000-1,015°° = 42000
In 50 Jahren wird die Bevdlkerung 42 000 Menschen umfassen.
d) 25000 =20000 - 1,015*
1,25 =1,015*
X = logl’015 1,25
x=15 Nach 15 Jahren ist die Bevdlkerungszahl auf 25000 gestiegen.

@ 27 a) Bei100g Ausgangsmasse ergibt sich nach einer Sekunde 100g-0,3g=99,7¢g.
Mit m, = 100g und t = 1 erhdlt man m (1) = 100 - 0,997 g = 99,7 g.
b) A Masseing ¢) 50=100-0,997t
0,5 =0,997t
t= log0,997 0,5=230,7
Die Halbwertszeit betrdgt knapp

-
N
w
[
|

] 231 Sekunden.
7507 : d) Wenn von 100 g mehr als 95 % zerfallen sind,
25 Ez T Edrd dann sind weniger als 5 g vorhanden.
o e 5 =100 - 0,097"
0 50 100 150 200250 300 350 0,05 = 0,997t
t= logo’gg7 0,05 = 997
Zeitins 0 50 100 150 200 9975 ~ 16.6 min

Masseing | 100 | 86,05 | 74,05 | 63,72 | 54,83 | Nach 17 min sind mehr als 95 % zerfallen.
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2.7 Das kann ich!

LAufgaben zur Einzelarbeit

B

W 1

[kx) 3

(kx4

a) Dader Zuwachs pro Zeiteinheit mit 70 cm pro Tag gleichmaBig ist, handelt es sich hier um lineares
Wachstum.

b) Da der Zuwachs pro Zeiteinheit anteilig vom aktuellen Wert abhangt und der Zuwachs damit Jahr fiir
Jahr gréRer wird, handelt es sich um exponentielles Wachstum.

a) y=200-1,12
) y=20-1,015

b) y = 5000 - 1,035
d) y=3-1,2%

b) y=35000 - 0,845
d) y=3000-0,87*

a) y=5600-0,955
¢) y=150-0,965%

X -3 -2 -1 0 1 2 3
a) |y=2¥ 0,125 | 025 | 0,5 1 2 4 8
b) |y =(3f 0,296 | 044 | 0,67 1 15 | 225 | 338
0 |y=2" 0032 | 008 | 02 | 05 | 1,25 | 313 | 7,81
d)|y=01-4 [0,0016 | 0,006 | 0,025 | 0,1 0,4 6,4

y
6
5
4
5
24
1
! L M ! |
X 4l 3 5 40 4 5 X

a) Piny=a*eingesetzt ergibt a =2, also f: y = 2%
b) Piny = a*eingesetzt ergibt a =0,7, also f: y = 0,7%.
c) Piny=a*eingesetzt ergibta=0,5,also f:y = (%)X
d) Piny = a*eingesetzt ergibt a® = 1; dies gilt fiir alle a € R*.
Somit besteht die Losung aus allen Funktionen des Typs f: y = a* mit a € R*.

Fir x = 0 erhélt man den jeweiligen Schnittpunkt mit der y-Achse.
a) (0103  b) ©113) o (03]
d) (0l5) e) 0103 9 (0]
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Kapitel 2 2.7 Das kann ich!

(K3 ) 7 ) [Tage 0 10 20 30 40 50
Masse inmg| 20 10 5 2,5 1,25 0,625

b) 20,04 Masse in mg

17,54
15,04
12,54
10,0+
755
5,01
2,54

Tage
} } } } } f f } —>
0 10203040 50 60 70 8090

c) Beispielsweise durch Probieren erhilt man p = 6,7.

K5 > 8 a) P(010,5)inf:y=k-a*eingesetzt liefert k = 0,5.
Q4l4)inf:y=0,5-a*eingesetzt liefert a = 8925 = 1,68.
fry=0,5- 8025
b) D=R W =R* Asymptote: y =0
¢) und d)

1 fey=-05-8% 2 f:y=05-8%2 3 fhy=4-logg(2x)

(KX ) 9 a) log,256=4 b) log,;27 =3 c) log,216=3
d) log,,12°=9 e) log.58=8 f) log,1=0
KX ) 10 f(x) = 144g-0,5%

Eine Zeiteinheit x entspricht fiinf Jahren.
a) 5Jahre: f(1)=72¢g

b) 10)Jahre: f(2) =36g¢g

c) 15Jahre: f(3)=18g¢g

d) 30Jahre: f(6)=2,25g

e) 100 Jahre: f(20) = 0,00014 g
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2.7 Das kann ich! Kapitel 2

11

J

12

13

14

8 0 86

15

a) 50-2X=1000000 & log,20000 = 14,29
14,29 - 12 Stunden = 171,48 Stunden = 7 Tage 4 Stunden
b) f(x) =50 2%
Eine Zeiteinheit x entspricht 12 Stunden.
¢) Die Fliche des Teichs ist endlich, weshalb auch die Ressourcen endlich sind. Dadurch wird das

Wachstum ab einem bestimmten Punkt gehemmt und ist somit nicht durchgangig exponentiell.

1200€ - 0,5%° = 212,13 €

0,2=0,85" < 108} 30,2=9,9
Die Kamera ist bis in knapp 10 m Tiefe einsatzféhig.

a) x=3 b) x=59049 ) x=5

d) x=-2,63 e) x=343 f) x=8

Man kann entweder die Graphen von Links- und Rechtsterm der Gleichungen zeichnen und die Schnitt-
punkte der beiden Graphen bestimmen. Alternativ kann man die Gleichungen auf eine Nullstellenbe-
stimmung zuriickfiihren. Das ist hier geschehen.

Grafische Losung: Rechnerische Lésung:
Nigeria: n(x) = 206,1 - 1,025* 206,1-1,025*=329,5-1,004* < x=22,7
USA: u(x)=329,5-1,004* Nach ca. 23 Jahren leben in beiden Staaten gleich

4op A Bevolkefung in Milionen viele Menschen mit jeweils ungefahr 361 Millionen
Menschen.
USA
U (22,71360,7)
nHx)
300
200+
100+
Zeitin Jahren
0 T T T
10 20 30
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Kapitel 2 2.7 Das kann ich!

LAufgaben fiir Lernpartner l
I

| KX > A Dasistfalsch. Beispielsweise kann auch eine quadratische Funktion einen Wachstumsprozess
darstellen.

B Dasist richtig.

C Das ist falsch. 1*ist keine Exponentialfunktion, sondern eine konstante Funktion: Sie nimmt fiir jedes
x den Wert 1 an.

D Dasist falsch. Eine Exponentialfunktion der Form y = a* ndhert sich asymptotisch der Null.
Das ist richtig.

F Flra=1ergibtsich:y=k-1* & y=k
Man erhdlt als Graph die Gerade y = k, jedoch nicht den Graphen einer Exponentialfunktion.

G log,aist per Definition diejenige Zahl, mit der man a potenzieren muss, um a zu erhalten.
Mit a' = a gilt: log,a = 1.

g 6 6080 BE

H Dasistrichtig.
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2.9 Mathe mit Képfchen Kapitel 2

LWachstumsformen l

| KX » 1 a) lineare Abnahme:

Die GroRBe der Kerze verringert sich stiindlich um 2 cm, die Abnahme ist dabei immer gleich hoch.

b) exponentielles Wachstum:
Die Salmonellen verdoppeln sich taglich, dabei geht die Verdoppelung immer von einem neuen
Ausgangswert aus.

c) exponentielle Abnahme:
Die Abnahme innerhalb eines bestimmten Zeitraums geht immer von einem neuen Ausgangswert
aus.

d) lineares Wachstum:
Der Druck nimmt alle 10 m um 1 bar zu, die Druckzunahme ist dabei immer gleich hoch.

e) exponentielles Wachstum:
Die Anzahl der Infizierten wachst wochentlich um 2 Prozent, dabei geht das Wachstum immer von
einem neuen Grundwert aus.

f) lineares Wachstum:
Alle zwei Tage legt das Huhn ein Ei, das Wachstum ist dabei immer gleich hoch.

@ 2 Aussage Prozess Beispiel
,Der zugehdorige Graph ist eine fallende Gerade.* lineare 1 a) Kerze
Abnahme
,Der Wachstumsfaktor ist kleiner als 1, aber gréf3er als 0.“ |exponentielle |1 c) Uran-238
Abnahme
»Der Prozess kann durch eine Gleichung der Formy =k - a* |exponentielles |1 b) Salmonellen und
mit a € R*, a>1 und k € R* beschrieben werden.* Wachstum 1 e) Infizierte

LLogarithmus l

| KX ) 3 ,DerLogarithmus von b zur Basis a ist diejenige Zahl, mit der man a potenzieren muss, um b zu erhalten.*

(KX ) 4 A log;5=-2 B logy;3=-05 C log,3=05 D log;9=2

@ 5 logz(%)2 =2- logz% =2-log,23=2-(3)=-6 (Logarithmus einer Potenz)
logz(%)2 = log2§1; = logzé =log,1-10g,64=0-6=-6 (Logarithmus eines Quotienten)

| KX ) 6 SowohlAntwort C als auch Antwort D ist richtig:
C : Die Umkehrung des Potenzierens ist das Wurzelziehen, wenn die Basis gesucht ist.
D: Die Umkehrung des Potenzierens ist das Logarithmieren, wenn der Exponent gesucht ist.

Fiir eine Quizshow ist die Frage mit diesen Antwortmdéglichkeiten nicht geeignet, weil die Auswahl der
Antwort nicht eindeutig moglich ist.

Schulbuchseite xxx 101



.

Satz des Pythagoras
) (1 9 S R )
g h J
b L k
F [
b2 +c2=2a2 d2+f2=¢2 i2+hZ=g2 2+ 12=K?

ein spitzwinkliges Dreieck handelt. Der Satz des Pythagoras gilt nur fiir rechtwinklige Dreiecke.

Zusammenhdnge im Dreieck

3 a) Beiden rechtwinkligen Dreiecken 2 und 5 l&sst sich der Flacheninhalt direkt berechnen:
Bei rechtwinkligen Dreiecken wird die Grundseitenlange durch eine der beiden Katheten
dargestellt und die Hohe durch die andere Kathete. Damit gilt fiir die Dreiecke 2 und 5:

Aprcieck = 5 - 8- h =3 - Kathete, - Kathete,

Hypotenuse b = 4,8 cm und einer Kathete mit 3,5 cm zerlegt. Fiir die Hohe h erhdlt man:

h=v4,82-3,52cm = 3,3¢cm
b) Zur Berechnung des Fldacheninhalts der Dreiecke 1 und 4 muss jeweils eine Dreieckshthe
bestimmt werden.

2 Lorena hat den Satz des Pythagoras angewendet, obwohl es sich bei dem abgebildeten Dreieck um

Beim gleichschenkligen Dreieck 3 ldsst sich die Hohe h zur Grundseite g = 7 cm mithilfe des
Satzes des Pythagoras berechnen, indem man das Dreieck in zwei rechtwinklige Dreiecke mit

Alz%-é,Scm -1,9¢cm = 6,175cm? A2=%' 5c¢m - 3,6cm = 9cm?
A3=%- 7cm-3,3cm = 11,55cm? A4=%-8cm -2,8cm =11,2cm?
A5=%-3cm -4cm=6cm?

(kx> |8 [T b) 0 d) e ) g)
o 28,5° 76,3° 60° 90° 18,9° 110° 91°

B 62,5° 90° 60° 19° 5,1° 35° 78°

Y 89° 13,7° 60° 71° 156° 35° g

spitz- recht- . - recht- stumpf- gleich- stumpf-

At winklig winklig EIEIEEEEIE winklig winklig | schenklig | winklig

\_

Bei d) konnen die Maf3e von o, und yauch vertauscht sein.
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3 Trigonometrie

~N

Die Auftaktseite eines Kapitels enthdlt zwei verschiedene Elemente:

Zundchst werden die Schiiler mit einem offenen Einstiegsbeispiel an das neue Kapitel herangefiihrt.
Zentral ist dabei immer der Anwendungsbezug: Kein Lehrplaninhalt ist rein innermathematisch, sodass
den Schiilern von Beginn an gezeigt werden sollte, dass Mathematik nichts Abstraktes ist, sondern

oft im Leben der Schiiler vorkommt. In einem Unterrichtsgesprach zur Auftaktseite konnen viele der
kommenden Lerninhalte schon heuristisch erarbeitet, Vermutungen gedufiert und Zusammenhange
erschlossen werden.

@ ® Sabrina berechnet die Hohe h:

tan 57° =<~ =h=50m-tan 57°=77m

Ergebnis: Der Dom ist rund 77 m hoch. )

Y
X -

Die Aufzahlung am Ende der Seite bietet einen Ausblick auf die wesentlichen Lernziele des Kapitels
und schafft so eine hohe Transparenz fiir Schiiler und Lehrer. Durch einen informierenden Unterrichts-
einstieg konnen sich Schiiler und Lehrer auf das Kommende einstellen.

Idealerweise wird im Unterricht der Bezug hergestellt zwischen der Einstiegssituation und den im Aus-
blick angegebenen Lernzielen. )
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Kapitel 3 3.1 Zusammenhdnge am rechtwinkligen Dreieck

__ entecien ] D

L Kx )
[Kx

Nachgefragt ~

@ Es werden verschieden grofRe rechtwinklige Dreiecke ABC und A'B'C' mity=90° und o = 30° ge-
zeichnet, z.B.mita=3cm,b=5,2cmund c=6cmodermita’'=2cm, b'=3,5cmund c' = 4cm.

A=A B' B
® Es sind unterschiedliche Beobachtungen moglich.
m Der Vergleich der Quotienten der Seitenldngen zeigt, dass die Quotienten konstant sind, so gilt im

I

\_ Belspiel mit ABC und A'B'C" 2-2-05bzw.2=2~0,87und&=2~0,58. D

@ Da die Hypotenuse dem rechten und somit dem grof3ten Winkel im Dreieck gegeniiberliegt, ist sie die
langste der drei Seiten im Dreieck. Somit ist bei beiden Quotienten (von Ankathete und Hypotenuse
bzw. von Gegenkathete und Hypotenuse) der Nenner grofSer als der Zghler und der Wert des Bruchs
damit stets kleiner als 1. Insofern ist sogar diese Formulierung passend: ,,Die Quotientenwerte sind
stets kleiner als 1.“

@ Die Werte von Sinus und Kosinus dndern sich nicht, da bei der Verdoppelung, Halbierung, ... aller
Seitenldngen der Faktor sowohlim Zdhler als auch im Nenner des Bruchs steht und damit gekdirzt
werden kann:

. _a_2a_3a_ _b_2b_3b_
\smoc—;—%—ﬁ—... COSOL—?—E—g—... j
Aufgaben
1 a)sina=2 cosa=2 tano=2 b) sino=24 cosa=¢ tano=4
sin|3=% cosp=2 tan[.’>=% sinB=7% cosB=% tanB =g
¢ sino={ coso=% tana=y¢ d) sino=y cosa=y tana=y
sinB=%  cosp=¢ tanp=7% sinf=¥  cosp=y tanB=7
2 a) [y 10° 20° 30° 40° 50° 60° 700 80° 90°
sin o 0,174 0,342 0,5 0,643 0,766 0,866 0,940 0,985 1

Cos o 0,985 0,940 | 0,866 | 0,766 | 0,643 0,5 0,342 0,174
tan o 0,176 | 0,364 | 0,577 | 0,839 1,192 1,732 2,747 5,671 -
b) Die Sinus- und die Kosinuswerte liegen fiir o € [0°; 90°] im Bereich [0; 1].

Dabei ist sin 10° = cos 80°; sin 20° = cos 70°; sin 30° = cos 60°; sin 40° = cos 50°; ...

Die Tangenswerte steigen fiir o € [0°; 90°] monoton an und entsprechen dem Quotienten aus den

Werten fiir Sinus und Kosinus:
a_a c_a c_a.b
C

sin o
CoS O

tano=g=f - c=c F=¢:

c= ¢ C =siho:cosa=
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3.1 Zusammenhédnge am rechtwinkligen Dreieck Kapitel 3

3 a) sino=¢=25=0,75 cos o= £ =35 = 0,66 tana=2=23=1,15
siny=f5=25~0,66 cosy=4=23=0,75 tany=<=2%~0,87

b) sina=%=%z0,86 cosoc=%=—gz0,51 tana=%=§gz1,70
siny=£=22=0,51 cosy=2=22~086 tany=<=32~0,59

4 a) B=90°-50°=140°

tan 50° = < c=b-tan 50°=7cm - tan 50° = 8,3cm

cos 50°=% =N a=%€oo=(7)f—6"2= 10,9cm
b) sina=2=22M o =21,6° B =90°-21,6° = 68,4°

cosoc=% < b=c-cosa=8,7cm-cos21,6°=8,1cm
) sino=2=2dM_05 = o =30° B =90°-30° = 60°

coso=f < c=b-coso=8dm-cos30°~6,9dm

5 a) b) ) d) e) f)

aincm 6,1 8,2 4,9 6,4 12,6 5,6
bincm 8,2 4,8 6,6 3,7 5,9 4,4
cincm 5,5 6,6 8,2 7,4 11,1 7,1
o 48,0° 90,0° 36,6° 60,0° 90,0° 52,0°
B 90,0° 36,0° 53,4° 30,0° 28,0° 38,0°
Y 42,0° 54,0° 90,0° 90,0° 62,0° 90,0°

6 tan43°=2Mt10M o ym—37m . tan43°-10m=34,5m-10m =24,5m
Der Fluss ist 24,5 m breit.
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Kapitel 3

3.2 Sinus, Kosinus und Tangens am Einheitskreis

__entecien ] D

g88 @6

@ Abbildung wie im Schulbuch

® Losungsmoglichkeit:
Bei gegebenem Winkel o entspricht im zugehdrigen Dreieck mit dem Punkt P (x|y) auf dem Einheits-
kreis der Sinuswert von o dem y-Wert von P und der Kosinuswert dem x-Wert von P, d. h.:
P (cos alsin o)

® Es sind individuelle Beobachtungen und Begriindungen moglich, z.B.:
cos 30° = sin 60°, cos 60° = sin 30°

® (Ohne Abbildung) Das Dreieck mit dem Mittelpunktswinkel oc = 45° ist ein rechtwinklig gleichschenk-
liges Dreieck, d. h.: sin o = cos o..

@ Losungsmoglichkeit:
Der Punkt Q (11tan 30°) liegt auf der Ursprungsgeraden y = m - x, fiir die mit Einsetzen von

\ Q(11tan 30°) in die Geradengleichung tan 30° = m gilt. j

Nachgefragt ~

g @

@ Die Aussage ist korrekt. Zu jedem ¢ > 360° gibt es ein n € N, sodass gilt: ¢ = n - 360° + o, wobei
o €[0°; 3609 ist; d. h.: Nach einer Umdrehung von 360° wiederholen sich die Werte fiir Sinus,
Kosinus und Tangens.

® Losungsmoglichkeit:

Wie unter ,Verstehen* dargestellt, l[dsst sich jedem Winkelmaf o eine Steigung m zuordnen, die
zur Ursprungsgeraden y = mx gehort. Auf dieser Ursprungsgeraden liegt insbesondere der Punkt
Sin o

P (cos aulsin a). Durch Einsetzen von P in die Geradengleichung y = mx erhélt man m = 2= und

damit m = tan c.
\_ J

Aufgaben

(K4 1

Vorzeichen I.Quadrant | Il.Quadrant | Ill. Quadrant | IV.Quadrant
sin o + + - -

COS O + - - +

tan o + - + -
Verlaufvon g steigend fallend steigend fallend

a) 0,47 g:y=0,47x b) nicht def.

¢ -1,73 g:y=-1,73x d) 0,01 g:y = 0,01x

e) -0,04 g:y=-0,04x f) -4,75 g:y =-4,75X

g) 0,84  g:y=-0,84x h) 0 g:y=0

Fiir oo = 90° bzw. o, = 270° liegt der Punkt P (x|y) auf der y-Achse, P (011) bzw. P (01-1), die Ursprungs-
gerade durch P ist die y-Achse, diese kann nicht durch y = mx angegeben werden. Insbesondere ist
tan o fiir o = 90° bzw. o = 270° nicht definiert, da in diesem Fall cos a gleich null ist und der Bruch

sin o
cos o
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3.2 Sinus, Kosinus und Tangens am Einheitskreis Kapitel 3

K5 ) 4 a) oe]270° 360 IV. Quadrant z.B.: .= 300°

b) o e ]180°, 2709 [Il. Quadrant z.B.: o0 =200°
c) oe]o° 909 [. Quadrant z.B.: o =30°
d) o e ]90°, 180 Il. Quadrant z.B.: o.=100°
'kKs > 5 1 F 2U 3N 4K 5T 6 70 8N Lésungswort: FUNKTION

K5 ) 6 MitP(xly) gilt fir die Ursprungsgerade g: y = mx bzw. fiir die Steigung: m = tan o = ¥.

a) m=%=0,6 g:y =0,6x
tana=0,6 o=31°
b) m=5=-3 gy =-3x
tano =-3 o=-72°
Q0 m=3=3 gy =3
tan(x=% o=18°

d) m=32=-05 gy=-05x

tan oo =-0,5 o=-27°
K5 ) 7 a) m=25 b) m=0,2 ¢) m=-0,75 d) m=0
tan1 2,5 = 68,2° tan~10,2 = 11,3° tan! (~0,75) = 323,1° tan~10 =0Q°

y A y A

(K5 8 a)

o, =tan™? [%] =33,7° o, =tan™? (-5) = 78,7°

o, = tan™! (-0,25) = ~14° o, =tan™ (-0,8) ~ 38,7°

o0 =0y +loyl = 33,70+ 14° = 47,7° o= loy| — 0, =78,7°-38,7° = 40°
B= 1800—47,7°= 132’30 B= 1800—40°= 1400
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Kapitel 3 3.2 Sinus, Kosinus und Tangens am Einheitskreis

C) y A r
“T 138,82
5 41,2 S
2 ——
14
et+—t—+—+—+—>
0
172 3 4 5 x
o, =tan™? [%] =41,2° o, =tan™ 0,5 = 26,6°
o, = tan-10 = 0° o, = tan~! (—6) ~-80,5°
0= 0 + 0,y = 41,204 0° = 41,2° o= oy +lo,| = 26,6°+ 80,5° = 107,1°
B =180°-41,2° = 138,8° p=180°-107,1°=72,9°
e)
] 1 1 ] ] »
T T T T T Ll
-4 =3 =2 = 12 x
m=n
Geradenmundn: m=n oy = tan~11 = 45°
m, =m,=-0,25 o, = tan™? (-1) = —45°

0 = 0y + lon,| = 45° + 45° = 90°
B = 180° - 90° = 90°

@ 9 Ineinem bei B rechtwinkligen Dreieck ABC gilt nach dem Satz des Pythagoras (Zeichnung 2):
aZ+c2=p?
In der Zeichnung 1 gilt: a = sin avund c = cos o
Eingesetzt ergibt sich: (sin o) + (cos )2 =1

10 a) Gesa st die ihr bekannten Formeln jeweils nach cos o und tan o auf, ohne o vorher zu berechnen.

b) 1 2 3 4 5 6 7

sina| 025 | 087 | 071 | 0,11 | 069 | 050 | 0,59
cosa| 097 | 050 | 071 | 099 | 072 | 087 | 0,81
tano.| 0,26 | 1,74 | 1,00 | 011 | 096 | 057 | 0,73

| KX ) 11 Lésungsmdglichkeit:
Zu jeder Geraden g:y = mX + bg gibt es eine parallele Ursprungsgerade g: y = mx, fiir die gilt:
m, = m,. Fiirg, ldsst sich m, = tan o bestimmen und damit auch m,. Es gilt: m, = m, = tan o.

C Im gleichseitigen Dreieck ABC haben alle drei Hohen die Lange h.
Mit dem LotfuBBpunkt L von C auf die Strecke AB erhélt man das
rechtwinklige Dreieck ALC mit der Hypotenusenldnge b = a und den

h a Dreieckseiten der Lange 0,5a bzw. h. Im rechtwinkligen Dreieck ALC
gilt: sin o = %.
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3.2 Sinus, Kosinus und Tangens am Einheitskreis Kapitel 3

~

e Das gleichschenklige Dreieck mit oo = 60° ist ein gleichseitiges Dreieck. Im gleichseitigen Dreieck mit
a =1 (Einheitskreis) gilt:
h2=1-(1 =2 baw. h=\[3=1V3
Im gleichseitigen Dreieck mit a = 1 (Einheitskreis) gilt nach Aufgabe 12:
sin 60° = h = %\/?
e Die Sinuswerte fiir 0° und fiir 90° ergeben sich direkt anhand des Einheitskreises.
Fiir 30° entspricht der Kosinuswert im Einheitskreis der Hohe h = %\/5 damit gilt mit Pythagoras:
sin30°=ﬂ=ﬂ=%
Fiir 45° entsprechen sich die Werte fiir Sinus und Kosinus, d. h.: sin 45° = cos 45°; mit dem Satz von
Pythagoras ergibt sich im Einheitskreis:
(sin 45°)72 + (sin 45°)2 =1 < (sin 45°)2 = % = sin 45° = %\/5
e Essindindividuelle Beobachtungen und Erkldarungen moglich.
e Beigegebenen Werten fiir Sinus und Kosinus erhdlt man die Tangenswerte mit tan o =
e Dasstan30°= %\/5 gilt, sieht man anhand der Dreiecke OST und OT'T:

sin o
cos o’

y A th Wenn man das rechtwinklige Dreieck OST mit o. = 30° an der x-Ach-
.. sespiegelt, erhdlt man das gleichseitige Dreieck OT'T mit o' = 60°
‘il und der Seitenldnge 2x mit x = [STI. Im rechtwinkligen Dreieck OST
A mit o = 30° und [0S| = 1 LE, IST| = xLE und [OT| = 2x LE gilt fiir x:
(s~ =I0TP-10SP = (297 -12 = 4 -1
o 30° i d.h.:1=3x2<:>%=x2<:\/%=x=>%\/§=x

Der Wert fiir tan 45° ergibt sich anhand des gleichseitigen Dreiecks OST mit [0S| = [ST| = 1 LE.
Der Wert fiir tan 0° ist offensichtlich im ,,Dreieck® OST mit IST| = OLE. Dass der Tangens fiir o, = 0°
\_ nicht definiert ist, ist offensichtlich im ,,Dreieck® OST mit |0S| = O LE. )
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Kapitel 3

3.3 Sinus, Kosinus und Tangens untersuchen

| KX ) | m Arbeit mit einem dynamischen Geometrieprogramm als Vorbereitung fiir das Ablesen der Werte.
@ " la 0° 30° 45° 60° 90° 120° 135° 150° 180°
CoS o 1 0,9 0,7 0,5 0 -0,5 -0,7 -0,9 -1
sin o, 0 0,5 0,7 0,9 1 0,9 0,7 0,5 0
tan o 0 0,6 1 1,7 - -1,7 -1 -0,6 0
| KX > | m Individuelle Beobachtungen und Erkldrungen.
@ "l 0° -30° —45° —60° -90° -120° | -135° | -150° | —180°
CoS o 1 0,9 0,7 0,5 0 -0,5 -0,7 -0,9 -1
sin o, 0 -0,5 -0,7 -0,9 -1 -0,9 -0,7 -0,5 0
K tan o 0 -0,6 -1 -1,7 - 1,7 1 0,6 0 /
Nachgefragt ™
Die Gleichung cos o = 0,5 hat im Bereich ]-180°; 180°[
zwei Losungen:
coso=0,5 & o, =60°odera, =-60° (wegen cos o, = cos (~ar))
| KX » | m Essind individuelle Beschreibungen méglich, u.a. mithilfe der Beobachtungen unter ,Entdecken®
\ und der Supplementsbeziehungen bzw. der Symmetrie am Einheitskreis. j

Aufgaben

[ K5 > 1 Anwenden der Supplementbeziehungen:

sin (180° - o) = sin o
a) sin 170° = sin (180° - 10°)
€) sin 80° = cos (90° - 80°)

e) cos 115° = cos (180° - 659
g) sin 101° = sin (180° - 79°)
i) sin 10° = cos (90° - 80°)

[ KX ) 2 a) sin(-309=-0,5

e) tan (-175° = 0,09
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cos (180° - o) = —cos o

= o =10°
= o =10°

= o= 65°

=0 =79°
= o= 80°

b) cos (-125° =-0,57
f) sin (-234° =0,81

sin oo = cos (90° — o)
b) sin 93,5° = sin (180° - 86,5°)
d) cos 38° =sin (90° - 52°)

f) cos 176° = cos (180° - 4°)

h) cos 92,7° = cos (180° - 87,3°)

c) tan (-89° =-57,29
g) sin (-340°) = 0,34

cos o= sin (90° — o)

= o = 86,5°
= o =52°
=o=4°
= o=287,3°

d) cos (-312° =0,67
h) cos (-45°) =0,71



3.3 Sinus, Kosinus und Tangens untersuchen Kapitel 3

| KX ) 3 a) Sinuswerte b) Kosinuswerte
vA yA

ol 4
ol 4

K1 ) 4 a) Esgilt: sin (90° - o) = cos o & sin (90° — &) — cos o = 0. Setzt man o, = 11° ein, so ergibt sich die
gesuchte Beziehung:
sin 79°-cos 11°=0
b) Es gilt: cos (90° — o) = sin o < cos (90° — o) — sin o = 0. Addiert man auf beiden Seiten der Glei-
chung 2 - sin o, so erhdlt man cos (90° — o) + sin o, = 2 - sin o.. Darin o0 = 64° eingesetzt, ergibt die
gesuchte Gleichung:
€0S 26° +5in 64° = 2 - sin 64°

@

a) Da cos 90° = cos 270° = 0, ist tan o nicht definiert, da die Division mit 0 nicht erlaubt ist.

_ sin(-o) _ -sina _  sino _
b) 1 tan(-a) = cos (o) ~ coso  coso —tan o

o _ sin(180°+o) _ -sino. _ sino _
2 tan (180 + a) ~ cos(180°+®) ~ -coso. ~ coso tan o

_ sin(360°-o) _ —sin (@—360° _ -sino _ sino _
3 tan (360°- o) = cos 360°—0) ~ cos (w—-360°) ~ coso.  coso —tan o
6 a) o e ]90° 1809 b) o e ]-90°; 09 c) o e ]-180° -90°
7 a) sin 40° = sin 140° sin (-140°) = sin (-40°) sin (=50°) = sin (-130°)
b) cos 140° = cos (-140°) €0S 40° = cos (-40°) €0s 80° = cos (-80°)
€) tan 40° = tan (-140°) tan (~40°) = tan 140°

8 a) oy =41,4%0,~-41,4°  b) oy =120%0,=-120° ¢) B,=72,5%P,~-72,5°
d) v, =33,4% Y, ~ 146,6° e) v, =-30%y,=-150° f) Bp=-90°
g) o, =54,5% 0,=-125,5°  h) o, =31,0% o, = -149,0°

8 § 06

9 a) sin(0—-35% =0,7 = o —35° = 44,4° =0, =79,4°
sin 44,4° = sin (180° — 44,4°) = sin 135,6° = sin (170,6° — 35°) = o, =170,6°
b) cos (o.—25% =0,5 = o.—25° = 60° = o = 85°
(es gibt keine weitere Losung o, € [0°; 180°])
¢) sin (ot+35° =0,4 = o+ 35°=23,6° = o, =-11,4° ¢ [0°; 180°]
sin 23,6° = sin (180° - 23,6°) = sin 156,4° =0, =121,4°
d) cos Qo) = 0,5 = 20 = 60° = o =30°
(es gibt keine weitere Losung o, € [0°; 180°])
e) sin Bo +10° = 0,9 = 30+ 10° = 64,2° = o, =18,1°
sin 64,2° = sin (180° — 64,2°) = sin 115,8° = 30+ 10° = 115,8° = o, = 35,3°
f) tan (@-30° =1,1 = a—30°=47,7° =so0=777°

(es gibt keine weitere Losung o € [0°; 180°])

K5 > 10 a) 1 tan35°-tan55°=1 2 tan 40°-tan 50° =1 3 tan20°-tan 70° =1

b tan B-tan 00" ) = 235 - S0 - 2h - -

Schulbuchseitexxx 111



Kapitel 3 3.3 Sinus, Kosinus und Tangens untersuchen

| KX ) 11 Lésungsmoglichkeit:

a) sin (-78° = —sin 78° b) cos (90°-23°) = sin 23° c) —tan 20° =tan (-20°)
d) —cos 13° = cos (180°-139) e) sin 55° = cos 35° f) tan (-310°) = +tan 50°
g) sin (180° - 60°) = sin 60° h) sin (90° — 14°) = cos 14° i) cos (-35°) = +cos 35°
j) cos72°=sin18°

(KX ) 12 a) sin 36° = sin 144° = 0,5878

sin 216° = sin 324° =-0,5878
Dieselben Winkel lassen sich natiirlich
auch jeweils anders angeben, also bei-
spielsweise 324° £ -36°,

Auf die systematische Angabe dieser
Winkelmafie verzichten wir hier ebenso
wie auf WinkelmafRe, die iiber eine Voll-
drehung hinausgehen.

ol 4

b) Mit der Komplementbeziehung sin a. = cos (90° — ) ¢) sinfo+costo=1
ergibt sich: cos2a=1-sinZo
sin 36° = cos (90° - 36°) = cos 54° = 0,5878 cosa=\1-sina
Am Einheitskreis ergibt sich weiter: 0s 36° =1 —sin? 36° = 0,8090

cos (180° - 54) = cos 126° =-0,5878
cos (180° + 54°) = cos 234° =-0,5878
cos (360° — 54°) = cos 306° =-0,5878

| K5 ) 13 Vorgehen wie im Beispiel, d. h.: Bestimmen des WinkelmaBes mithilfe des Taschenrechners und
Bestimmen weiterer Winkelmafe mithilfe der Supplementbeziehungen und der Periode der Funktion
unter Beachtung der Grundmenge.

a) L={30° 150° b) L={41,4° o) L=1{36,9%143,1°% d) L={20,7°
e) L={153,4° ) L=1{143,1°323,1° g) L={-38,0° 52,0° h) L={123,7%
i) L={-81,6°98,4° j) L={25:8°

Vertiefung
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3.3 Sinus, Kosinus und Tangens untersuchen

[kx ) e

Kapitel 3

a) A(51539) B(10137°) C(7,1145°)
y A v A y A
6 6+ B 6T
5 5 5 ¢
41 4
3 3T
54 |OBl =10 i |0Cl=7,07
T 36)87° T
7 o
0 1 1 1 1 1 1 1 » 0 4I5 1 1 1 1 »
O T T T T T T T T Ll O T T T T T Ll
172 3 4 5 6 7 8% 12 3 4 5%
D (41180°) E(5190°) F(101233°)
Yy A y A Yy A
81 8 233,/13°
1 1 1 1 1 »
T T T T 0 T T Ll
T T 6 5 4 3 2 Ly 12 %
61 6T
5 545 == =T
|OF|=1O _3__
41 4+
== _4__
31 5 IOEl=5
=51
e P
_6——
= T 1+
|ODl =4 o
180 1
4 ] ] ] 1 » 0\I 1 1 » 7
YD T T T O T Ll 0 T T T Ll F
-4 -3 =2 -1 2 X 1 2 3 X =871
b) A(Q2,514,3) B(3,512) C(4,214,2) D(0I3,5)
y A A v A y A l y A
41 41 41 4T
D
3 3T 3T 3
1 |0Al = 1 B 1 |0Cl = 1
> 2 - 2 27T [opl=3,5
14 14 OBl =4 14 1
o . o, L e L oy
0 ~ 0 ~ 0 ~ 0
1 2 3 X 1 2 3 4 X 1 2 3 4 5 X 1 2 X
E(-5,510) F(-3,513,5)
y v A
2
—— F 4__
|OEl = 15,5 180 34
ottt o T+
s ts 4 3 2 4 12 x 6= 5 2T
135°
1 1 1 1 [
T T T T O T Ll
-4 =3 =2 -1 1 X
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Kapitel 3 3.4 Berechnungen in beliebigen Dreiecken — der Sinussatz

~

| KX ) | m Im beschriebenen Fall handelt es sich nicht um ein rechtwinkliges Dreieck, daher lassen sich die
gesuchten Langen nicht direkt mittels Sinus, Kosinus oder Tangens bestimmen.

KX ) | mh,=11,01cmbzw. h, =11,01m

| KX » | m Durch die Zerlegung des Dreiecks ABC in die Teildreiecke ABH und AHC
mit dem HohenfuBpunkt H erhdlt man zwei rechtwinklige Dreiecke.
Mittels der Winkelmafie B und yund der Ldnge a und durch Anwenden
des Sinussatzes lassen sich das Winkelmaf3 o, die Seitenldngen b und ¢
und damit schlieBlich die Hohe h, bestimmen.
o= 180°-75°-68°=37°
b==nB . g=sin75% 7 4cm=11,9cm

sin o sin 37°
sin sin 68°
=ino @~ en3o /4cm=11,4cm .
h,=sinB-c=sin75°-11,4cm=11,01cm 'h,=11,01cm
\ B
Nachgefragt ~

® Der Sinussatz fiir ein rechtwinkliges Dreieck ABC mit rechtem Winkel bei C lautet:
__b _ _ b _ : _ : _b

siral‘oc_ sinf — sinc90°<:>sir?(x_ sin B _C@S'na_%undsmﬁ_?

Das sind die bereits bekannten Zusammenhange im rechtwinkligen Dreieck.

[ K1 ) | m Die Aussage ist falsch. Bei gegebenen Seitenldngen des Dreiecks kann man die MaBe der Innenwin-
kel zwar eindeutig bestimmen, jedoch nicht mithilfe des Sinussatzes, sondern mithilfe des Kosinus-
satzes. Fiir die Anwendung des Sinussatzes braucht man noch das Maf3 eines Winkels, um die dann

\ noch fehlenden WinkelmafBe zu bestimmen. j
Aufgaben
(K5 ) 1 a) o=46° b) o =92° o) B=29°
a=sin46°-17?r;87‘:—8“3z7,9cm a=sin92°-§%z3,5cm b=sin29-%’%z10,9cm
c=sin56°- 12850 =92 ¢cm c=sin23°- 22 =1,4cm a=sin43°- 22380~ 15,3¢cm
(K5 ) 2 a) B=29,2%y~112,8° b) o.=75,1°% B =59,9° ¢) o=15,8%7y=151,2°
. h, .
(K5 ) 3 siny=2 & hy=a-siny
. h, .
sino==2 < hy=c-sina
= a-siny=c-sina & gl = Sifw
sin sin -1(a-si —1{a-si
k) 4 a=b-ff-c Y = sin? (252 = sin 20
_ sinfB _ sin _ ~1[b-sina) _ —1(b-sin
b—c-si—n%—a~si—ng B—sml[ 2 ]—sml—c“i]
_ siny _ sin _ ~1[c-sino| _ —1[.c-sin
c—a-ﬁ—b-m% y—sml[ P ]—sml[—bm
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3.4

Berechnungen in beliebigen Dreiecken — der Sinussatz

[kx) 6

Ks ) 7

(K5 ) 8

Kapitel 3

a) b) 9 d) e) f)
a 12cm =4,5dm 45,3mm 51m ~3,0cm 385mm
b| =11,3cm 3,6dm =~ 46,7 mm 3,6m 4,2cm ~ 857 mm
C 5,8cm =4,6dm =9,7mm =~6,6m =1,6cm 721 mm
o| =82,1° 64,8° 76° 50,5° 36,3° 26,5°
B| =69,3° 47° 92° =13350° 125° =~ 96,8°
Y 28,6° 68,2° 12° = 96,5° 18,7° =56,7°

Er hat Recht. Bei einem nach dem WSW-Satz konstruierbaren Dreieck muss man zuerst {iber die Innen-
winkelsumme das MaB des der Seite gegeniiberliegenden Winkels ermitteln.

c=b- gk =77cm - 120 =100cm

a) P =180°—-35°-95°=50°
b) MaBstab 1:10

(Ohne Planfigur und ohne Konstruktionsbeschreibung)

siny=f-sin B =22 sin 42,4° = y= 36,7°

6,2cm
o = 180°-42,4°-36,7° = 100,9°
b 6,2cm

a =m . Sin o =m . Sin 100,9°z9,0cm

A c=5,5cm B

b) B = 180° — 44,6° - 105,8° = 29,6°

b=ﬁ'sinﬁ=s—%zz—%-sin 29,6° = 4,6cm

—_ 3 L cina—_65cm o
C=3no SINY=ginase0 - SiN105,8°~8,9cm

B a=6,5cm C
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Kapitel 3

3.4 Berechnungen in beliebigen Dreiecken — der Sinussatz

0 Co.
a=28,8cm
A c=7,2cm B
d)
b
C 80° b
50° 50°
B a=6cm C
(K5 ) 9 a) v A
s L c
4 5 y="56°
3__
a
2T A
1__
e R
0
1 1 2 3 6. 7 x
T c=6cm
o “B
2

in 73,5°
siny= sm(x = S'gn,gcm -7,2cm = 7y=51,7°
p= 180°- 73,5°-51,7° = 54,8°
8,8 : -
b=5ng - sinB =gy 7§r,nS° Sin 54,8%~7,5¢m
B=y= 180° 80° _ 50

= glelchschenkhges Dreieck ABC

c=b=5%;" smB—Slngoo sin 50° = 4,7cm
c=|ﬁ|=6,0cm
=|R|—\/mz424cm
sinp = w S'G"CSmé - 4,24cm = B =35,9°
oc—180°—y—B—180°—56°—359°=881°
a= SIEB sino = S—ll‘;lzé‘s—cgl-sm881°~723cm

a=IBCl=10,5cm

=[ACl =V (©9cm)2 + (4cm)2 = 9,85cm
65,2°
sinB= S'” %.p= Sllr(]),Sscm -9,85¢cm = B = 58,4°
y=180°- 0~ B = 180° - 65,2° — 58,4° = 56,4°
C=gag - Sin y—%*éf—%&in 56,4° = 9,6cm

o
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3.4 Berechnungen in beliebigen Dreiecken — der Sinussatz Kapitel 3

Zur Bestimmung der Lange von BC im Parallelogramm
"~ genligt es, das Dreieck ABC zu betrachten mit

) ¢ =|ABl = 6,8cm; b =IACl = 9,6 cm; B = 120°.

Im Dreieck ABC gilt:

Lo siny= sinB. ¢ = SPAZ . 6,8cm = y=37,8°

IACl = 9,6cm

2 i - o o o o_ o
y e < ' 0=180 By 180°—120°-37,8° = 22,2

IBCl = Sm snp Sina= S|9n61(22r80 sin 22,2° =~ 4,2cm

10 a) Der Winkel mit dem Winkelmaf o = 39° liegt nicht

der langeren der beiden gegebenen Dreiecksseiten
gegeniiber. Daher gibt es zwei Schnittpunkte, C, und
C,, des von A ausgehenden Schenkels mit dem Kreis
um B mit Radius r = 6cm.

b) LU =8 o giny=S8dM . gin39° =y, ~57,0%, = 180°~ 57,0° = 123,0°

siny 6cm
Wegen der Supplementbeziehung sin (180° — o)) = sin o gibt es zu jedem Winkel zwischen 0° und
180° einen weiteren Winkel mit dem gleichen Sinuswert
) B, =180°-39°-57,0°=84° =|AC,| = 2905 - sin 84°=9,5cm

B, =180°-39°-123,0° = 18° b, = |AC2|=Sin—39o-sm 18°=2,9cm

11 a) eist der Gegenwinkel der kleineren Seite, also ist der Kongruenzsatz SsW nicht anwendbar,

d.h. das Losungsdreieck muss nicht eindeutig sein falls es existiert.
%Y=S'"S(:>smy——~sins siny=<2-sin75°= 1,1

Da Sinuswerte {iber 1 nicht méglich sind, gibt es keln solches Dreieck.
b) & ist der Gegenwinkel der kleineren Seite, also ist der Kongruenzsatz SsW nicht anwendbar,

d.h. das Losungsdreieck muss nicht eindeutig sein, falls es existiert.

sine _ sind [ 9.3 . i o_
e = 4 <:>S|n£—d sin sme—g’g sin 46° = 0,98

£,~79,7° &,=180°-79,7°=100,3°
c) yist der Gegenwinkel der gréf3eren Seite, also ist der Kongruenzsatz SsW anwendbar, d. h. das
Losungsdreieck ist eindeutig
5i38 ‘°"—”Y(:sm6 -siny sin§=32-sin 52°= 0,49
6 =29,5°
d) Dac=eist, ist das Dreieck gleichschenklig. Damit miisste auch € = y gelten. Dies ist jedoch im
rechtwinkligen Dreieck mit y = 90° nicht méglich; es gibt kein solches Dreieck.

sin 40° _ 4cm AR sin 120°
a) Sni20e = | = |ADl=4cm- 28t~ 5, 4cm

3l

sin 40° _ 4cm anl sin20° _
b) =B = IBDl = 4cm - 3255 = 2,1cm
sin 60°—ﬁ = [DEl=2,1cm-sin60°=1,8cm

Das Dreieck BCD ist gleichseitig (zwei Innenwinkel der GroBe 3o = 60°) mit Seitenldnge 2,1cm.
Xp=4cm+1,05cm=5,05cm=5,1cm yp=1,8cm D(5,111,8)
Xc=4cm+2,1cm=6,1cm yc=0 C(6,110)
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Kapitel 3 3.4 Berechnungen in beliebigen Dreiecken — der Sinussatz

(K5 > 13a) | | vA ] Fiir beide Dreiecke ist A (~110) und ¢ = 5cm.
: Da g die Steigung m = 1 besitzt, ist oo = 45°.
Daraus folgt:
Y, = 180°-45°—-45°=90°und a, = b,
Y, =180°-45°-90°=45°unda, =c
. a .
sin 45° =z < a; =5cm-sin 45°=3,5cm = b,
a,=c=5cmund sin 45°=5bLzm<:> b, =%z7,1cm
| RS I C,(,512,5unda; =b, =3,5cm
B C,(4l5) unda,=5cm,b,=7,1cm

b) A,=0,5-c-h;=0,5-5cm-2,5cm = 6,25cm?
A,=0,5-c-a,=0,5-5cm-5cm=12,5cm?

O = Saem = SNyt =100m 53 g =77,0°
v,* =180°-77,0° = 103°

Durch weitere Anwendung des Sinussatzes erhdlt man folgende Losungen:
b,=d, =6,3cm ¢, =4,7cm
b,=d,=2,1cm ¢,=8,2cm

(k2 ) 15 a)

A 11,0m B

sin 360_ 11,0m A .Sln 440~
sin 44° — _IA_T = |AC| - 1190m Sin 36° 13,0m

Die Flussbreite betragt (13,0-2,0-1,5)m =9,5m.
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3.4 Berechnungen in beliebigen Dreiecken - der Sinussatz Kapitel 3

b) MafBstab 1:100
c

1,5m&1,5cm

2,0m = 2,0cm 100°

A 11,0m211,0cm B

=TS N

| K1 » | * Die MaRgleichheit kann mit einem dynamischen Geometrieprogramm schnell festgestellt werden.

e 1 % ist eine Kathete, r die Hypotenuse des rechtwinkligen Dreiecks ADM.
<
Fiir das eingezeichnete yergibt sich somit: siny = rl, alsosiny=35 Fr .

u

2 Aussiny= 5= folgt nach Aquivalenzumformung 2r, = SIL”
u

Daraus ergeben sich nach dem Sinussatz auch die anderen Zusammenhénge.
e a) a=8,7m;o~=75,0%p~=39,3%7y=65,7°
b) b=5,8m; o= 46,4° B=92,7° vy~ 40,9°
¢) a=10,2m;b=7,7m;c=8,4m; = 48°
d) a=b=c=17,3m; a=60°
J
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Kapitel 3 3.5 Berechnungen in beliebigen Dreiecken — der Kosinussatz

N

~

® Losungsmoglichkeit:
Die Anwendung des Sinussatzes setzt voraus, dass zusatzlich zu den angegebenen Langen mindes-
tens ein WinkelmaB gegeben ist (bzw. sich berechnen ldsst) und zu den Seiten mit angegebener
Lange auch das Maf3 eines Gegenwinkels gegeben ist.

® Essind individuelle Losungen moglich.

Individuelle Antwort, analog zur Herleitung fiir a2 = b2 + ¢2 - 2ac - cos o

J

Nachgefragt ~

§

§

® Nach dem Kongruenzsatz SSS kann ein Dreieck bei gegebenen Seitenldangen eindeutig konstruiert
werden. Wegen der Innenwinkelsumme im Dreieck gilt: o, B, v € 10°; 180°9.
Damit liefert der Kosinussatz eindeutige Werte fiir o, § und y:
cosa=% COSB=% C°57=%

® Die Aussage ist richtig: Fiir y = 90° entspricht der Kosinussatz dem Satz des Pythagoras:
c2=a?+b?-2ab-cos 90° < c? =a’ + b?

N J

Aufgaben

K1) 1

120 s

Man kann das Quadrat der gesuchten Seite a, b oder c direkt berechnen, indem man die gegebenen
GroBen in die entsprechende Formel einsetzt:

a’?=b?+c?-2bc-cosa b2 =a%+c?-2ac-cos P c?=a’+b?-2ab-cosy
Anschlieflend wird zur Ermittlung der gesuchten Seitenldnge die Wurzel gezogen.

a) a2=(4,3cm)? +(6,3cm)2 -2-4,3cm - 6,3cm - cos 36,4° =a=3,8cm

b) b2=7Z1mm)2 +(@48mm)2 -2-71mm-48mm-cos121,4° = b=104,4mm

¢) 2=(58cm)? +(8,1cm? -2-58cm-8,1cm-cos63° =c=7,5cm
d) 2=(04,2cm)?2 +(3,8cm)2 —2-4,2cm - 3,8cm - cos 104° =c=6,3cm
e) b2=(3,8cm)?2 +(4,5cm)2 -2-3,8cm - 4,5cm - cos 35° =b=2,6cm
f) a2=Fcm)?2 +14cm?2 -2-7cm -1l4cm -cos 58° =a=11,9cm

a) Da alle drei Seitenldngen bekannt sind, berechnet Saskia im ersten Schritt mit dem Kosinussatz
das Maf des Winkels y. Im zweiten Schritt berechnet sie mithilfe des Sinussatzes das Maf des Win-
kels a.. Das Maf3 des Winkels 3 ermittelt sie im dritten Schritt durch die Winkelsumme im Dreieck.

b) 1 o=54,7° P =85,9°% vy=39,4°
2 o=38,6%B~=17,3°%v=124,1°
3 0.=101,2% B = 53,5% y= 25,3°
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3.5 Berechnungen in beliebigen Dreiecken — der Kosinussatz Kapitel 3

3 Essind Abweichungen aufgrund von Rundungsungenauigkeiten moglich.

. . _ (10,5cm)? + (15,1 cm)? = (7,4 cm)? _ °
a) Kosinussatz: coso = 310,50 -15.1cm =0=26,6
. ) ) . .
Sinussatz: sinB=b-2%=10,5cm ~5'7"'4% = B =39,5°

Winkelsumme: y=180°-0 - =180°-26,6°—-39,5° = 113,9° =v=113,9°

i . — (8,3cm)? + (6,5cm)? — (12,7 cm)? _ o
b) Kosinussatz: coso = 7-83cm-6.5cm =oa=117,7
; . H _h.Sina _ . sin117,7° _ o
Sinussatz: sinB=b-=_==83cm 7o = pB=354

Winkelsumme: y=180°- 0 - ~=180°-117,7°-35,4° = 26,9° = 7=26,9°
(3,8cm)? + (5,5cm)2 - (7,2 cm)?

c) Kosinussatz: cosP = S 3.85m - 55cm = B =099,8°
Sinussatz: sinoc=a-Si—EB—=3,8cm -%ﬁ?—o = a=31,3°
Winkelsumme: y=180°-0o - = 180°-31,3°-99,8° = 48,9° = 7= 48,9°

d) Wegen b? + ¢2 = a2 ist das Dreieck rechtwinklig bei A. = o, =90°
Sinussatz: sinB=b S""TO‘ =4cm- Si;‘c%?o =B =53,1°
Winkelsumme: = 180°-90°-53,1° = 36,9° =7v=36,9°

_b2+c2-2a? _a’+c2-b? _a’+b?-¢?
(K5 ) 4 coso=2AE=E cosP=TEE=2 cosy=TE%

Der Aufbau ist immer gleich: Das Quadrat der Lange der dem gesuchten Winkel gegeniiberliegenden
Seite wird von der Summe der Quadrate der beiden anderen Seitenlangen abgezogen. Dieser Wert
wird durch das doppelte Produkt der beiden anderen Seitenldngen dividiert.

(K5 ) 5 a) b) 0 d) e) f)
a 3,8cm 18,1cm 87,3km 812m 1,2dm 3,3cm
b 7,4cm 21,2cm 123,5km 706 m 2,3dm 4,4cm
C 5,6cm 34,5cm 47,6 km 582m 3,4dm 5,5cm
o 30,1° 26,2° 32,7° 77,5° 9,9° 36,9°
B 102,2° 31,2° 130,2° 58,1° 19,1° 53,1°
Y 47,7° 122,6° 17,1° 44,40 151,0° 90,0°
_b2+c2-a2
€os o = > =%
_ (5,5cm)? + (4,8cm)? — (6,2 cm)? ~
- cm2 02,5 cmcr-nl;,Scm = = o=73,7°
sinp=b- % =55cm. A = B =~58,4°
v=180°-73,7°-58,4° = 47,9° =v=47,9°

a2=b2+c2-2bc-cosa
=(3,5cm)2 + (4,5cm)2-2-3,5¢cm - 4,5¢cm - €oS 44,6°

= a=3,2cm
sinf=b- % =35cm. e =B ~50,2°
v=180° - 44,6° - 50,2° = 85,2° = y=85,2°
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Kapitel 3 3.5 Berechnungen in beliebigen Dreiecken — der Kosinussatz

) c?=a’+b?-2ab-cosy
=(8cm)2+ (7cm)2-2-8cm - 7cm - cos 36,4°
. = Cc=4,8cm
g o siny sin 36,4° 3
smoc—a-—c’ﬁ—Scm-—'—4,8Cm = o= 81,5°
B =180°-36,4°—81,5° = 62,1° = B=62,1°
C b=7cm A
d) b=2a=2-42cm=8,4cm =b=84cm
—eel) _a’+c2-b?
cos B ="
_ _(4,2cm)? + (5,8cm)2 — (8,4cm)? ~
. - 2-2,2cm-5,8cm =p=1133°
sina=a-9—gﬁ=4,2cm-%ﬁ = o =27,3°
¥=~180°-27,3°—-113,3° = 39,4° = y=~39,4°
A c=5,8cm B
K5 ) 7 a) B=03=38"75% 1550 |aCl~11,1cm;[BDI=3,5cm
b) 4 2 L
d=3,9cm
e=5,0cm
f=6,1cm

e=22,1cm

f=10,9cm

a=15,5cm

e=22,1cm
f=10,9cm
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3.5 Berechnungen in beliebigen Dreiecken — der Kosinussatz Kapitel 3

D c=38,6cm C

e=15,3cm

A a=8,6cm B

e=15,3cm f=7,8cm

@ 8 Den Kosinussatz aufzustellen ist fiir gleichseitige Dreiecke unnétig, da alle Winkelgré3en immer 60°
betragen. Wird noch eine der drei gleich langen Seiten angegeben, sind alle GréBen ohnehin bekannt,
die der Kosinussatz liefern kdnnte.
aZ=a’+a?-2a2-cos60°=a?+a?-2a2-0,5=a2+a’-a’=a2
Hier liegt also eine Identitat vor, die aufier dem Schluss, dass der Kosinussatz auch fiir gleichseitige
Dreiecke gilt, keine weiteren Schliisse zuldsst.

(k5 > 9 a) |AGl=7,3km b) MaRstab 1:100000

G

3,8km£3,8cm

108°
S 5,2km£5,2cm A

K5 ) 10 a) undb)

a) Mit dem LotfuBpunkt L, (110) von C; auf AB erhélt man die rechtwinkligen Dreiecke BC,L, bzw.
C,AL,. Mit dem Satz des Pythagoras und dem Kosinussatz ergibt sich:

a, =[BC,l =V(4cm)2+ (9cm)? = 9,85¢cm b, =IAC,I =V(4cm)2+ (1cm)? = 4,12cm
_a’+b’- _ 9852.4,122-102 _
oSV, =~ ="7ogs 42 ~017 =7,=80,07°

b) C, und C, liegen auf dem Thaleskreis iiber AB mit M als Mittelpunkt von AB. Mit den LotfuRpunkten
L, und L, von C, und C; auf AB erhdlt man die rechtwinkligen Dreiecke C,L,M und ML,;C; mit

IC,L,I = IC;L;! = 4cm und IMC,| = IMC,| = IMAI = 5 cm. Mit dem Satz des Pythagoras erhélt man:
IML,| = IML;| = 3 cm. Hieraus ergeben sich die Koordinaten fiir C, (214) und C; (814).

¢) Fiir Dreiecke, die bei C, (x,!4) stumpfwinklig sind, muss C_ zwischen C, und C, liegen, d.h. es muss
gelten: x_ € ]2; 8[.
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Kapitel 3 3.5 Berechnungen in beliebigen Dreiecken — der Kosinussatz

(ke ) 11

%) 12
%) 13

5,52 =82+6,22-2-8-6,2-cos P
30,25 = 64 + 38,44 — 99,2 - cos B3 (Paul hat hier die Werte im Subtrahenden ebenfalls quadriert!)
cos§ =0,728

B =43,3°

Die Winkel sind ca. 92,0°, 52,3° und 35,7° grofs.

Der {ibersichtlichen Darstellung wegen sind hier die Vierecke abgebildet. Es gibt meist unterschied-
liche rechnerische Moglichkeiten, die Streckenldngen und Winkelmafie zu berechnen, weswegen hier
nur die Ergebnisse (grau unterlegt) angegeben werden. Die Zeichnungen sind jeweils proportional
dargestellt, aber nicht mit demselben Mafstab.

a) D c=1,8cm C b)

d=3,8cm

A a=5cm B

A a=15cm B

c=9,8cm

f=15,5cm

A a=38,6cm B

Die Kréfte F, und F, bilden ein Kréfteparallelogramm mit Innenwinkeln von 57° bzw. 180° - 57° = 123°.
Der Betrag der resultierenden Kraft ldsst sich mithilfe des Kosinussatzes ausrechnen und betragt
ca.336N.
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3.6 Flacheninhalt von beliebigen Dreiecken Kapitel 3

(KX ) | @ Mitsino=" & b-sino=h_folgt: =2c-h,=3b-c-sina
B 1 MitsinB=—‘<a-sinf= olgt: =5C-h_==a-Cc-sin
Mit si h inB=h,fol Lcoh =3 [
2 Mitsiny=%@a-siny=hbfolgt: A=%b-hb=%a-b-siny
Nachgefragt ~

® Essind individuelle Antworten moglich, z.B.:
Der Flacheninhalt eines Dreiecks ist gleich dem halben Produkt zweier Dreiecksseiten multipliziert

mit dem Sinus des von diesen Seiten eingeschlossenen Winkels.
@ Das rechtwinklige Dreieck habe den rechten Winkel bei C, die Seite AC mit der Linge b und die Seite
BC mit der Linge a stehen senkrecht zueinander, entsprechen also der Grundseite g und der Héhe h.
\Esgilt:A=0,5-a-b~siny=0,5-a-b-sin90°=0,5-a-b=0,5-g~h j

Aufgaben

[ K5 ) 1 Essind Abweichungen aufgrund von Rundungsungenauigkeiten méglich.

8

a) b) c) d) e)
a 6,3cm 3,5cm 5,3cm 4,2cm 3b=25,5cm
b 5,1cm 3,2cm 4,7 cm 7,82cm 8,5¢cm
C 3,26cm 4,5cm 6,0cm 2a=28,4cm 18,63 cm
o 95,3° 50,2° 57,8° 29,75° 136,8°
B 53,7° 44,6° 48,6° 67,5° 13,2°
Y 31,0° 85,2° 73,6° 82,75° 30°
A 8,27 cm? 5,53 cm? 12,00 cm? 16,30cm? 54,19 cm?

(K1 ) 2 EsseilDAl=x.

Im Dreieck DAC gilt: sin (180° — o) =% = h=b-sin(180°-a) =b-sina
ADreieck ABC = ADreieck DBC — ADreieck DAC
=%h-(x+c)—%h-x=%h~c
Mit h = b - sin o folgt:
Abreieck ABC = % b-c-sina

(KX ) 3 A=3-c-d-sine=3-3,7dm-2,4dm-sin 123°~3,72dm?

Kosinussatz:
e2=3,7dm)2+(,4dm)2-2-(3,7dm) - (2,4dm) - cos 123° = 29,1 dm?

e=5,39dm

Sinussatz:
§~21,9% y~35,1°
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Kapitel 3 3.6 Flacheninhalt von beliebigen Dreiecken

(K5 ) 4 A=0,5-a-c-sinpliefert mitsin f = e er _O%fg‘czm = 0,5 die WinkelmaBe B, = 30° und B, = 150°.
Mit B, = 30° erhdlt man mit dem Kosinussatz b = 4,04 cm und mit dem Sinussatz o. = 68,2° und y = 81,8°.
Mit 3, = 150° erhilt man mit dem Kosinussatz b = 15,0 cm und mit dem Sinussatz o = 14,5° und y= 15,5°.

| K5 > 5 Skizze:

Angcp = 2 Aagp
=2-%a-d-sin0c
=5cm-4cm-sin 112° = 18,54 cm?

Im Dreieck ABC gilt:
cosﬁ=%:¢[&z9l,2°=6

Agaute =2 *Apgc = 20,52+ b - sin 91,2° = 49,0 cm?
Im rechtwinkligen Dreieck MCD gilt:

(3] = - (5] = w9 -25)em? = 24cm?
f=2-V24cm=9,8cm A =0,5-e-f=49,0cm?

Raute

| K5 ) 7 Essind Abweichungen aufgrund von Rundungsungenauigkeiten méglich.

a) undb)
" C.-
I,Y
" /b a=9cm
Q P
p
a9/ |h=2cm r
o) [ /-]/48,6°
A E c=10cm F B

a) b?=a%+c?2-2ac-cosf
=(81+100-180 - cos 48,6°) cm? = 61,96 cm? =b=79cm

sina=p-sinB= 7?9C£”m - sin 48,6° = o= 58,7°
y=180° - 0~ B = 180° - 48,6° — 58,7° —y=72,7°
Apreieck = 0,5 - 9cm - 10cm - sin 48,6° = Apreieck = 33,8Ccm?
b) In den rechtwinkligen Dreiecken AEQ und BPF mit r = [AQl und r = IBPl und h = 2 cm gilt:
sin o =%<:>q = sir?oc =#Ms=23m  =lQl=b-g=7,9cm-23cm=5,6cm

sin|3=$<:>r=ﬁ=ﬁg€,z2,7cm =IPCl=a-r=9cm-2,7cm=6,3cm

Im Dreieck QPC ergibt sich mit dem Kosinussatz:
IPQI® = (5,6cm)? + (6,3cm)2—2 - 5,6cm - 6,3¢m - cos 72,4° = 49,7 cm? = [PQl = 7,1¢m
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3.6 Flacheninhalt von beliebigen Dreiecken Kapitel 3

10cm + 7,1cn 2 ATraEez 17,1cm?
—_— e . = = =~
C) ATrapez = 5 2cm=17,1cm A —’_33’8(:“12 =~0,51

Dreieck

Der Anteil der Trapezflache an der Dreiecksflache betrdgt 51 %.
d) Upppe, =C+ IBPI +PQl + [AQl = 10cm + 2,7cm + 7,1 cm + 2,3¢cm = 22,1cm

(KX ) 8 a) Vektorenxé=[865]undﬁ=[g]: v 4 C
4__
A=1.18 8FE=1.(8,5-6-0-8)FE=255FE
S 3+
b) Grundseite c = |AB| = 8,5LE und Héhe h_ = 6 LE:
A=21.g-h =3-85LE-6LE=255FE T he
) c=IABl=8,5LE 10“
b=182+62LE = 10LE 2 =15 1 2 3 4 5 ( 7 >
a=10,52+62LE =~ 6,02 LE e & .
sino==5=0,6 o= 36,9° ALt £ I

sin B = 555 = 0,997 B~ 85,3°
y=180°-36,9°-85,3° y=57,8°
A=3-b-c-sino=3-10LE-8,5LE - sin 36,9° = 25,5°
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Kapitel 3 3.7 Berechnungen in Kérpern

| KX ) | m Georg hat nicht Recht, wenn er die Hohe des Quaders mithilfe des ¢
Satzes von Pythagoras berechnen will. Es ist aber moglich, mit der b

angegebenen Seitenlange ¢ = 4 cm und den WinkelmafBen o = 90°,

B =30°und y= 60° und mithilfe des Sinussatzes die Hohe des b

Quaders zu berechnen: ) 300

sin sin 30° . =
kS'nB Slanb_SIny C=<ineos " 4Cm=2,31cm A c=4cm B

J

Nachgefragt

| KX > | m Mbgliche Antwort:
Wie Beispiel | zeigt, findet man in Kérpern Figuren, die rechtwinklig sind, z. B. das Stiitzdreieck AMD

im Prisma ABCDEF.
® Mogliche Antwort:
Rechtwinklige Dreiecke sind Sonderfille von beliebigen Dreiecken, daher gelten alle Satze fiir belie-
\ bige Dreiecke auch fiir rechtwinklige Dreiecke.

~

J

Aufgaben

kK5 > 1 a) h=IBFl=4,5cm-tan18,4°~1,5¢cm
V=a-b-h=4,5-3,5-1,5cm3=23,625cm3
Raumdiagonale: d = [BH| = Va2 + b2 + h2
~V4,52+3,52+1,52cm =34, 75cm~59cm
Winkel & der Raumdiagonalen mit der Grundfldche: sind =+ = —*—~ 0,25 = 0=14,7°
b) b=IADI=5,5cm -tan 28,6°~3,0cm
V=a-b-h=5,5-3,0-2,5cm>=41,25cm3
Raumdiagonale: d = |AG| = Va2 + b2 + h2

=15,52+3,02+2,52cm =V45,5cm = 6,7cm
Winkel & der Raumdiagonalen mit der Grundfldche: sin & = % = % =~ 0,37 = 6=21,9°

K2 » 2 a) Esgilt:IDBl =V (6cm)2+ 5cm)2 =V61cmund tan B = Vl;mm =B =121,0°

b) Der Winkel B tritt ebenfalls zwischen den Raumdiagonalen AG, DF, CE und der Grundflache ABCD
auf sowie zwischen diesen Raumdiagonalen und der Flache EFGH.

k2 ) 3 a) [AMl=3V(6cm)2+ (4cm)? =\13cm

_msl_ 8 _8V13 _ 6570
tana_lA_MI_\/E_ e =~ 2,219 B = o, = 65,7
b) Esist IMFl = 3cm und damit tan p = % =§z 2,667 =B =69,4°

128 Schulbuchseite xxx



3.7 Berechnungen in Kérpern Kapitel 3

| K3 ) 4 Skizze des Kérpers mit aufgesetzten 6 Pyramiden nach vorne (und nach hinten), nach links, nach un-
ten, nach rechts und nach oben.

/o hi h,
c-....i--- -\ 402

a

a=5cm

a) Die Oberflache des Korpers setzt sich aus 6 - 4 = 24 kongruenten Dreiecken zusammen.
Man berechnet daher:

h=%\/§-tan0c=5CTm~\/§-tan4O°z2,97cm

2
h,=y/h?+(3) =V@,97cm)?+ 2,5cm)? = 3,88cm

0=24-3-a-h,=24-F-5cm-3,88cm = 232,8cm?
b) Der Kdrper besteht aus einem Wiirfel und 6 identischen Pyramiden mit quadratischer Grundflédche:
V=a’+6 -%-az -h=(5Bwm)>+6 % (5¢cm)?-2,97cm =273,5cm3

G 5 9 2

29,5m (&7,375cm)

b) MaR des Neigungswinkels o der Seitenkanten zur Grundfldche:

—_ 2 IS
Es gilt: (A1 = V2 - 20,5 m = 20,9m und tan o = T = 0= 60,1°
MaR des Neigungswinkels 3 der Seitenflachen zur Grundfléache:
_IMSI _ 36,4m _
tan|3—m——’—2925m =pB=67,9°

Schulbuchseite xxx 129



Kapitel 3 3.7 Berechnungen in Kérpern

K2 ) 6 Flichendiagonale: d =ay2 =8cm-y2~11,31cm
Raumdiagonale: d'=ay3 =8cm -\/§z 13,86cm

H G a) Winkel o zwischen Raum- und Flachendiagonale:
! —_a _1 - °
tan o RVl 2\/5 = a=35,26

b) Winkel B zwischen Raumdiagonale und Wiirfelkante:

E E J’V‘ tanp =202 =2 = B = 54,74°
d Y 2
2

; (Alternative: B = 90° — ot = 90° — 35,26° = 54,74°)
0 u y c) Schnittwinkel y zwischen den Diagonalen:
, a
: inY—2_-_1 _ = _¥_ o = o

u, D _____ TS ] siny =4 523 T2 35,26° = y=70,52

(Alternative: yist das doppelte Winkelmaf3 von a,
/ d.h:y=2-0=2-35,26°=70,52°
; d
3o d) tanoc=%\/5 tanp =12 sin%=%
A B tan B, tan o. und sin 32( sind unabhédngig von a.

Also haben alle Wiirfel die gleichen WinkelmaRe.

| K5 > 7 Fiir beide Pyramiden in a) und b) gilt:
Die Pyramide setzt sich zusammen aus der Grundflache ABC und den Fldachen der Seitendreiecke ABS,
BCS, ACS. Das Dreieck ABC ist hierbei gleichseitig mit Seitenldnge a = 6 cm. M sei der Mittelpunkt der
Strecke BC mit [BMI = [CMI = 3cm.
Die Hhen im Dreieck ABC haben die Lange h, = [AM| = 5-- V3 =3-\3cm.
a) Skizze: S Der Hohenfupunkt Fist der Mittelpunkt (Schwerpunkt) des
Dreiecks ABC, er teilt die Hohen im Verhaltnis 2 : 1.
=[Ml=3-AMI=3-3-V3cm=V3cm
Fiir das rechtwinklige Dreieck MSF mit den Seitenldangen
IFSl = h = 12 cm und [FMI = V3 ¢m gilt:

IMS| = 122+[\/§]2cm =\V147cm=7-Y3cm=12,12cm
Pyramidengrundflache (Dreieck ABQ):
G=0,5-a-ha=3cm-3-\/§cm=9\/§cm2

Eine Pyramidenseitenflache (Dreieck BCS):
A=0,5-a-IMSI=3cm-7-V3cm=21V3cm?
Oberflache der Pyramide ABCS:

0=G+3-A=(9V3 +63V3)cm2 =723 cm? =~ 124,7 cm?
Neigungswinkel & der Seitenkanten zur Grundfléache:

Il _IFsl _ 12 — 740
tan o RVE) 3,6=06=74
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3.7 Berechnungen in Kérpern Kapitel 3

b) Skizze: Der HohenfuBBpunkt F sei der Eckpunkt A der Grundflache ABC.
S = [FMl = [AMI = 3V/3 cm

Fiir das rechtwinklige Dreieck MSF mit den Seitenldngen

IFSI = h = 12 cm und [FMI = 3V/3 cm gilt:

[MS| = 122+[3\/§]2 cm=V171cm=3-Y19cm=13,1cm
Pyramidengrundflache (Dreieck ABC):
G=0,5-a-ha=3cm-3~\/§cm=9\/§cm2
Pyramidenseitenflache (Dreieck ABS und ACS):
A;=05-a-h=0,5-6-12cm?=36cm?
Pyramidenseitenfldche (Dreieck BCS):
A,=0,5-a-IMS|=0,5-6-3/19cm2=9y/19cm?~39,2cm?
Oberflache der Pyramide ABCS:
0=G+2A +A,=(9V3 +2-36+9V/19)cm?

= (15,6 + 72 + 39,2) cm?2 = 126,38 cm?
Neigungswinkel der Seitenkanten zur Grundflache:
8, = 90°

h

FUrBB=chilt:tan83=:i=§=5=%=2 = 0 =0, = 63°

| K2 ) 8 Voriiberlegungen:
Ein regelmafiiges Sechseck besteht aus 6 gleichseitigen Dreiecken. Mit dem Mittelpunkt M gilt somit:

|ABl = [BCl = ICDI = ... = [AMI = [BMI = [CMI = ... = 4 cm
LMBA = {BAM = S/AMB = 60° und LMAF = <AFM = LFMA = 60°
= <FAB = <FAM + <MAB = 120°

a) Im Dreieck FCF' gilt:

X CFF' = 90° ICFl = ICMI + IMFl = 2a = 8 cm IFFl=h=6cm

= [CFl =82+ 62cm=10cm
b) LCFF'=90°  tan <FCF=5=0,75 = SF'CF=36,9°
<FF'C =90°-36,9° = 53,1°

¢) Im gleichseitigen Dreieck ABF mit |AB| = |AF| = a = 4 cm und <BAF = 120° gilt:

IBFI2 = |ABI? + [FAI> - 2 - |ABI - [FAl - cos 120°

=aZ+a2-2-a2-c05120°=2-a?+a?

=3-16cm? = 48cm? = BF=V48cm=6,9cm
Im Dreieck BDD" gilt: o
¥D'DB = 90° IBDI = [BFl = 6,9cm IDD'l=h=6cm

= [BD'1=V6,92 + 62cm =9,2cm

Im gleichschenkligen Dreieck FBD' mit [BFl = 6,9 cm und [BD'l = [FD'| = 9,2 cm gilt:
'p _ IBD'P+IFD'P-[FBP? _ 9,22+9,22-6,92 _ 121,67 _
cos «FD'B === -|+BTI~IW| = 2500552 = Teoas = 072
oo = <LFD'B = 44°
4D'BF = «BFD' = 180744 = <D'BF = <BFD' = 68°
d) Sei Mg der Mittelpunkt von FB. Dann gilt im rechtwinkligen Dreieck MBD':

_ 6.9)2
IM5D'l = /9,22 —[—52] cm=8,5cm

sin £D'MggD = g% = 0,71 = <D'MggD = 45°
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‘K5 > 9 a) s=V(@Gcm)Z+(6cm)2=y52cm=~7,2cm

b) sin[§]= £ = A0~ 0,556 = $=33,8° = ¢ = 67,6°

S

c) Fir die Lange des Kreisbogens gilt die Formel b = ?élo_° - 2ms. Der Kreisbogen stimmt langenmaRig
mit dem Radius des Kegels tiberein, also b = 2xr. Das Gleichsetzen beider Formeln liefert

Shoe + 27 = 211 = 1L = 360° - £ = 360° - 750 = 200°.

N[

a) Esgiltcosa=?=39,325%:>oc=[3:75,2°und mit
der Innenwinkelsumme im Dreieck y = 29,6°.

b) Der Oberflicheninhalt setzt sich aus der quadrati-
schen Grundfldche und vier zueinander kongruenten
Dreiecken zusammen:

O=a?+4-3-a-h. Fiir die Héhe im Dreieck berech-
2. tan o= 4L . tan 75,20° ~ 8,89 cm.
Eingesetzt in den Oberflacheninhalt ergibt sich
0=(4,7cm?2+4-3-4,7cm-8,89cm = 105,66 cm

|| I

net man hs

K2 ) 11 a) Das Drejeck P,BG mit P, = E ist gleichseitig mit d = 612 cm als Seitenlange.
B

Fir die Hohe h, im Dreieck gilt dann h, =5 6\/5cm =3 -\/Ecm und damit fiir den Flacheninhalt:
A=%- 6V2cm-3-V6cm =18Y3cm?=31,18cm?

b) EsistIBG| = |IEG| = 62 cm. Mithilfe von IAP,| = 3cm und [EGI = 6\2 cm berechnet man in den Drei-
ecken ABP, und P,GE:

IBP,| = /a2 + AP2=\6% +32cm = 6,71cm
IGP,| = /P,E? + EG2 = /(612" + 32cm = 9,0cm

AP,| _ 3cm _ °
25| = Bem €, = 26,57

Eine geometrische Bestimmung des Winkels €, und der Ldnge |I32_B| wadre moglich, da das Dreieck
ABP, im Schragbild nicht verzerrt dargestellt wird. Die beiden verbleibenden Dreiecksseiten werden
jedoch verzerrt dargestellt, weshalb eine geometrische Bestimmung hier nicht méglich ist.

¢) Im Dreieck ABP, mit &, = 20° gilt:
IAP,| = |ABI - tan g, = 6cm - tan 20° = 2,18cm
[EP,| = (6-2,18)cm = 3,82cm

IGP;| = |/IPSER + TEGP = /(62 )? + 3,822cm = 9,31 cm

| K2 ) 12 a) Im Dreieck ABP, gilt:

Ap |- _IABl _ _6cm _
AP, | = 2 o, = Tos 250 ~ 6,62¢m

A=IAP,|-IP,Q,l =6,62cm - 6cm =39,72cm?
b) Aist maximal, wenn IDQ,| maximalist, d.h.: Q, = G.
) AusA=IAP,|-IP,Q,l folgt:

25 A _ 40cm? _

IAP,| = g = 6cm ~6:67cm

_IABl _ 6cm _ o
COS 05 = _IT3I =%6ram”~ 0,90 = 05 =25,8

tang, =
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K2 ) 13 a) Im gleichseitigen Dreieck ABC mit s = 8cm S
hat AM die Ldnge cos 30° - 8cm = 6,93 cm.

h=|12¢cm

': AL\ €

A [AM| = 6,93 cm
Schragbildachse 300 M

s=8cm

o
b) Im Dreieck AMS gilt: tan o, = % = 6?923C2"m = o = 60°
¢) Esist|AMI = 6,93 cm und <AT,M = 180° - (ct + €,) = 65°.
. e, IMTLl — sina T sino v
Nach deESmEatz gilt: T = SnCIAT W) = IMT,| = SGAT |IAMI| = 6,62 cm
A=%~ IBCI - IMT,| =%-8cm - 6,62cm = 26,48 cm?

d) IMT_| wird minimal, wenn <CAT M = 90°. In diesem Fall ist &5 = 180° — 90° — o = 30°.

| K2 ) 14 a) Die sechs Mittelpunkte der sechs Seitenflichen des Wiirfels sind immer gleich weit voneinander
entfernt. Somit sind die Verbindungslinien (d. h. die Kanten des neuen Kérpers) alle gleich lang:

a= [ [ -3v2

b) Das Volumen des Oktaeders entspricht dem Volumen von zwei Pyramiden mit quadratischer Grund-

flache:

Grundflache der Pyramide: ap,=d = % 2undA,=d? = 372
Hohe der Pyramide: hp=35

Volumen der Pyramide: % d2.h=1.2.2a_2

1.
Pyramide ~— 3
= 2 .

Volumen des Oktaeders: Vg cqer Voyramide %3
) S Zu betrachten ist der Winkel, den eine Pyramidenflache
8 mit der Grundflache des Wiirfels bildet. Mit M, dem Mit-

telpunkt sowohl des Wiirfels als auch des Oktaeders,
und mit A, B, Cund D als Eckpunkte der betrachteten

hp=2 quadratischen Pyramidengrundflache und mit der Spit-
ze S auf der zugehdrigen Wiirfelflache betrachte man
das rechtwinklige Dreieck MzzMS mit den Katheten-
) / = _a d_a
M langen hp—jundj—z\/f.

N

Das Winkelmaf von & = 55° ist unabhéangig von a.
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Kapitel 3 3.8 Vermischte Aufgaben

(K4 ) 1 Zua),e),g),i)undk) Zuc), d) und j)
Werte fiir cos oo mit o0 €[0°; 180°] Werte fiir tan oo mit oo €[0°; 180°]
' ' A A ;
9 'e) ) a) k) ,
x=-1! | 'x=-0,81x=-0]35 x=0,5 |x= ;
b ; f
AR 7N :
e et 2
[ R \ Dy=3x/
: SN
6l LG O K > 2
d) y =+0,8x ;
. /! G, Oy=x
— ~
N 7 !
Vil /S / X
a) coso  eineldsung: o =60° T 0,5 tan o
e) coso  eineldsung: o =143,1° / T a \
g) cosa  eineldsung: o =180° ol o
i) coso  eineldsung: o =110,5°
k) coso  eineldsung: o =0°
Zub), f), h) und 1):
Werte fiir sin oo mit o0 €[0°; 180°]
A
L c¢) tano  eine Losung: o = 45°
— T~ n . .
b)y=0,75 /2& 51 d) tano eine Losung: o=141,3°
f, \ / 3 j) tano  eineldsung: o =71,6°
e NG O A R
[/ isin o, \ singd” \7V 5T
L S8 \/—\{ lx’ \

b) sinou  zweildsungen: o, =48,6° o,~131,4°
f) sina  zweilOsungen: o, ~26,7° o, =153,3°
h) sino.  zweil6sungen: o, =0° o, = 180°

D sino  zweildsungen: o, =2,9° o, ~177,1°
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3.8 Vermischte Aufgaben

Kapitel 3

) 2

(ohne Skizze)

a) 20— 20° = 60°

b) 4o — 20° = 48,6°
€) 20+ 60°=60,9°
d) 30=41,3°

e) 20+ 45°=101,5°
f) 0,500+ 10°=26,7°

oder 20.—20° = -60°
oder 40,—20°=131,4°
oder 20, + 60° = 240,9°
oder 3. = 138,7°

oder 2o + 45° =-101,5°
oder 0,50+ 10° = 153,3°

= o, = 40°
=0, = 17,2°
= o, =0,45°
=o,=13,8°
= o, =28,3°
= o=33,4°

bzw. cos? ao=1-sinZ e und sin? oo = 1 - cos? a.
a) 1+cos?a =1+(1-sin?w)
b) 1+4-cos?a—-5-sin2o=1+4-(1-sin?a)-5-sin?a
¢) 3-cos2a—-2-sin?a
4\3
a) tanoc=%=Tnim=\/§=oc:6O°
b) Im rechtwinkligen Dreieck gilt:
M
Angc =5 - IACl - IBClund A,p = 12FE

_IBCl _ 10LE _ o
tanoc—=—m:>oc~76,5

[ACI

Zeichnung:

A c=6,4cm B

A

c=6,4cm

b) Aus o = = 64° folgt:
Aus sn;(x = SIE folgt: siny © sin 52°
Die Schenkelldngen a und b des Dreiecks betragen 7,3 cm.
¢) Essind unterschiedliche Rechenwege moglich, z.B.:

y=180°-128° = 52°

1 . 1 :
AABC=7- b-c-sm0c=7- 7,3cm - 6,4¢cm - sin 64° = 21,00 cm?

=3-(1-sin20)-2-(1-cos? )

TE| _ 24FE _ 24FE
= [BCl = 2&E T

B =180°-90°-76,50° = 13,5°

o, = 160°

o,=37,9° 0;=107,2° o,=127,9°
o, = 90,45°

o, = 46,2° o0;=133,8° o,=166,2°
o, = 106,8°

Die Aussagen ergeben sich durch Umformungen mithilfe von sin? o+ cos? oo = 1

=2-sinZqa
=5-9-sinq
=sin2 o +2-cos?a

B = 180° - 90° - 60° = 30°

=10LE

Beschreibung:

1. Zeichne AB mit ¢ = 6,4cm.

2. Zeichne an AB im Punkt A bzw.
B die Winkel mit dem Maf3 64°;
man erhdlt die Schenkel s, und
Sy

3. Die Schenkel s, und s, schnei-
den sichin C.

a=c-M&_¢4cm. N6 _73cm=b

(K5 ) 6 a b c o B 0%
a) 92cm 37,5¢cm 84cm 90° 24,1° 65,9°
b) 1,9m 0,9m 2,1m 64,6° 25,4° 90°
o) 0,8km 1,0km 0,6 km 54,5° 90° 35,5°
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m=tana=0,5 = o=26,6°
m=tano=-1 = o =-45°
m=-2=tana = o=-63,4°
Da die Gerade g,: y = 2,2 parallel
zur x-Achse ist, schliet sie mit
dieser keinen Winkel ein.

b) WinkelmaRe zwischen g, und g,:
26,6° + 45° = 71,6°
180°-71,6° = 108,4°
WinkelmaRe zwischen g, und g,:
63,4° - 45°=18,4°
180°-18,4° = 161,6°
WinkelmaBe zwischen g, und g5:
26,6° + 63,4° = 90°
180°—-90° = 90°

A W N -

63,4° 45°

I I 14 I [ I
t o T T T o —>
Z'V3 4 5 6 7 X8 9 x
a4
81

¢) Die WinkelmaBe der Geraden g, g, und g, mit der zur x-Achse parallelen Geraden g,: y = 2,2 ent-
sprechen den WinkelmaRen, die g,, g, und g, mit der x-Achse haben:
WinkelmaBe zwischen g, und g,: 26,6° und 180° - 26,6° = 153,4°
WinkelmaBe zwischen g, und g,: —45°und 180° - 45° = 135°
WinkelmaBe zwischen g; und g,: -63,4° und 180° - 63,4° = 116,6°

| K3 ) 8 Kosinussatz:

c=VaZ+b2-2-a-b-cosy=V4,62+4,12-2-4,6-4,1-cos 75°cm =1/28,2cm = 5,3cm
Sinussatz:

sino=2.siny= %25 sin 75°~ 0,84 o=57° B =180°-75°—57° = 48°

Die dritte Seite ist ca. 5,3 cm lang, die beiden Winkelmaf3e betragen ca. 57° bzw. ca. 48°.

K5 > 9 vk ¥ =180°—30° - 120° = 30°

v/ Das Dreieck ABC ist gleichschenklig mita = c = 6 LE.
; Das Dreieck BDC ist rechtwinklig bei D.
b* s gilt: B* = 60° und [BCl = a = 6 LE.

2T E | sinp*=2 = b*=a-sinp*=6LE-sin60°~5,2LE

cosB*=% = c*=a-cosPB*=6LE-cos60°=3LE

A 123215678-DX COI15,2)

| KX ) 10 Losungsmdglichkeit:
Die Aussage ist falsch: Der Sinussatz ist nur anwendbar, wenn das Dreieck nach den Kongruenzsatzen
SsW oder WSW eindeutig konstruierbar ist.
Der Kosinussatz ist nur anwendbar, wenn das Dreieck nach den Kongruenzsatzen SWS oder SSS ein-
deutig konstruierbar ist.
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3.8 Vermischte Aufgaben

Kapitel 3

11 a)

A c=9cm L B

Zeichﬁz AB mit der Lange c und den Winkel
B an AB in B. Der freie Schenkel schneidet
den Kreisum Bmitr=ain C.

A c=8cm L B

Zeichne AB mit der Linge ¢ und den Winkel
o an AB in A. Der freie Schenkel schneidet
die Parallele zu AB im Abstand vond = h_
in C.

A c=89cm L B

Zeichﬁﬁ mit der Lange c und den Winkel
o an AB in A. Der freie Schenkel schneidet
den Kreisum Amitr=binC.

d)

=

+ c¢=9,4cm

Zeichne AB miider Lange cund den Mit_tel-
punkt M von AB. Der Thaleskreis tiber AB
schneidet den Kreis um B mitr=ain C.

Kosinussatz im Dreieck ABC:
b=v3,72+92-2-3,7-9-cos 45°cm = 6,9cm
Sinussatz im Dreieck ABC:

sino = 6—3970% sin 45° = o = 22,3°
y=180°-22,3°-45° = 112,7°
sino = e 4:)h =b-sinau=6,9cm-sin 22,3°=2,6cm

C
A—— c h —% 9cm-2,6cm=11,7cm?

Sinussatz im Dreieck ALC:

; h h 23cm _
sinou=5eb=g5 = a5 =~ D,44cm

A=Z-c-h =%-8cm-23cm=9,2cm?
Kosinussatz im Dreieck ABC:
a=V5,442+82-2-5,44 -8 -cos 25° cm =~ 3,84 cm
Sinussatz im Dreieck ABC:

sino. _ sin B
o =Tpoesinf=

= B =36,8°

5,44CM | i oro
3.84cm " SIN 25

Y= 180°— 25°-36,8° =

-sino=
118,2°

Kosinussatz im Dreieck ABC:
a=1/62+8,92-2-6-8,9-cos35°cm~=5,27cm
A=0,5-6-8,9-sin35°cm?=15,31cm?
Sinussatz im Dreieck ALC:

sin oc=%<:)hc= b-sino=6cm-sin35°=3,44cm
Sinussatz im Dreieck ABC:

sin o M o sinp=

a

=>B= 40,8°

-sina = 5—%7 sin 35°
v = 180° 35°—-40,8° = 104,2°

Satz des Pythagoras im Dreieck ABC:
=V9,42-72cm=6,27cm

sino =2 = LM = 00~ 48,13°

B= 180° 90° - 48,13° = 41,87°

A=0,5-a-b=0,5-7-6,27cm? =

21,95 cm?
A=05-c-h . &h —% %&sz4,67cm
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| K5 > 12 Wenn man zweimal den Sinussatz anwendet, kann man die Anwendung des Kosinussatzes vermeiden.
Im Dreieck ABC gilt:
Y= 180°-72° - 48° = 66°
sinc66° _ sinb42° —b=c-
In Dreieck DBC gilt:
& =180°-42°-108° = 30°
sin30° _ sin 427 =x=b- 4L 4 4em- 4L~ 59¢cm

C

sin 42° _ in42°
ain6ee = 6,0Cm - s = 4,4 cm

Xx=5,9cm A c=6,0cm

| K5 » 13 a) Planfigur:

b=6,4cm a=4,5cm

A B

Beschreibung:

1. Zeichne die Strecke b mit den Eckpunkten A und C.

2. Trage in A den Winkel o an.

3. Zeichne einen Kreisbogen um C mit Radius a.

4. Der Schnittpunkt des freien Schenkels von o und des Kreisbogens ergibt B.

Zeichnung:

b) Es gibt zwei mogliche Lésungen, da fiir eine Konstruktion nach SsW der gegebene Winkel der ldnge-
ren Seite gegeniiberliegen miisste. Hier ist das nicht der Fall, denna <b.

sin35° 4,5 . sin 35°
) Isr:n B~ 6,4E$ = sinp=6,4cm- 4I,n5cm = B, =54,7°
B, = 180° - 54,7° = 125,3°

d) c,=7,9cm;c,=2,6cm
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3.8 Vermischte Aufgaben Kapitel 3

Das Winkelmaf3 ovim Trapez betragt w = %OO = 60°. o=p=60°

Das Winkelmaf &* im rechtwinkligen Dreieck ALD betrdagt 180° — 90° — 60° = 30°. 6*=30°
Mit dem Sinussatz gilt im Dreieck ACD fiir die Winkelmafie o* und v*:

W = ﬁ < sino* = % -sin 120° = 8—58 -sin 120° = o* = 29,5° o* = 29,5°
v* = 180°-120°-29,5°= 30,5° v* = 30,5°
Mit dem Sinussatz gilt fiir [AD| = d:
5cm d _ sin30,5° _ =d~
sin29,5° = sin30.5° < d = Gnag'go - S5¢m ~5,2¢cm b=d=52cm

Im rechtwinkligen Dreieck ALD gilt fiir [ALl = a*:

a*=§:2—ggz-d=sin30°-5,2cm=2,6cm a*=2,6cm
Im Trapez gilt fiir [AB| = a:
a=2a*+5cm=10,2cm a=10,2cm

| K3 ) 15 a) MaBstab 1:400

c=31,4m27,9cm

b=251m#£6,3cm

d=19,1m=£4,8cm

A a=27,4m=6,9cm B

b) Apreicck agp =5 * 27,4 - 19,1m - sin 122° = 221,9m?
Kosinussatz im Dreieck ABD:
f2=a2+d?-2a-d-cos122°

=(27,4m)2+(19,1m)2-2-27,4m-19,1m - cos 122° = 1670,2 m?

Kosinussatz im Dreieck BCD:
f2=(31,4m)2+(25,1m)2-2-31,4m-25,1m-cosy
1670,2m? = 31,4m)?2 + (25,1m)2-2-31,4m - 25,1m - cos y
Y=~ 92,0°
Apreieck cp = 3 31,4 M - 25,1m - sin 92,0° = 393,8 m?
Agesamt = ADreieck asp t ADreieck BCD ~ 221’9m2 +393,8 m? = 615,7 m?
Der Fldcheninhalt des Fischweihers betrigt ca. 616 m2.
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| K5 ) 16 Skizze:

Wegen der Winkelsumme im Dreieck ABD gilt:
8, =180°-0,— B, = 180° - 58,8° - 55,3° = 65,9°
Mit dem Sinussatz gilt fiir e = [BDI:

_€ __a_
sin o sin 9,

@e=ﬁ-sina=%-sin 58,8°~299,85m
Angcp = Angp + Agcp
= 0,5-a-e-sinf,; + 0,5-e-b-sinp,
=0,5-320m-299,85m - sin 55,3° + 0,5-299,85m-122m - sin 47,4°
= 39443 m?2 + 13464 m?2
= 52907 m?

Es werden 52907 m? Ackerland gewonnen.

| K5 > 17 a) Voriiberlegung zur Konstruktion:
Da AC die Symmetrieachse des Drachenvierecks ist, gilt: d (B; AC) = d (D; AC) = 0,5f = 2,3cm.
Im gleichschenkligen Dreieck BCD gilt: B* = 8* = 0,5 - (180°—7) = 0,5 - (180° — 44°) = 68°,
Zeichnung: Konstruktion:
1. Zeichne eine Gerade AC*; auf ihr wird C liegen,
d.h.: AC* ist die Symmetrieachse des Drachen-
vierecks.
2. Zeichne zwei Parallelen p, und p, zu AC* im Ab-
stand von 2,3cm.
3. Zeichne an AC* in A zwei Winkel mit dem Maf
o* = 0,500 = 34°. Die freien Schenkel schneiden
p, und p, in B und D.
4. Zeichne an BD in B einen Winkel mit dem Maf
B* = 68°. Der freie Schenkel schneidet AC* in C.

b) Im Drachenviereck gilt:
B=5=0,5-(360°—0—1) = 0,5 - (360° - 68° — 44°) = 124°
Im rechtwinkligen Dreieck ABE gilt fiir [AB| = a:

i o_ 2,3cm _23cm _
sin 34 ——’a—ﬁa—m~4,lcm

Im rechtwinkligen Dreieck BCE gilt fiir IBCl = b:

c0568°=2’3bﬂ<:)b=c—20’%z6,1cm

Mit dem Kosinussatz fiir das Dreieck ABC gilt fiir IAC| = e:
e=Va2+b?-2ab-cosP =V4,12+6,12-2-4,1-6,1-c0s 124°cm~9,1cm
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18 | vA a) x,=-2ing:y=0,5x + 3 einsetzen:
y,=0,5-(2)+3=2 —A(212)
yc = 6ing:y=0,5x+ 3 einsetzen:
6=05x+3=x =6 =C(6l6)

AUNEERY" b) D, (0l6); D,(316)
¢) Der Thaleskreis tiber AC schneidet p in
D.(=216). Spiegelt man D_an g, erhilt man B..

d) Die Mittelsenkrechte von AC schneidet p in
D, (116). Spiegelt man D, an g, erhdlt man B,.

x

SR W P

Zu c): Die Koordinaten von D_sind (-216), da D_auf p liegt und AD_senkrecht zu p ist.

Mit [AD | = 4 cm und D Cl = 8cm gilt: u=2- (D, +ID,Ch = 24¢m
tan($] - ||Ac_gﬁl| = =2=9~63,43° 0.~ 126,87°

Y =360°-180°-126,87° = 53,13°
Zu d): D, liegt auf der Mittelsenkrechten zu AB, d.h. auf der Geraden g* mit der Steigung —2.
Da Mz- (214) ebenfalls auf g* liegt, erhdlt man die Gleichung von g*, indem man die Koordinaten
von Mgein g*: y = -2x + t einsetzt. Man erhdlt t = 8 bzw. g*: y = -2x + 8.
Durch Gleichsetzen von p und g* erhdlt man die Koordinaten von D ;:
6=-2x+8 & x=1bzw. D, (116).

Mit der Seitenldnge ICD | = 5cm gilt: u=4-1CDyl=4-5cm=20cm
Mit der Hohe h = 2 cm gilt im Dreieck AByM: A*=0,5-5cm-2cm = 5cm?
Fiir die Raute AB,CD, gilt mit A= 4 - A*: A=20cm?

Fiir das Dreieck AB D, gilt:

A'=0,5-1AB |- IAD |- sinot=0,5-5cm-5cm-sina=12,5cm? - sin o

Mit A' = 10 cm? folgt:

12,5cm?-sina=10cm? < sina=0,8 = o=53,13°
a=7y=53,13°
B=08~=180°-53,13° = 126,87°

19 a) DaB und D auf dem Thaleskreis um M tiber AC liegen, ist das Drachenviereck ABCD bei B und D
rechtwinklig. Hier gilt: sin & = sin 90° = 1 und cos § = cos 90° = 0.

nfelof_e__¢c __b fyl=f_e__d __a

b) Sln[z]_d_a_g+h_g+h Sm[Z]_c_b_g+h_g+h

al_g_g__d __a Yloh_h__c __b

Cos[2]_d_a_g+h_g+h COS[Z]_c_b_g+h_g+h
al_f_e_c_b ylof_e_d_a
tan[z]_g_g_d_a tan[2]_h_h_c_b
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(K3 ) 202

1. Zeichne die Strecke AC mit Lange
e=12cm.

2. Die Kreise um Amitr=a=9,3cm und
um C mitr=b = 5,6 cm schneiden sich
in Bund D.

3. ACist Winkelhalbierende der Winkel
o.und 7, Wg ist Winkelhalbierende des
Winkels B.

4. AC und w, schneiden sich in M, dem
Mittelpunkt des Inkreises.

5. Der Thaleskreis iiber AM schneidet AB
und AD in den Inkreispunkten E und H.

6. Zeichne den Inkreis als Kreis um M mit
IR r = IME.

Im Dreieck ABC gilt mit dem Kosinussatz und dem Sinussatz:
cos p = ©3mPrOoam)~A2em” 5~ 104,540 B =5~ 104,54°
M_Si”[%] . (o) _p . sinB _ sin 104,54° _, o o o
e =" (:)Sln[ﬂ—b e =5,6Cm -t = 5= 26,85 o=53,70
Y=360°-2-104,54°-53,70° Y= 97,22°
B) Apachen =2 Apgc=2-5-a-b-sinB=2-3-9,3cm-5,6cm-sin 104,54° Ay e, = 50,41 cm?

Im Dreieck ABM gilt: <<AMB = 180° —%—% =180°-26,85°-52,27° = 100,88°

Mit dem Sinussatz folgt: lM_[ilt] = singi%Bn;8° < IMBI| = sin 26,85° - %z 4,28cm
sin ’ ’

2
Im rechtwinkligen Dreieck BME gilt fiir den Inkreisradius r = IMEI:
sin [%] = ﬁ@ r=sin [%] -IMBI = sin 52,27°- 4,28 cm = 3,39cm
Es folgt fiir den Flacheninhalt des Inkreises mit r = 3,39 cm: A

Alnkreis 36,01 cm?
A =%S041cm? =~ 0,71

= (3,39cm)2n = 36,10 cm?

Inkreis

Drachen

Die Fldache des Inkreises nimmt 71 % der Fldche des Drachenvierecks ein.

(k3 ) 21 a)

b) Mit dem Kosinussatz im Dreieck ABC gilt:
cosa =2 +2Cbzc_ 2 _ 722",972__982 = o= 58,41°

¢) Inden Dreiecken AP,C und AP,C gilt:
<}ZAP1C = 180°-30°-58,41° = 91,59°
<LAP,C =180° - 48°-58,41° = 73,59°
Sinussatz in den Dreiecken AP, C und AP,C:

[CPl  _ 7em 5| _ o o 7cm
S84 = siotsoe © |CPl = sin 58,41° - o

= |CP,1=5,97cm

[CPl  _ 7em 5 _ o o 7cm
S8 = s 7350 © |CP,| = sin 58,41° - 2080

= |CP,| = 6,22cm
d) Fiir den Flacheninhalt A_des Dreiecks P,CP, gilt mit <P,CP, = 48°-30° = 18°:
A, =<-597cm-6,22cm - sin 18° = 5,74 cm?
Fuir den Flacheninhalt Agesamt des Dreiecks ABC gilt: A
Anteil: AgeASth = 2k =0,214=21,4%
Das Teildreieck P,CP, nimmt 21,4 % an der Gesamtfldche des Dreiecks ABC ein.

3 -7cm-9cm - sin 58,41° = 26,83 cm?

gesamt

| K3 ) 22 ¥0US =180°-(55,5°+79,4° = 45,1°
Mithilfe des Sinussatzes erhalt man: IUS| = 200m - %ﬁ*—i ~277,5m
Die gesuchte Entfernung betrdgt ca. 277,5m.
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(k2 ) 232

)

d)

und b)

Zeichne die Strecke BC mit der Ldnge b = 8cm.
Zeichne einen Winkel mit § = 60° in B.

Der freie Schenkel schneidet den Kreis um B mit
Radiusr=6cminA.

Zeichne einen Winkel mit y=80°in C.

Der freie Schenkel schneidet die Parallele zu BC
durch AinD.

Im Dreieck ABC gilt mit e = [AC| mit dem Kosinus- bzw. Sinussatz:
e=V62+82-2-6-8-c0s60°=7,21cm

L2lem - Séi,fr{(‘l & siny, = 7570 - 5in 60° = v, = 46,1°
=7,=80°-v, =80°-46,1°=33,9°
Da o und B bzw. yund & Nebenwinkel an parallelen Geraden sind, gilt:
o= 180°— B = 120° und & = 180° —y = 100°
Im Dreieck ACD gilt mit dem Sinussatz:

e = 2 o d = 22 6in 33,9°= 4,08cm d~4,08cm
Im Dreieck AMD gilt mit g = IMDI mit dem Kosinussatz:
g=132+4,082-2-3- 4,08 cos 120° cm = 6,16 cm g=~6,16cm
Im Dreieck MBC gilt mit h = IMC| mit dem Kosinussatz:
h=132+82-2-3-8-cos 60° cm=7,00cm h=7,00cm

Im Dreieck ABC gilt:

LBAC =180°-60° -7, = 120°-46,1° = 73,9°
= LCAD = a.—73,9° = 120° - 73,9° = 46,1°

Im Dreieck ACD gilt mit dem Sinussatz:

i = ;nz%égl oc= ;nz%égl - sin 46,1°=5,28cm c=5,28cm

Mit dem Kosinussatz im Dreieck CDM gilt fiir e = <<CMD:

cose = SIS LIE=528  ¢ _ 46,77° KCMD =~ 46,77°

Mit dem Sinussatz gilt weiterhin im Dreieck CDM mitn = <{MDC:

2B = L o sinm = 550 - sin 46,77° = m = 75,01° 4MDC = 75,01°
Mit der Winkelsumme im Dreieck CDM folgt:
<DCM = 180° - 46,77° - 75,01° = 58,22° <DCM = 58,22°
Fiir den Flacheninhalt des Dreiecks CDM gilt:
Acom =5 7cm - 6,16¢m - sin 46,77° = 15,7 cm? Acpm = 15,7 cm?

Fiir den Flacheninhalt des Trapezes gilt:
Atrapez = Aasc * Aaco
=%- 6cm-8cm - sin 60° +%-4,08cm -5,28cm - sin 100°

=20,8cm?+ 10,6 cm? = 31,4 cm? A =~31,4cm?

Trapez
Mit %Enm:[ =~ 0,5 nimmt der Flacheninhalt des Dreiecks CDM die Halfte des Flacheninhalts des
Trapezes ABCD ein.

Alternativer Lésungsweg (ohne Berechnung der Flacheninhalte):

Die Flache des Dreiecks CDM berechnet sich aus der Trapezflache abziiglich der Dreiecksflachen
BCM und DAM. Diese beiden Dreiecksfldchen sind zusammen genau halb so grof} wie die Trapez-
flache, da ihre Hohe jeweils die halbe Trapezhohe ist (da M Mittelpunkt von AD ist) und die Grund-

seiten der Dreiecke genau die zueinander parallelen Seiten BC und AD sind. Damit gilt:

ACDM =O 5

Trapez
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k) 24

LACB = 180°-(133° + 26°) = 21°

sin21° _ 48m
sin26° ~ [BC]
_ s
= [BCl = 48m - 30280~ 58 7m
; o__h_
sin 47 Bl

= h=IBCl-sin47°=42,9m

Der Hohenunterschied betragt
ca.42,9m.

FA 48m #B D

K3 ) 25 a) Nach dem Brechungsgesetz von Snellius gilt: sin f =S¢ = SI37° _ g - 77 gge

n
b) Fiir die Ldnge s gilt mit Plattendicke p=2,5cm: cosp=2 < s = 52—[3 = %%90 ~2,70cm
¢) Esgilt: y=o0—-p =14,91° (Wechselwinkel). Da d senkrecht auf dem Einfallsstrahl steht, gilt:
siny= % <d=s-siny=2,70cm - sin 14,91°= 0,69 cm

@ 26 Hinweis: Wir gehen bei der Aufgabe stillschweigend davon aus, dass die Regentropfen geradlinig fallen
und der Verlauf eines einzelnen Tropfens dabei in einer Ebene liegt, die senkrecht zu den Fenstern ver-
lduft. Zeichnerisch lasst sich die Situation dann im Querschnitt mit zwei bei A rechtwinkligen Dreiecken
AB_C bzw. AB,C folgendermafBen darstellen:

y A
4,5
s
3,57
3
Balkon
C 255
2__
LT Haus
b=2,50m 14
o5+
(o1
| [N |b Oa | | | | | | ] L
T A IBb T B T T T T T T T T Ll
-2 =15 1 —0,505 40,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 x
Gy =0,75m
i N T
C,=1,50m
|—
=151

a) Mitb=2,50mundc, =1,50m gilt:

_250m _ 5 _ o
tanoca—fso—m—3 = o,=59,0

b) Mitb =2,50mund ¢, =0,75m gilt:

_ 2,50m _ 10 _ o
tanocb—5:75—m—3 = o,=733
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| K2 ) Vorwirtseinschneiden
a) Essind individuelle L6sungen moglich.
b) Losungsmoglichkeit:

Sinussatz im Dreieck ABP: sirﬁ_ﬂm = Sif223o = IBPl =~ 80,5 m
Sinussatz im Dreieck ABQ: Sin'%%' 5= Sifg;“zo = IBQl=85,5m

Kosinussatz im Dreieck BQP:
IPQI% = (80,5m)2 + (85,5m)2 -2 -80,5m - 85,5m - c0s 53,6° =|PQl=75,0m
¢) Essind individuelle L6sungen moglich.

| K2 ) Standortbestimmung mit Smartphones
a) Wenn man nur zwei Sender hat, gibt es zwei mogliche Positionen fiir das Handy:

1. mogliche Position

Sender 1 Sender 2

2. mogliche Position

b) Kosinussatz im Dreieck ABS: y A
(6,00m)? = (10,00 m)? + (12,00 m)? 27T
-2-10,00m-12,00m - cos o 20T Gebiude (@)
= coso = % = 0=29,9° 181 Sender C
€05 29,9° = 1o|$m = |AFl=8,7m 16T =T
sin 29,9° = lol’%%lm = [SFl=5,0m 4T 1
= 5,(9,7112,0) S,(9,712,0) 12 - -3Mmartohone 4 g

Entfernungvon S, bzw. S, von C:
IS,Cl=V(21-9,7?+(19-122m=7,1m
IS,Cl=V(11-9,79)?+(19-2)?m=17,0m 61 Sendera 12.00m F Sender B

41

2+

L s s ey ey

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 x

\J
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¢) Losungsmoglichkeit:
Berechnung des Winkels <(BAD im Hilfsdreieck ABD:
tan <BAD = ¢ = <BAD = 9,5°
Berechnung des Winkels <<SAB im Dreieck ASB mithilfe des Kosinussatzes:
(6,00m)2 = |ABI” + (10,00m)2 - 2 - |ABI - 10,00m - cos <SAB
(6,00m)2=(12,17m)2 + (10,00m)2-2-12,17m- 10,00 m - cos <LSAB
= c0s <LSAB=0,871 = <LSAB=29,4°
= Der Winkel <CEAS hat das Maf 90° - 9,5°—29,4° = 51,1°
cos 51,1° = 1o|,ATEo|m = |AEl=6,3m

sin 51,1° =% = |§|z7,8m

= 5,(8,810,7) S,(8,8113,3)

Die Bestdtigung, dass S, der richtige Handy-Standort ist, ergibt sich beispielsweise mithilfe des
Satzes von Pythagoras.

y A
22T
20T Gebaude ()
184 Sender C
16 T
14T
bl 18,14m
101

Sender A
8T D
oL .
(((.,))

4T |10,00m Sender B

54 . 6,00m

0 E* | | Srlnartplhone: s L

T T T T T T T T T Ll

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 x

d) Wenn die Sender — unabhéingig davon, wie viele es sind — auf einer Geraden liegen, dann gibt es
immer zwei Moglichkeiten, wo sich das Handy befinden kann.

1. mogliche Position

Sender 2

Sender 1

2. mogliche Position

e) Essind individuelle Losungen méglich.
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3.10 Das kann ich! Kapitel 3

LAufgaben zur Einzelarbeit l

1 a) sin35°=0,57 b) sin270°=-1 ¢) sin167,5°=0,22
€0s 35°= 0,82 €c0s270°=0 cos 167,5°=—-0,98
tan 35°=0,70 tan 270° (nicht definiert) tan 167,5° =-0,22

d) sin (~60,6°) =-0,87 e) sin180°=0 f) sin (-140° =-0,64
cos (-60,6°) = 0,49 cos 180° =-1 cos (-140° =-0,77
tan (-60,6°) =-1,77 tan 180°=0 tan (-140°) = 0,84
2 a) o,=73,6° o, = 156,41°
b) o= 96,4°
¢ a=121,4°
d) o,~17,7° o, ~102,3° o, =137,7°
e) o, ~17,4° o, = 49,3° o, = 137,4° o, =~ 169,3°
3 a) o,=-306,9°  0,=~-233,1°  05=53,1° o, = 126,9°
b) o, =-168,5° 0, =~-11,5° 03=191,5° @, =3485°
¢ o, =-270° o, = 90°
d) o, =-225,6° o, =-134,4° Oy = 134,4° o, = 225,6°
e) o, ~-275,7° o, ~—84,3° o, = 84,3° o, =275,7°
f) o, ~-180° o, ~ 180°
g o,~-291,8  0,=-111,8°  0;=68,2° o, = 248,2°
h) o, =-234,5°  o,=~-54,5° 0y=1255° o, =3055°

4 a) a,~20,5° o, ~159,5° b) o, = 56,6° o, ~123,4°

05 =200,5° o, =339,5° 0,=236,6° 0y ~303,4°
¢ o,=56,3° o, =~ 123,7° d) ae[0° 309 o € ]150°; 2109
0,=236,3° 0o, =303,7° o e [330°; 360°]

5 a) Die Aussage ist wahr, denn:
sinB+cos?B=1
sin?B=1-cos’?B=1-0,642=0,59
sin B =Vsin2 p =10,59 ~0,77

T cosB T 0,64
6 a) m=tan8,5°=0,15 b) m=tan45°=1 ¢) m=tan60°=1,73
7 a) y=—x-2,5 m=-1 S(-2,510)
Es gibt keinen Schnittpunkt mit der positiven x-Achse.
b) y=1x+1 m=1 S(-410)
Es gibt keinen Schnittpunkt mit der positiven x-Achse.
C) y=-3x+6 m=-3 S(10)
tana=-3 o oa=-71,6°
d) y=3,5 m=20

Die Gerade verlduft parallel zur x-Achse, es gibt keinen Schnittpunkt mit der Achse.
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Kapitel 3 3.10 Das kann ich!

(KX ) 8 a)y=0,5x m=0,5 tane=0,5 < £~ 26,6°
b) y=-3x m=-3 tane=-3 o e=-71,6°
c) y=-2x =-2 tane=-2 & e=-63,4°

(KX ) 9 r:y=—%x s:y =0,5x t:y=0,5x-1,5
Die Geraden s und t haben beide die Steigung m = 0,5 und verlaufen demnach parallel und haben
keinen Schnittpunkt.
Die Winkel zwischen r und s sowie zwischen r und t sind identisch, da s und t parallel sind.
m, =tano, = —% = o, =—59,0°
m,=tana,=0,5 = a,=26,6°
o= o, +lo,l =26,6°+59,0° = 85,6°
B=180°—0a = 94,4°

3

10 Die Aussage ist falsch. Gegenbeispiel mit oo = 100°:
2 2
sin 100° = 0,98 und 5-= 0,71, d. h.: sin 100° > g, aber tan 100° = -5,67.

J

11 a) N Zeichne AB mit ¢ = 8,4 cm und bei A den
Winkel mit dem MaB o = 35°.

b=6,2 an,/" p Der freie Schenkel schneidet den Kreis
T umAmitr=b=6,2cminC.

352
A c=8,4cm B

b) Mit dem Kosinussatz ergibt sich:
a=V6,22+8,4-2-6,2-8,4-cos 35°cm = 4,87 cm

KX ) 12 a) o=y=53,1°B=73,8%h, =52cm
b) A=3-7,8cm-5,2cm =20,3cm?
A= % - (6,5¢cm)? - sin 73,8° = 20,3 cm?

|=

—Sa=b=c=-1_=389M_443cm

13 sina= sino ~ sin 60°

a

B 8

4]

1. Losung:
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3.10 Das kann ich! Kapitel 3

KX ) 15 a) A=4,6cm?
b) A=662,7mm?
c) A=16,1cm?
Bei ¢) berechnet man zuerst mithilfe des Sinussatzes den Winkel o, anschlieend anhand der Win-
kelsumme im Dreieck den Winkel y, bevor man dann mit a, b und y den Flacheninhalt bestimmt.

| KX ) 16 a) Mitrechtwinkligem Dreieck CMF folgt:

h _ 8,7dm ~
el = =tano = 56dm~15 o= 56,9°

b) Mit <LCBA = <BAC = 75° folgt CACB = 30°, da die Winkelsumme im Dreieck 180° betragt.
Da das Dreieck ABC ein gleichschenkliges Dreieck ist, folgt, dass die Dreiecke MBC und AMC
rechtwinklig und zueinander kongruent sind. Es folgt: {MCB = {ACM = 15°.

el = cos ¥MCB
__Imcl  _ 56dm _ BFl =
IBCl = < Sics = caetse = 5-8dm |BFl = [AF| = h? + IBC2 = 10,5dm

IMFl =vh2 + IMCI2 = 10,3 dm

IMB| = IAM| = /IBFI2= IMFl = 2,0dm  |AB| = MBI + |AM| = 4,0dm

MWL — sin <cFBM = 1324m _ 0,98 SFBM = <FBA = XBAF ~ 78,8°
IMB] — sin < MFB = 239~ 0,19 S MFB = 11,0°

<AFB =2 XMFB=2-11,0°=22,0°

((? Aufgaben fiir Lernpartner wiirde hier noch auf die Seite passen, dann miisste aber
wieder eine Vakat-Seite ans Ende ...))
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Kapitel 3 3.10 Das kann ich!

LAufgaben fiir Lernpartner l
!

K1/6 ) A Dasistrichtig.

~
=
S~
o

B Dasist falsch, die Werte von Sinus und Kosinus sind immer kleiner oder gleich 1, der Tangens nimmt
auch Werte grofier als 1 an.

C Das istrichtig.
D Dasist falsch, die Kosinuswerte wiederholen sich am Einheitskreis alle 360° (Periode 360°).
Das ist falsch. Gegenbeispiel mit y=90°: sin (90° - 90°) # sin 90°

F Das ist falsch. Gegenbeispiel mit B = 0°: sin?0° — c0s20° = -1 # 1

~ ~ ~ ~ ~

[ = = [ =

~~ ~~ ~~ ~~ ~~

=)} =)} <)} =)} o
m

G Das ist falsch, da der Sinussatz bei drei gegebenen Langenmafien nur einen Wert zum Verhaltnis
zweier Innenwinkel, aber keinen exakten Wert fiir einen Innenwinkel liefert.

i
[
~
(=)}
==

Das ist falsch, der Kosinussatz gilt in beliebigen Dreiecken, somit auch in gleichseitigen Dreiecken.
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3.12 Mathe mit Képfchen Kapitel 3

LBesondere WinkelmaB3e und -beziehungen 1
I

(KX ) 1 [q 30° | 150° | 210° | 330°
sin o 0,5 0,5 -0,5 -0,5
CoS O 0,9 -0,9 -0,9 0,9
tan o 0,6 -0,6 0,6 -0,6
K5 ) 2 a) sin(180°-a) = +sin sin (180° + o)) = =sin o,

b) cos (~o) = +cos o
c) cos (180°-q) =—cos (+a) cos (180°— ) = +cos (180° + o)
d) cos 133° =—cos (146° —99°)

e) tan (o.—180° = +tan o tan (o0 —360°) = +tan o tan (ot —20) =—tan o
K5 > 3 a) sin45°=cos45°  b) tan70° > tan 60° ) sin 20° < sin 70° d) cos 40° > cos 60°
e) tan45°=1 f) cos0°+cos90°=1 g) tan60°>1 h) sin 90° + cos 0° = 2

N|n

K1 ) 4 a) Aussino={und cos[] %folgtsinoc=cos[32ﬁ].
3

D'|N|n

b) Aus coso =+ = 2b und sin ] =%folgt cosoc=sin[32ﬁ].

LSinus, Kosinus und Tangens anwenden 1

5 a) Rechtwinklige Dreiecke sind: ABM, AMC, ACS, ABS, AMS.
b) IMSI* = [ASI* + [AMI? (ABI* = [BMI* + [AMI%)
c) Dreieck AMS:

sin LASM = l;m: cos <LASM = |E_I\S/l|| tan <ASM = %
sin <LSMA = JE—,\S,JI cos LSMA = ::—m: tan <<SMA = ||E_,31||
6 Sei c die Hypotenuse im rechtwinkligen Dreieck ABC, dann gilt:
A— -a-b A— ~c-h, A=%'a'taﬁoc

7 Antwort C: Die Anwendung des Kosinussatzes im rechtwinkligen Dreieck ergibt den Satz des Pytha-
goras.
Begriindung: Mit c als Hypotenuse und y = 90° folgt:
c2=a?+b?-2ab-cos90°=a%+b?2-2ab-0=a?+b?
Der Satz des Pythagoras kann als Sonderfall des Kosinussatzes angesehen werden.

@ 8 Zerlegt man ein beliebiges Dreieck entlang einer Héhe in zwei Teildreiecke, so kann man die bekannten
Zusammenhdnge fiir sin o, sin  und sin y erkennen, aus denen der Sinussatz folgt. Dass der Sinussatz
auch fiir stumpfwinklige Dreiecke anwendbar ist, wird in Beispiel Il zum Sinussatz (Seite 92/93) unter
Verwendung der Supplementbeziehung sin (180° — o) = sin o gezeigt.
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e

1

Terme
1 DieTerme 3 und 4 unddie Terme 5 und 8 sind dquivalent zueinander.

Funktionen

2 a) D={-4,5-4;-3,5-3;-255W=1{-3;0;2; 2,3}
b) Georg hat Recht, da die Zuordnung jedem x e D jeweils genau ein y € W zuordnet.

3 a)fiy=-23x | x| -3 -2

=il

0 1 2 3 4

y 6,9 4,6

2,3

0 -2,3 -4,6 -6,9 -9,2

4 A-ps
B —p5: Gerade mit y-Achsenabschnitt t
C-py

D-p;:
E-p,:

Funktionale Abhdngigkeiten

=1

b) Die Nullstelle der Funktion f kann aus der Wertetabelle abgelesen werden, sie liegt bei x = 0.
nach unten gedffnete und gestauchte Parabel mit S (-110)
nach oben gedffnete und gestreckte Parabel mit S(111)

nach oben gedffnete Parabel mit S (-210)
nach unten geo6ffnete und gestreckte Parabel mit S (01-1)

5 a) Essindindividuelle Losungen méglich, z.B.: b) C (x10,25x+3)

A AR —[6). ac — 3
A G __— AB = (7)’ AC, = (0,25)5(:9)
A _1 |6 3
¢ 34— Anec, ® =317 0,2&)3(:9| FE
So— a =3+ (1,5%+54-7x-21) FE
n, T A | = (£2,75x+16,5) FE
h = ¢
- B Damit A (x) positiv ist, muss gelten:
00 > -2,75x+16,5>0 < x< 6
- = = /2 3
V] ‘ > ) A
P "{3\ A() = (-2,75x+ 16,5) FE
/b 15
/) |- 10 '\\“\
R -
0 =
C,(=312,25) mitb = 8,25 LE, h, =6 I aL ! ; .
LE: Ayge, = 24,75 FE
C,(313,75) mita=2,75LE,h, =6
LE: Apgc, = 8,25 FE
x| 4 | 3 [ 2 | 0 1 2 3 4 5
y| 27,5 | 24,75 22 19,25 | 16,5 | 13,75 11 8,25 5,5 2,75

\_
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4 Trigonometrische Terme

und Funktionen

~N

Die Auftaktseite eines Kapitels enthdlt zwei verschiedene Elemente:

Zundchst werden die Schiiler mit einem offenen Einstiegsbeispiel an das neue Kapitel herangefiihrt.
Zentral ist dabei immer der Anwendungsbezug: Kein Lehrplaninhalt ist rein innermathematisch, sodass
den Schiilern von Beginn an gezeigt werden sollte, dass Mathematik nichts Abstraktes ist, sondern

oft im Leben der Schiiler vorkommt. In einem Unterrichtsgesprach zur Auftaktseite konnen viele der
kommenden Lerninhalte schon heuristisch erarbeitet, Vermutungen gedufiert und Zusammenhange
erschlossen werden.

@ Der Schatten des Stiftes auf dem Boden bzw. an der Wand beschreibt jeweils eine Strecke der
Ldnge 2dm.

@ Projektion der Bewegung an die Wand: Der Schatten startet beiy = 1.
2 1Y

Projektion der Bewegung auf den Boden: Der Schatten befindet sich zundchst beiy = 0.
AuBBerdem bewegt er sich beiy = 0 schneller als beiy = +1.

Q

iy

Die Kurven 1 und 4 mit ,,Knicken“ kommen nicht in Frage, weil die Schattenbewegung einer Sinus-
bzw. Kosinuskurve folgen muss. j

R
X .

Die Aufzahlung am Ende der Seite bietet einen Ausblick auf die wesentlichen Lernziele des Kapitels
und schafft so eine hohe Transparenz fiir Schiiler und Lehrer. Durch einen informierenden Unterrichts-
einstieg konnen sich Schiiler und Lehrer auf das Kommende einstellen.

Idealerweise wird im Unterricht der Bezug hergestellt zwischen der Einstiegssituation und den im Aus-
blick angegebenen Lernzielen. J
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Kapitel 4 4.1 Additionstheoreme

| KX ) | m Losungsmdglichkeit: Betrachtet man zuerst das Dreieck ACD, so l4sst sich jeweils eine Gleichung

fiir den Kosinus und den Sinus von B aufstellen, wobei die Ankathete von B die Strecke AC und die
Gegenkathete die Strecke CD ist. Die Hypotenuse hat die vorgegebene Linge 1 LE.

Betrachtet man nun das Dreieck ABC und stellt die Gleichung zum Sinus von o auf, so kann die Ldnge
|AC| der Hypotenuse mithilfe der obigen Gleichung durch den Kosinus von B ersetzt werden. Diese

Gleichung wird anschlieRend nach |BC| aufgeldst.

nuse betrdgt wieder 1 LE.

chung sin (o + ) = sino - cos + cosa - sin .
| KX » | m Betrachte das Dreieck ACD:

cosP = & =|AClund sinp = CTl = |CDI
Betrachte nun das Dreieck ABC:

_ |ABI _ IABI AR| — .
C0S 0L = [35] = Tosp = |ABl = cosa- cos B
Betrachte das Dreieck DFC:

IFCl _ IFCl _
sin o0 = 55 = 5inp = IFCl = sina. - sinB

Betrachte das Dreieck AED:

cos(oc+|3)—:£\g: M |ABI - IFCl

Es folgt: cos (o + B) = coso - cosB—sina - sinf3

| KX » | m Betrachte das Dreieck FCD:

ICol _ ICDI == _ .
COS Ol = 5y SInB=>|CD|—cosoc sinB

Betrachte das Dreieck AEF:

-

Analog geht man beim Bitrachten des Dreiecks DFC vor. Hier wird der Kosinus voniberechnet, die
Lange der Hypotenuse ICD| durch den Sinus von B ersetzt und anschlieBend nach [FD| aufgeldst.

Zuletzt betrachtet man das Dreieck AED und berechnet den Sinus des Winkels (o + ). Die Hypote-

Die Lange |ED| wird aufgeteilt in |[EF| + [FDI, wobei |[EF| aufgrund der Rechtecksform der Lénge |BC|
entspricht. Nun konnen die Gleichungen von oben eingesetzt werden und man erhalt die Endglei-

- [REl _ IAEl _, |AE| = .
COS 0L = [25 = Cosp = |AEl = cos o - cos B
Betrachte nun_das Dreieck ABC:
sin (- P) = A=g lBDl Dl _ |EF| - [CDI = sino: - cosP-coso-sinB
cos(a-P) = % lA—Ellﬂ IAE| + IFDI = coso - cosB +sina - sin B

~

Nachgefragt

@ Die Behauptung ist richtig, denn:

sin(o+P) _ sino-cosP +coso-sinP
cos(ot+P) ~ coso-cosB-sina-sinP

B tan(o+P) =

€0s 30° - sin 60° + sin 30° - cos 60° = sin (30° + 60°) = sin 90° =1

Aufgaben

(K5 > 1 a) sin(45°+30° = sin 45°- cos 30° + cos 45° - sin 30°

=0,97 =0,97
b) cos(180° + 45°) = cos 180° - cos 45° —sin 180° - sin 45°
=~-0,71 =~-0,71
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4,1 Additionstheoreme

€) sin(15°+25° = sin 15°- cos 25° + cos 15° - sin 25°

~0,64 =~ 0,64

d) cos (180° - 60°) = cos 180° - cos 60° + sin 180° - sin 60°
=-0,5 =-0,5

e) sin(45°-15° = sin 45° - cos 15°— cos 45° - sin 15°
=0,5 =0,5

f) cos(30°+45° = cos 30° - cos 45° —sin 30° - sin 45°
~0,26 ~0,26

Es sind unterschiedliche Lésungsansatze moglich.
a) cos 75°=cos (30° + 45°) = cos 30° - cos 45° —sin 30° - sin 45°
“1V3- 12112 - 1E- 12 - 1B -12)
siehe a)

b) sin 15° = cos (90°—15°) = cos 75° ~ = %(\/g—\/f)

Alternativ:

sin 15° = sin (45° — 30°) = sin 45° - cos 30° — cos 45° - sin 30°

V713121 - 6 - W2 = L(6-VD)

€) sin 75° = cos (90° - 75°) = cos 15° = (/6 +1/2) (nach Beispiel Il

Alternativ unter Verwendung der Additionstheoreme. Zerlegung bspw. in 75° = 30° + 45°.
d) cos 105° = cos (60° + 45°) = cos 60° - cos 45° — sin 60° - sin 45°

=1 42-3- H2=H2-1e=102-V6)

Alternativ iber Ansatz cos (180° — o) = —cos o. mit o = 75° und Teilaufgabe a).
e) sin 150° = sin (180°-30°) = sin 30° =1
f) sin 105° = sin (180° — 75°) = sin 75° = %(\/E +V2) (nach ©)
g) cos 150° = cos (180° — 30°) = —cos 30° = —%\/3
h) sin 135° = sin (180° - 1359) = sin 45° =22
i) cos 135° = cos (180° - 45°) = —cos 45° = -32
j) cos 180°=—cos 0°=-1

a) cos (90°+¢) =c0s90°- cose—sin90°-sine=0-1-sing=-singe

b) sin (90° + &) =sin 90°- cos €+ c0s 90°-sine=1-cose-0=cos e

c) cos (60°—-¢)—0,5-cose=cos60°-cose+sin60°-sine—0,5-cose
=%-cose+% 3-sing-0,5-cose¢
=0,5-cose+3\3-sine
=%(cose+\/§_sin£)

d) sin (e +180° =sine-cos 180°+ cose-sin 180°=sine- (-1) + cose -0 =-sin e

e) sin (360°+¢) =sine

f) cos (150°+¢€)-0,5-sine=cos 150°-cose—sin 150°-sing—0,5-sine
=—% 3-cose—%-sine—0,5-sin£

=—% 3-cose-sing
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Kapitel 4 4.1 Additionstheoreme

4 Mithilfe der Formel sin? o+ cos? o = 1 ergibt sich insgesamt:

12 _12
sino = 13 cos o =13 cos B =135 sinf=

wl“"

a) sin(a+P)=sino-cosP+cosa-sinP=

b) cos (+P) =coso-cosB-sinoa-sinP = —-%—ﬁ-ﬁ=%gz0,70
¢) sin(a—P)=sina-cosP-coso-sinP= —3-%—%-%=%=0
d) cos (u—P) =cos o cosP+sino-sinp = —§ %—2+%-%=%=

5 a) Tony nummeriert die charakteristischen Winkel a. = 0°, 30°, 45°, 60° und 90° mit den Ziffern
x=0,1,2,3und 4. Um sin o zu berechnen, kann er einfach den jeweiligen Wert von x in die Formel
sin o =% X einsetzen. Zudem weif} er, dass sin (90° — o)) = cos « gilt, sodass er sich die jeweiligen
Kosinuswerte erschlieen kann.

b) Mithilfe der Additionstheoreme lassen sich aus den Sinus- bzw. Kosinuswerten in Tonys Eselsbrii-
cke bzw. in der Tabelle zu Beispiel Il die Werte fiir sin 75° und cos 75° berechnen (siehe Aufgabe 2).
Fiir den Tangens gilt damit:

'(‘/g"\/?)=(\/€+\/5)'(\/Z+\/5)=6+2\/€\/5+2 8+4\/_ —24\3
‘Ve-V2) We-V2)- (6 +V2) 6-2

¢) Tony kann mithilfe von b) den Wert des Terms tan 255° bestimmen:
_ sin255° _ sin75° _ _
tal’l 2550 - cos 2550 - cos 750 - tan 750 - 2 +V§

o_ sin75° _
tan 75 - cos 750 -

IS S

5 Schulbuchseite xxx



4.2 Trigonometrische Gleichungen Kapitel 4

BT D

| KX > | m Lésungsmoglichkeit:
Zu Beginn vereinfacht Peter die Gleichung mithilfe einer Aquivalenzumformung. AnschlieRend méch-

te er den trigonometrischen Zusammenhang des Tangens (tan o= 5(')23) verwenden.

Hier muss jedoch sichergestellt werden, dass der Nenner nicht null wird, also muss cos o # 0 gelten.

Der Fall cos o= 0, also o. = 90°, wird deshalb im Rahmen einer Fallunterscheidung vorab gesondert

behandelt, was allerdings nicht zu einer Lésung der Gleichung fiihrt. Im zweiten Fall kann Peter den
\ Tangens dann ,ganz normal“ anwenden und erhdlt die angegebene Lésung. j

Nachgefragt N

@ ® Bei der Losung der Gleichung werden nicht nur Aquivalenzumformungen gemacht (z. B. beim Ausfiih-
ren der Quadrate im 3. Schritt).

@ @ Die Funktionswerte der Sinus- und der Kosinusfunktion sind maximal 1. Insofern kann der Funktions-

wert der Summenfunktion nur dann 2 ergeben, wenn es ein Winkelmaf gibt, fiir das beide Funkti-

onen gleichzeitig den Wert 1 annehmen. Allerdings existiert kein solches Winkelmaf3, also hat die

Gleichung keine Losung. j

-

Aufgaben

(ks > 1 a) L={210%330%
b) L={31,79° 328,21°%
©) L={143,13° 323,13
d) L={45° 135° 225° 315°}
e) L={39,92°139,97° 219,92° 319,97°}

) L=0
2 a) L=1{0°180°% b) L ={90° 153,4°; 270° 0 L={0%
d) L ={0°; 180° e) L={116,6° 206,6°} ) L=0C
3 a) L={45°225% b) L ={0° 60°; 180°; 300°; 360°} ¢) L={38,17° 141,83°}

a) sina=+Vy1,25-a+0,5
b) Bedingungen:-1<+V1,25-a+0,5<1 A 1,25-a>0
L={al-1<a<1,25}=[-1;1,25]

| BE

5 a)l tanoc=stjX
Il tan[3=%
linll: h (@)= gn'éa'_“fm
b) h (60° =23,66m
c) B=55,49°
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Kapitel 4 4.2 Trigonometrische Gleichungen

- 6 a) Mittels quadrat|scher Ergdnzung wird der Term auf die Scheitelform gebracht. Da 0,25 zu
[sm oc——] addiert wird, reicht es, nur[sm a—%] zu betrachten. Nun bestimmt man diejenigen
Winkel o, fiir die der Term minimal bzw. maximal wird.
b) 1 T=2-(cosa+0,375)%+2,72

T =2,72 firo=112,02° v o =247,96°
T —650 fur o= 0° v o=360°
2 T=—(cosoc 0,5)2+2,25
Toin =0 fur oo = 180°
Ta —225 fur oo = 60° v o =300°
3 T= (sm o—-1)2-
T fUroc= 90°
Toax =3 fur o= 270°
4 T= O 25 (coso.—1)2—
Ti furoc 0°
Tmax fir oo = 180°
5 T= [cos oc—%] +0,25
Toin =0,25 fur oo = 60° v o =300°
Trax = 2,5 fiir oo = 180°
6T=3. [sm o+ Z] +4,8125
Toin = 48125 firo=34552° v o=194,48°
Toax = 9,5 fir oo = 90°
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4.3 Sinus- und Kosinusfunktion Kapitel 4

BT N

T y=sina

0° T T
90° 180 270° 60° o

-1+

® Der Funktionsgraph ist stetig (d. h. man kann ihn mit dem Stift durchgéngig, also ohne Abzusetzen
zeichnen). Er hat im abgebildeten Intervall Nullstellen bei o, = 0°, o, = 180° und o, = 360°. Sein
K Maximum nimmt er im Punkt (90°11) und sein Minimum in (270°[-1) an.

J

Nachgefragt

g

® Am Einheitskreis stellt sin o die y-Koordinate eines Punktes auf dem Einheitskreis dar, o ist dabei das
Winkelmaf, um das der Punkt P (110) auf dem Einheitskreis gedreht wird. Fiir oo = 90° nimmt sin o
den Extremwert 1 an, der in der Sinuskurve einen Hochpunkt ergibt.

Aufgaben

1 a) Periodenldnge 4 b) Periodenlinge 5
2 a) o, =631% o,=116,9° b) o, =15,3% o, = 164,7°
¢ o,=-50° o,=-175,0° d) o, =-44,9°;  o,=135,1°

3 e 2759 -265% 85°und 95°
e 2359 55° 125°und 415°
—155°; —25°; 205° und 335°

B 0 06

4 Neben dieser sind auch andere Achsenskalierungen moglich.
v A
1 —_

—-180 -90° 90° 180° o

o

Die Nullstellen von f: y = sin o sind —180°; 0° und 180°.
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Kapitel 4 4.3 Sinus- und Kosinusfunktion

| KX ) 5 Verena hat nicht Recht. Die Sinuswerte wiederholen sich zwar bei k - 360°, da die Periodenldnge 360°
betrdgt, jedoch kommen die Sinuswerte innerhalb dieser Periode mehr als einmal vor. Die Werte wie-
derholen sich also nicht nur nach Vielfachen von 360°.
Dies ist anhand des Graphen der Sinusfunktion gut erkennbar, denn die Werte zwischen 0° und 90°
sind auch zwischen 90° und 180° zu finden, nur in ,,umgekehrter Reihenfolge®. Der Bereich zwischen
0° und 180° ist also achsensymmetrisch zur einer Achse bei 90°. Dies ist ebenfalls zwischen 180° und
360° der Fall mit einer Achse bei 270°.

6 a) Die y-Achse ist wie Uiblich skaliert (1 2 2 K&stchen). Zum einfacheren Zeichnen kann man die
x-Achse wie angegeben skalieren, also so, dass gilt: 180° £ 6 Kastchen.

b) Fiir eine schnelle Zeichnung kann man den Graphen am Ursprung spiegeln.

y
1
] 1 ] ] O ] 1 1 »
T 1 T Oo T T T T T Ll
-360° -180° 1 180 60° a
(KX > 7 a) a,=30%0,=150°
y A | i
S i
y=0,5 J |
1 1 : 1 ;\l 1 ] »
I 0° | I T T >
-180° ~90° : 90° 180 270° 60° o
y=sino E
o :
b) 0°< o <30°und 150° < 0. < 360°
y A ]
T~
y=05 A VTSN NB
1 1 : 1 ‘:\ 1 ] »
T T 0° T 1 T >
-180° -90° 5 90° | 180 270° 60° o
at |

€ o, =-90% o, =270°

y =sino

d) 390°< o <510°
y A

1 i i
y=0,5 m
,/E | E\\A | | >
1

270° 360°
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4.3 Sinus- und Kosinusfunktion Kapitel 4

| kx » 8 a) Essindindividuelle Losungen moglich.
b) Es sind individuelle L6sungen moglich.
¢) Gleichung der Funktion: y = sin ot + 2

[KxD 9 [y}

Pwa /
g : >
90° 180° 270° 360° o
=1+

| KX ) 10 a) Zu Beginn wird der Graph zur Funktion cos o in ein Koordinatensystem gezeichnet. AnschlieBend
tragt man den Wert, mit dem der Kosinus gleichgesetzt wurde, als horizontale Gerade beispiels-
weise beiy = -0,5 ein. Die Losungen der Gleichung ergeben sich aus den Schnittstellen der beiden
Graphen.

b) 1 o, =-60° o, =60°

\/

| KX ) 11 a) DieinAufgabe 8 gebastelte Schablone kann ebenfalls zum Zeichnen der Kosinusfunktion verwen-
det werden, da die Kosinusfunktion genau der Sinusfunktion entspricht, welche um 90° in negative
a-Richtung verschoben wurde.

b) Essind individuelle Lésungen moglich.
c) Gleichung der Funktion: y =coso—1

Schulbuchseitexxx 10



Kapitel 4 4.3 Sinus- und Kosinusfunktion

W 129)

Der urspriingliche Graph der Sinusfunktion wurde ...

1 inRichtung der y-Achse um den Faktor 2 gestreckt.

2 ander a-Achse gespiegelt.

3 in Richtung der y-Achse um den Faktor 2 gestreckt und an der x-Achse gespiegelt.
4 umden Faktor%entlang der y-Achse gestaucht.

b) Bei einer Sinusfunktion der Form y = a - sin o beschreibt der Faktor a, wie stark die Sinusfunktion
gestreckt bzw. gestaucht wird. Der Betrag von a gibt das Maximum der Sinusfunktion an.

(KX > 13 a)

1 1 »
T >
00
-180 -90° /90° 180 270° 60° o
\/ 4
3 —_

Der urspriingliche Graph der Sinusfunktion wurde ...
1 um eine Langeneinheit entlang der y-Achse nach oben verschoben.
2 um eine Langeneinheit entlang der y-Achse nach unten verschoben.

3 um eine halbe Ldngeneinheit entlang der y-Achse nach oben verschoben.
4 um zwei Langeneinheiten entlang der y-Achse nach unten verschoben.

b) Bei einer Sinusfunktion der Form y = sin o + ¢ beschreibt der Wert ¢, um wie viele Ldngeneinheiten
der Graph entlang der y-Achse nach oben bzw. nach unten (c < 0) verschoben wird.
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4.3 Sinus- und Kosinusfunktion Kapitel 4

W) 149

Der urspriingliche Graph der Sinusfunktion wurde ...

1 um 90° entlang der a-Achse nach links verschoben.
2 um 45° entlang der a-Achse nach links verschoben.
3 um 90° entlang der a-Achse nach rechts verschoben.
4 um 30° entlang der o-Achse nach rechts verschoben.

b) Bei einer Sinusfunktion der Form y = sin (o — @) beschreibt das Winkelmaf ¢, um wie viel Grad die
Sinusfunktion entlang der a-Achse nach rechts bzw. nach links (¢ < 0) verschoben wurde.

(K2 ) 15 a) a=0'

b) Die Nulllagen o = 0° und o. = 180° entsprechen auf der Messachse den Werten 1 und —1.

¢) Das Auswertungsprotokoll ist eine Tabelle, in der mit Ax = 15° alle vorgegebenen Werte zwischen
0° und 180° eingetragen werden. Die Funktionswerte sind dann die y-Werte der Punkte auf der
Kurbelwelle bzw. die x-Werte der Punkte auf der Messachse.
Grundsatzlich gilt: Die y-Werte der Punkte auf der Kurbelwelle sind eindeutig. Die x-Werte der
Punkte auf der Messachse sind es nicht, sie hangen von der Position der Messachse ab bzw. von
der Lange der Stange, die die Drehbewegung in eine geradlinige Bewegung umsetzt. Die Tabelle
zeigt Messwerte fiir eine Lange der Stange von 3 LE bzw. 5 LE.

o 0° 15° 30° 45° 60° 75° 90°
x fiir Stangenlange 3 LE 1 0,95 0,82 0,62 0,37 0,10 -0,17
x fiir Stangenlange 5 LE 1 0,96 0,84 0,66 0,42 0,16 -0,10
y 0 0,26 0,5 0,71 0,87 0,97 1

o 105° 120° 135° 150° 165° 180°

x flir Stangenldange 3 LE -0,42 -0,63 -0,79 | -0,91 -0,98 -1

x flir Stangenldange 5 LE -0,35 -0,58 -0,76 | -0,89 | -0,97 -1

y 0,97 0,87 0,71 0,5 0,26 0

d) Kurve fiir die y-Werte: Der Verlauf des Graphen entspricht der Sinuskurve y = sin o

((Kurve und Kreis sind auf 1
skaliert, hoffe das passt so,
ansonsten evtl. ein neues
GGB senden ...))

Kurve fiir die x-Werte: Fiir oo = 0° bzw. oo = 180° stimmen die x-Werte auf der Messachse mit den
»hormalen® Kosinuswerten tiberein: 1 bzw. —1. Fiir alle anderen Werte gibt es — je nach Lange der
Stange bzw. Position der Messachse — mehr oder weniger grofe Abweichungen. Je langer die Stange
ist, desto geringer sind die Abweichungen der Messwerte von den ,,normalen® Kosinuswerten.
Grundsatzlich gilt: Die Abweichung kommt zustande, weil die Stange nicht parallel zur Messachse
gefiihrt ist, sondern ,,schrag®.
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Kapitel 4 4.3 Sinus- und Kosinusfunktion

Graph fiir Stangenlange 3 LE:

o
((Kurve und Kreis sind auf 1
skaliert, hoffe das passt so,
ansonsten evtl. ein neues
GGB senden ...))

"

e) Der Graph fir die y-Werte ist eine Sinuskurve. Der Graph fiir die x-Werte ist dem einer Kosinuskurve
dhnlich, stimmt aber nicht mit ihr iberein. Je langer die Stange ist, desto dhnlicher wird der Graph
dem der Kosinuskurve.
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4.4 Tangensfunktion Kapitel 4

301

y=tana

0° |
90° 180° 270° 60° o

=3

@ ® Losungsmdglichkeit: Am Einheitskreis wurde eine Tangente durch den Punkt (110) gezeichnet.
Schneidet man die zu einem bestimmten Winkelmaf} o. gehdrende Ursprungsgerade mit dieser
Tangente, so ist der y-Wert des Schnittpunkts dieser beiden Graphen der Tangenswert von o.. Man
erkennt, dass es sich nach 180° wieder um die gleiche Gerade durch den Ursprung handelt, es ergibt
sich also der gleiche Schnittpunkt.

Die Tangensfunktion hat somit eine Periodenldnge von 180°. AuRerdem besitzt sie mehrere Asymp-
toten. Die erste bei 90°, die anderen ergeben sich aus der Periodenldnge, haben also jeweils einen
Abstand von 180°. Die Asymptoten lassen sich anschaulich dadurch erklaren, dass die Geraden durch
den Ursprung an diesen Stellen parallel zur Tangente verlaufen und somit keine Schnittpunkte exis-

K tieren. j

~

B tano = Csti)r;g. Die angegebenen a-Werte sind die Nullstellen von cos o.

Somit ist flir diese o-Werte tan o nicht definiert.

@ Addiert man 180° zu einem beliebigen Winkelmaf3 o, so erhdlt man im Einheitskreis dieselbe Ur-
sprungsgerade wie zuvor. Da der Tangens, visualisiert am Einheitskreis, der Lange der Strecke
zwischen dem Punkt mit den Koordinaten (110) und dem Schnittpunkt der Geraden und der Tangente
an den Kreis im Punkt (110) entspricht, hat die Tangensfunktion eine Periodenldnge von 180°. Bei der
Sinus- und Kosinusfunktion entsprechen die y- bzw. a-Werte des Punktes auf dem Einheitskreis zum
jeweiligen Winkel dem Sinus- bzw. Kosinuswert. Diese Werte wiederholen sich erst nach einer vollen
Umdrehung, also ist die Periodenlange hier 360°.

Rechnerische Begriindung:

tan (oc+ 180°) _ sin(0+180° _ —sino _ sino _ tan o j

BE

cos (ot+180° ~ —coso. ~ coso

-
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Kapitel 4 4.4 Tangensfunktion

Aufgaben

| K4

1 |a 0° 10° | 20° | 30° | 40° | 50° | 60° | 70° | 80° | 90°
tanoe | 0,00 | 0,18 | 0,36 | 0,58 | 0,84 | 1,19 | 1,73 | 2,75 | 5,67 | n.d.
vy A
20T

181
16+ y =tana
1T
12
10
s+

6__

-

0 1 l l l 1 l l »
1 1 1 1 1 1 1 1 1 Ll

10° 20° 30° 40° 50° 60° 70° 80° 90° o

[kKx ) 2 kezZ

a) tan o =0,45: o= 24,2°% oy = 24,2° + k - 180°
b) tan o.=1,97: o~ 63,1°% o = 63,1° + k - 180°
) tan o =3,68: a.=74,8°% oy =~ 74,8° + k - 180°
d) tan o =5,65: o= 80,0% o, = 80,0° + k- 180°

[ K1 > 3 a) DieAussage ist richtig. Die Tangensfunktion hat die Periode 180°, also ist sie insbesondere auch

360°-periodisch.
b) Die Aussage ist falsch. Die Tangensfunktion ist nicht symmetrisch zur y-Achse.

c) Die Aussage ist falsch. Zwar sind Sinus- und Tangensfunktion 360°-periodisch, jedoch kann die
Sinusfunktion nicht durch Verschiebung aus der Tangensfunktion hervorgehen.

d) Die Aussage ist richtig. Die Tangensfunktion ist 180°-periodisch.

[ KX > 4 a) undb) gerundet auf zwei Nachkommastellen

15
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4.4 Tangensfunktion Kapitel 4

Ly A i i

RRRaR/1 |
y = tanfo. i 2T i i

aRaavE |

| i | .

I { 0o 1 | >

-180° —9EO° Al 990 80° 27:O° 60° o

FSSEEraRRnE

HESERE/ SRaas
o -180° | -165° | —-150° | —135° | —120° | —105° | —-90° —75° —60° —45°
y =tan o 0 0,27 0,58 1 1,73 3,73 - -3,73 | 1,73 -1
o —30° —-15° 0° 15° 30° 45° 60° 75° 90° 105°
y=tana | -0,58 | -0,27 0 0,27 0,58 1 1,73 3,73 - -3,73
o 120° 135° 150° 165° 180° 195° 210° 225° 240° 255°
y=tana | -1,73 -1 -0,58 | -0,27 0 0,27 0,58 1 1,73 3,73
o 270° 285° 300° 315° 330° 345° 360°
y =tan o - -3,73 | -1,73 -1 -0,58 | -0,27 0

¢) Dader Kosinuswert fiir o € {...; =90°; 90°; 270°; 450°; ...} jeweils 0 ist, ist der Tangens fiir diese Win-
kel nicht definiert. Die Definitionsliicken treten bei allen ungeradzahligen Vielfachen von 90° auf,
d.h. bei o= (2k - 1) - 90° = -1 180° mit k e Z.

1 Streckung um 2 bzw. Stauchung um 0,5. Fiir negative Werte ist der Graph zusatzlich an der a-Achse
gespiegelt.

2 Verkiirzung der Periodenldange um den Faktor 1,5 bzw. Verldngerung der Periodenldnge um den
Faktor%. Fiir negative Werte ist der Graph zusatzlich an der a-Achse gespiegelt.

3 Verschiebung des Graphenum 1, -1, % bzw. —% entlang der y-Achse.

4 Verschiebung des Graphen um 180°, —180°, 45° bzw. —45° entlang der a-Achse.
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Kapitel 4 4.5 Funktionale Abhdngigkeiten

__ensesn ] D

g &8

® MaB B des Winkels CBA: tan 3 =§ =pB=53,1°

@ Verwendung des Kosinussatzes:
IA_Pn|2=(x2+32+2-x-3-cosB) FE
IAP, | =x2+9 +3,6x LE

® Gegeben ist bereits der Winkel B; der Winkel AP B mit dem MaR vy ldsst sich durch die Innenwinkel-
summe berechnen: y= 180°-53,1° - o.

C Nun ldsst sich der Sinussatz anwenden:
3 |AP,|

siny ~ sinf
|APnl =3 le_rr]lg =3 sin (1856253;?},?—@)
Die minimale Streckenldnge ergibt sich fiir
4LE Pa v=90° = 180°-53,1° - ¢, also ¢ = 36,9°,
N da die Strecke AP, so ein Lot auf die Strecke CB bildet,
was automatisch die kiirzeste Streckenldnge ergibt.
? b Diese betragt dann |AP, | = 2,4 LE.

N J

Nachgefragt ~

[Kx

@ Daim Zahler des BruchsWﬂBOoT eine Konstante steht, geniigt es, den Nenner zu betrachten.
Der Bruch nimmt dann den kleinsten Wert an, wenn der Nenner den grof3ten Wert annimmt, und
umgekehrt. Fiir ¢ = 60° nimmt der Sinus im Nenner seinen gréf3ten Wert, ndmlich 1, an, woraus folgt,
dass der Bruch @ = 60° seinen kleinsten Wert annimmt, d. h., dass sich ein Extremum ergibt.
® Es ergibt sich fiir oo = 60° ein minimaler Flacheninhalt von A (o) = 1,5 cm?, da der Flicheninhalt mini-
\ mal wird, wenn der Nenner des Bruchs am groften ist, also muss der Sinus 1 werden. j

Aufgaben

(K5 > 1 a)tana=-% =h =5cm-tana 0 AA@@)incm? |
1 >em < J u(o)incm !
A=3c-h = A(0) = 25tan o.cm?. o0 :
Damit die Eigenschaft ,,gleichschenklig® 90—+ |
gewadhrleistet ist, ist fiir o eine Grundmenge g0 |
von 0° < o < 90° sinnvoll. |
_ 5cm A _ 5cm _ 1pr 70T !
b) cos 0= ey = IAC, | = 255 = IBC,| Bl |
=>u(0c)=10cm+2-|A_Cn|=[10+cgsoa]cm i
50+ :
40+
301 E
201 |
10 +

R e S e

10° 20° 30° 40° 50° 60° 70° 80° 90° o

17

Schulbuchseite xxx



4.5 Funktionale Abhangigkeiten Kapitel 4

d) Fiir oo = 0° reduziert sich das Dreieck auf eine Strecke, der ,,Umfang*“ dieser Strecke betrégt also
20cm, was jedoch ein ,,theoretischer” Wert ist, denn von einer Strecke ldsst sich i. A. kein Umfang
angeben, sondern die Lange der Strecke. Der Fldcheninhalt wiirde hierbei 0 cm? betragen. Die
beiden Funktionen fiir den Umfang bzw. fiir den Flacheninhalt haben bei oe = 0° ein Minimum, aller-
dings existiert fiir oo = 0° kein Dreieck.

Fiir oo = 90° existiert ebenfalls kein Dreieck, da die freien Schenkel an AB im Punkt A bzw. B keinen
Schnittpunkt haben. Sowohl Umfang als auch Flacheninhalt sind nicht definiert, der Graph von

A (o) und u (o) hat an dieser Stelle eine Asymptote. Ndhert sich oo dem Wert 90°, so werden sowohl
Umfang als auch Flacheninhalt unendlich grofs.

K2 ) 2 a) Nachdem Satz des Pythagoras gilt: 2 - IABI = (10cm)2= |ABI = /50 cm = 7,07 cm = |AC|
LA = A=1.1ABI-IACl = 25cm?

b) Eine sinnvolle Grundmenge fiir x ist 0 <x < 10.
c) Dadas Dreieck gleichschenklig-rechtwinklig ist, gilt: B =y = 45°.
Mithilfe des Kosinussatzes erhalt man:
|AP,12 = |ABI? + [BP,|2-2 - IABI - IBP,| - cos B =34cm? = |AP,| =V34cm=~58cm
|AP,| =V50-25cm =V25cm =5cm
Mit [BP, | = xcm berechnet man:
AP, | =/50 +x2—2-1/50 - x - cos 45° cm = /x2— 10x + 50 cm
Andere Losungsmoglichkeit iber den Satz des Pythagoras.
d) Der Wert fiir [AP,| = x? = 10x + 50 cm =V (x — 5)2 + 25 cm wird minimal fur x = 5 mit:
|AP,l =V25cm =5cm
e) |AP,|ist der Abstand von A zu BC und damit die kiirzeste Verbindung zwischen A und BC.
Die Streckenlange |AP, | wird minimal, wenn AP, L BC, also x = 5 bzw. AP | = 5cm.
f) Unter Verwendung der allgemeinen Fldchenformel fiir Dreiecke erhélt man fiir das Dreieck ABP,:

_ 2
A(X) =%~|AB| -x-sinB=%\/%-x-gcm2=2,5xcm2
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Kapitel 4 4.5 Funktionale Abhingigkeiten

K5 > 3 a) tan[3=% =b=6cm-tanf
Es handelt sich um ein rechtwinkliges Dreieck, also gilt:
AB)=3-b-c=3-6cm-6cm-tanP =18 tan B cm?

2
b) [gin° 0 10 | 20 | 30 | 40 | 50 | 60 | 70 | 80
A@B)incm? | 0 32 | 66 | 10,4 | 151 | 21,5 | 31,2 | 49,5 | 102,1
A A@) in cm? |
100__u([.’>)incm E
50+
801
60
501
wl g
20+
w0t g
o
10° 20° 30° 40° 50° 60° 70° 80° 90° B
) u=a+b+c
tanB=%:b=6cm-tanB
cos[3=§:>a=c6(fs”[‘3
u=focsr'é+6cm-tan|3+6cm
u([3)=6cm[colsﬁ+tan[3+1]
d) Zeichnung siehe b)
(K2 > 4 a) vA
7T C,
6+
st
s
34
.l
14
A AL N EONE
O34 s 6T By 10 x

b) Berechne die Koordinaten des Punktes C_ in Abhédngigkeit vom Winkel B:
Die Gerade durch B und C, hat die Steigung m = —tan f3.
Setze B(1010) und min die allgemeine Geradengleichung y = mx + t ein:
0=-tanPB-10+t=1t=10-tan  und damit folgty =—tan f - x + 10 - tan B.
Die x-Koordinate von C_ folgt aus dem Gleichsetzen beider Geradengleichungen:

_ _ 10tan PP 10tan 10tan
—tanB-x+10tanP=x=>x= W%— und damit ist C, [W%|W%]

Fiir B = 60° erhdlt man gerundet C, (6,3416,34).
Fuir den Flacheninhalt des Dreiecks F,BC, gilt:
A=3-IF,Cl-IBFl=3-6,34-(10-6,34) = 11,6 (FE)
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4.5 Funktionale Abhangigkeiten Kapitel 4

¢) Mit den Zwischenergebnissen aus b) folgt:

_ 1 10t 10tanB)_ 50tanf 50tan?f _ 50tanf - (tanB+1)-50tan’B _ 50tanf
AB) =3 gt (10—t = Bnped g b = 22 g = e )

d) [gino 0 10 | 20 | 30 | 40 | 50 | 60 | 70 | 80 | 90
A(B) in FE 0 | 64 | 98 | 11,6 | 12,4 | 12,4 | 11,6 | 98 | 6,4 | -

ottt

0° 10° 20° 30° 40° 50° 60° 70° 80° 90° B

_ _50tanfB _ >0~ B _ 50sin B cos B _ 50sinBcosB _ 25sin2B _ 25
e) Tl(B)_(tanB+1)2_ si_ngcosl 2 7 sinZB+2sinBcosB+cos2B T 1+2sinfcosP T 1+2sin2B 1 . _Tz(B)
[cosB+ ] sin 2B

f) T, wird maximal, wenn der Nenner minimal wird. Fiir Winkel zwischen 0° und 90° wird der Nenner
minimal, wenn 23 = 90°, also B = 45°. Die zugehdrigen Koordinaten des Punktes sind C_ (515); das
zugehdorige Dreieck mit F (510), B(1010) und C_ (515) hat den Fldcheninhalt 12,5 FE.

k2 ) 5 a)

Im Dreieck Q,BA bzw. im Dreieck ADP, gilt:
€0s 20° = 3|%1CBH|] = 1Q,Bl =3,5cm - cos 20° = 3,29cm

sin 200 = JAQL _, IAQ,l = 3,5cm - sin 20° = 1,20cm

3,5cm
_ AP
~ 4,5cm
_ [p,DI
T 4,5cm

Damit gilt fiir die Seitenlangen im Rechteck P,Q,R,S;:
IQ,R;1=3,29cm + 1,54 cm = 4,83 cm
IR,S,I = 4,23cm +1,20cm = 5,43cm
b) Esgilt: [Q R I=IP S lundIQP,|=IRS,I
Im Dreieck Q BA bzw. im Dreieck ADP gilt:

cos 20° = |AP,| = 4,5cm - cos 20° = 4,23 cm

sin 20°

= |P,Dl = 4,5cm - sin 20° = 1,54 cm

cosu=3l%¢cBnl1 =1Q,Bl=3,5cm - cosp sinu=3|A5Lc”n|1 =1AQ,l=3,5¢cm - sinp
cos = iéi“nL = |AP, | = 4,5cm - cos sinu = zl;,PsnErL =P Dl =4,5cm-sinp

Daraus folgt:
IP.Q,| W =IR.S, W =IAQ,l+IAP, | = (3,5 sinu+4,5 - cosu)cm
QR (W) =IP5 | () =IQBl+IP.Dl= (3,5 cos+45-sin ) cm

o AW =IQR,I-IR.S,I=(B,5em-cosp+4,5cm-sinp) - (3,5cm - sin L+ 4,5cm - cos )

=((3,5cm)? + (4,5cm)?) - sin W cos w +3,5¢m - 4,5cm - (sin? w + cos? )
=32,5cm?-sinu cos w+15,75cm? = (15,75 + 16,25 - sin 2) cm?
d) AW=15-a-b
< 15,75 + 16,25 - sin 2u = 23,625
< sin2u= 0,485
=2u=29,0° = u=14,5°
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Kapitel 4 4.5 Funktionale Abhingigkeiten

K2 ) 6 a)

Sinussatz im Dreieck ABP;:
AP [ABI

sin 60° ~ sin (180° —30° - 60°)
8cm - sin 60°

= |AP, | =“gnope — = 4\3cm~6,93cm

A 8cm B
b) APl [ABI
sin 60° ~ sin (180° - w—60°

|AP | _ 8cm-sin60° 4\3
= AP, () = $in (120°- ) = sim 200 = €M

o) |A_Pn| wird minimal, wenn sin (120° — u) maximal wird. Da nur 0 < u < 50° sinnvoll ist, wird
sin (120° — w) maximal fiir w = 30°. Der kleinstmdgliche Wert fiir [AP_|ist |AP, | = 6,93 cm (vgl. a).
d) |AP_| wird minimal, wenn <AP,B = 90°, denn in diesem Fall ist |AP, | der Abstand zwischen A und
BC und es folgt u = 180° — 60° — 90° = 30°.

(K2 ) 7 a) vA Nach der Verallgemeinerung des
81 C, Thalessatzes ist der Winkel vy fiir
.1 ) alle Punkte auf dem Kreisbogen
T identisch, man spricht vom Fass-
6T | kreisbogen.
5 i
4 i
1 ;
o &
1 O 1 1 1 1 lF 1 1 1 1 1 »
T A T T T T T T T T T T Ll
L INT 203 405 6 7 8 9 /10 11X
_2 —_
_3 _
b) Bestimme zunéchst die Koordinaten von C,:
IMBI =\27+52 =129 = C,[5]2+V29)]
~7,39
. el ¥ 5 — °
Im Dreieck FBC, gilt: tan[zJ YRVET] =y =68,2°.
¢) Im Dreieck ABC,, gilt der Sinussatz:
BC) _ IABI — Al . .
o = snes T = IBC,| = Snesze " Sino=10,77 - sin o (LE)
IAC, IABI

= |AC, | = 10,77 - sin B = 10,77 - sin (180° - 68,2° — o) = 10,77 - sin (o + 68,2°) (LE)

sinf ~ sin 68,2°
d) Die Steigungvongistm=tano = g(x) =tan o - x.

Die Steigung von hist m = tan (180°-y—-o) =tan (111,8°-o®) = h(x) =tan(111,8°- o) - x +t.

Setze die Koordinaten von B in die Funktionsgleichung ein:

0=tan(111,8°- ) -10+t =t=-10tan (111,8°- o)

=h(X =tan(111,8°- ) -x—10tan (111,8°- )
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4.5 Funktionale Abhangigkeiten Kapitel 4

e) u(a) =IABl+IBC | +IAC,|
=10 LE + 10,77 - sin o LE + 10,77 - sin (o + 68,2°) LE
= (10 + 10,77 - (sin o+ sin (o0 + 68,2°)) LE
A(0) =3 IABI-IAC,| - sin o
=210 LE- 10,77 - sin (o + 68,2°) LE - sin o
= 53,85 - sin (0. + 68,2°) - sin o, FE
D Jaine 10 | 20 | 30 | 40 | 50 | 60 | 70 | 80 | 90 | 100 | 110
A(o) in FE | 9,15 | 18,41 26,65 |32,88|36,36|36,65|33,73(27,95| 20 |10,84| 1,59

Das Maximum fiir A (o) liegt bei o zwischen 50° und 60°.

Der nEximale Flacheninhalt ergibt sich geometrisch fiir den Fall, dass C auf der Mittelsenkrechten
von AB liegt, sodass das Dreieck ABC, maximal hoch ist. Dann liegt ein gleichschenkliges Dreieck
vor, sodass gilt: o = w = 55,9°,

DabeiistA_ =3-10- (2 +V29) =10+ 529~ 36,9 (FE).

Derselbe Wert ergibt sich, wenn man oo = 55,9° in die Formel fiir den Fldcheninhalt bei e) einsetzt.

(k2D 8 @) AG-[ghAC = (I AC [
b) Fiir die Koordinaten der Punkte C_ gilt:
x =4 sin ¢ fiire € [0° 90°] = € = sin! [%] fiir x € [0; 4]
Gleichung des Trdgergraphen t:
t:y = 8cos 2e = 8¢os [2 sin~! [ﬁ]] mity e [8; —8]
¢) Wegen des Umlaufsinns im Dreieck ABC, gilt (gerundet):

0<x<2,9und-0,6<y<8
Seitenldngen von AC,B mit C, (214):

IABl =52+ 12 LE =26 LE
IAC,| =V42 + 22 LE=V20 LE
IBC,I=V52+32 LE=V34 LE
Mithilfe des Kosinussatzes erhalt man:

IABI2 = |AC,I? + IBC,I? -2 - IAC,| - IBC,| - cos (YAC,B)
ARI2 _|AC-12 — |RC-I2

e ||:TC:||. |B|—chc|2| =57,5°

= XAC,B = cos™

d) IAC | =V16sin? e + 64 cos? (2¢) LE = 4 - Vsin? & + 4 cos? (2¢) LE
e) IAC | =4-Vsin?e+4cos?(2¢) LE = 4 -Vsin? e + 4 (cos? € — sin? €)” LE
=4 -\sin2e+4(1-2sin2e)2 LE = 4 -\sin2e + 4 —165sin2 e + 165in“ ¢ LE

=4 -\16sin“e-15sine+ 4 LE = 4-\16x2—15x + 4 LE

-
Substitution
sinZe=x

=16 2-Bx+ LE = 16, XZ—%X+[%]2—[§—§]2+%LE=16~‘/[X—§—§]2+1(3,—;4LE

quadratisch
ergdnzt

IAC,| nimmt fiir x = ;—; den minimalen Wert 16 - % LE = 2,8 LE an.

.. 15 . Ve 2,74
Mit sin? e = 33 erhdlt man: e = 43,2° und AC, = [0,50]‘

(e = -43,2° entféllt, da € € [0°; 90°].)
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Kapitel 4 4.5 Funktionale Abhdngigkeiten

f) Die Vektoren AB und AC, stehen senkrecht aufeinander, wenn die Steigung von AC, den Wert 5 hat.
8cos (2¢) _ 5

4sing

cos (2¢) _

sine
cos?e—sin’e _
sine
1-sin2e—-sin?e=2sine
0=2sin’¢ +2sine- 1 (Substitution sin & = x)
0=2x2+3x-1

x,=V75 0,32 [x, = R DAL entfallt]

U DU |

8
Resubstitution:
sine=0,32
e=18,7° =C(;(1,316,4)

9 a) op, =(¢] op, = (8]
y A
12 1

117

tofo —+—>

—% —1_14 1 2 3 4 5 6 7 & 9 x
b) 4+4-sing=5 ¢ € [0% 90°]

& ¢ =14,48° L ={14,48°}
) 0Q,=0P, ®P Q =OP ®OR

0Q, (@ =[* 4 e[ ] ¢ € [0 90°]

0Q, (¢) = [83.235'25(:,”:"4] Q,B+4-singl4+8-cos?o)
d) X=3+4-sin@ G=RelR; ¢ e[0° 90°]

A Yy=4+8-C05%¢Q
:>y=4+8-[—[";3]2+1]

(:)y=—8-[%}2+12

ey=-3-x-3)2+12
e) Der Tragergraph der Punkte P, ist ebenfalls eine Parabel, da die Punkte Q, aus einer Parallel-
verschiebung der Punkte P_ hervorgehen.
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4.5 Funktionale Abhangigkeiten Kapitel 4

| K2 > 10 a) undb)

S

_ ISFI _ 10cm _ o
c) tane e = 6em —E 59,04

d) Sinussatzim Dreieck FEM :

[EM,| _ sin @ - _ 65sin
FEl = Sin(180°- (9 + 59,049 und damit EM,| = an_séﬁicm
e) Es sind nur Winkel 0° < ¢ < 90° moglich.
IFM, | ist genau dann minimal, wenn <FM_E ein rechter Winkel ist. Dann gilt:

ML — [FM,| = 6cm - sin 59,04° = 5,1¢cm
¢ =180°-90°-59,04° = 30,96°
f) Satz des Pythagoras im Dreieck FES:
ISEl =V(6cm)2 + (10cm)? = 2y34cm = 11,7cm
Mit Teilaufgabe d) fiir ¢ = 30,96° gilt:
IEM,| =3,1cm = [SM,| =11,7cm—-3,1cm = 8,6cm
Der Strahlensatz in der rechten Mantelfldche liefert:

P _ BVl 5t _ xR VGl _
23 =208 = P,Q,l = [ABI - T = 8,8cm
Fir den Flacheninhalt des Trapezes gilt somit:
A =IFM,| 'w= 42,8 cm?

Bestimmung der Innenwinkel:

sing =

Q, 8,8cm M, R, P,
y .
5,1¢cm
L\

C F  8cm D

Im Trapez CDP,Q, zeichnet man wie angegeben ein Dreieck DP,R, ein. Darin gilt:

tan <P,DR, = (222 = 04CM 4P DR, = 4,48°
T=5.

Es ergeben sich InnenwinkelmaBe von 94,48° bzw. 85,52°.
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Kapitel 4 4.5 Funktionale Abhdngigkeiten

g) MitISEl = 234 cm und Teilaufgabe d) folgt:

ISM, | =234 - @S2 7oy em

Der Strahlensatz in der rechten Mantelflache der Pyramide liefert:

65sin
PQ,l _ ISM,| _, |5 Ql =3Bl ISV _ 15 e - [2V§-ﬁ—‘Ljsm q>+59,04°J‘5m =[12_ 36sin @ ]cm
ABl — ISEl n-n ISEI 2V34cm V34 sin (¢ + 59,04°)

™,
)P
A M, B,
_ 6464
@ ° Ale) = sin (68,95° + €) cm?
Ayin=6,5cm% A ~12,2cm?
0 p >
0° 10° 20° 30° 40° 50° 60° 70° 80° 90° €

| KX » | ® a) Skizze: D Lénge der Diagonalen der Raute (in LE):
1
5 €

sin%=27 =e(0)=2a-sing
f 3f
o gt cos%=27 =f(o) =2a-cos§
e
_1 _1 s O o
3 A@, o) =5e-f=52a-sin3-2a-cos5
;’ =2a25in%cos%=2a2-%-sin2-%
= a2 sin o (FE)
b) A(a, o) = aZsin o :sina=&g'2—°‘l=%%“§=0,72 = o =7=46,05°
L — B =8=180°-46,05° = 133,95° )
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4.6 Vermischte Aufgaben Kapitel 4

6 8§ 8 B

@

1 Additionstheorem
2 Additionstheorem
3 Satz des Pythagoras am Einheitskreis

Mit B = o gilt:
cos (o + B) = cos (20) = cosa - coso —sina - sino = cos? o — sin? o

a) T,=sin2a-cos?P-cos?a-sin?f =sinZo. - (1 -sin?P) —sin?P - (1 -sin0c) =T,
b) T,=cos?a - cos?P—-sin?a-sin?P = cos?a- (1 -sin?P) —sin?B- (1 -cos?0) =T,

Fiir das Winkelmaf o jedes Schnittpunktes gilt: sin o = cos a.
Diese Gleichung ist im Bereich o € {-360°; 360°} erfiillt fiir

oy = 45° oy = 45° - 360° = —315°

0, = 45° - 180° = —135°; 0o = 45° + 180° = 225°

Die gemeinsamen Punkte der Sinus- und Kosinuskurve sind:

U[-135° £]; Fl-135° —ﬁ]; E[45° V2 ‘ﬁ]

K k ) und R[225°| -

2

a) Dasist falsch. Mdgliches Gegenbeispiel mit oo = 0° und k = 1:
tan 0° = 0, aber tan 90° ist nicht definiert.

b) Das ist falsch, die Kosinusfunktion entspricht der Sinusfunktion, welche um 90° entlang der
a-Achse nach links verschoben wurde. Das gilt ebenso fiir die Nullstellen.

¢) Dasist falsch, die Funktion f: y = cos o ist achsensymmetrisch zur y-Achse, da gilt cos o. = cos —o..
Sie kann nicht gleichzeitig punktsymmetrisch zu P (0°10) sein.

V2

d) Dasist richtig, denn sin 225° = cos 225° = -5

a) y A
2 —

fry=2sina

\4

o

_2 -+
b) grafische Bestimmung: A(= 27°1=0,9); B (= 207°1=-0,9)

rechnerische Probe: 2-sin27°=0,9 = cos27°
2 -sin207°=-0,9 = c0s207°
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Kapitel 4 4.6 Vermischte Aufgaben

(k5 » 7 a) 2sinfo-2cos’o=1

1—c052a—coszoc=%

%=2coszoc
2y=1
cos oc—41
coso=+5

o, = 60°% o, = 120°% o5 = 240°% o, = 300°
b) cos?a+0,5-tana=0,5-sin200<1+0,5-tana=0,5 < tano=-1

o, = 135% o, = 315°
0 L=0

3sin? oo+ 5 cos? o hat seinen kleinsten Wert bei o = 90°, da 3 sin2 90° + 5 - c0s2 90° =3 > 2
d) o, =0°% o, =90% a, =360°

| K2 > 8 Hinweis: Aus Griinden der Einfachheit werden Léngen ohne die Angabe LE angegeben.

27

a) D, ist der Schnittpunkt zweier Halbgeraden. Die erste ist der Schenkel eines Winkels o, den man
in A an die x-Achse antragt. Die zweite ist der Schenkel eines Winkels, den man in B an das Lot auf
die x-Achse antrdgt. C, ist der LotfuBpunkt von D  auf die x-Achse.

b) Das Dreieck ABD, ist gleichschenklig = IBD,| = 6 = |BC,| = 6 - sin 30° = 3
= IC,D,l =6 cos30°=3V3~5,2

Cfl = [g], also C; (910)

— (9
0D, [3\/5] also D, (915,2)
c) <AD B =90°- 20

; ; ; . sino _ sin (90°-20) B 6sin o
Sinussatz im Dreieck ABD 851 = z = IBD,| = s oesaar

o

4C,BD, =90°-0 = BC,| = s isap Logy - €05 (90° - 1)

6sin o

nDnl . Sin (90°=20) sin (900— OC)

O

6sin o
:&;= 6+m-cos (900—(1)

o , also

Cn[6 +m695(;2—_°‘205- cos (90°—0c)|0]
6+m16;(i)2—_°‘206-cos (90° - o)
m?g‘c’o—iﬂ_“mj- sin (90° — o)
Dn[é + m%s(;ﬂ—_“mj- cos (90° - o) |m695(§?—_°‘206 - sin (90° — oc)]

:04D;= ,also
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4.6 Vermischte Aufgaben

Kapitel 4

(k2 ) 9 a) OA =[2C;f’1§)8:5]=[7], also A, (710)
OA, = (293750 %] = 3} also A, (511)
@; = [ZC;}‘:‘]}?%J 5] = [8:%], also A, (3,2710,25)
b) Ac) =25 |2 2| FE
=(Qcoso+5)-6FE—-(sin2a)-5FE
=12cos o. FE + 30 FE-5sin2 o FE
=12cosuFE+30FE-5-(1-cos? o) FE
=(5cos? o+ 12 cos o + 25) FE
0 A =[2cosa+5]

n sinZ o

—ae_na —[5)_[2 5)_ (-2
C,=0B-0A, = 2] -[2%astr®) = 20
GraphzuA:
X=2C0SO+5 :>cosoc=%(x—5)
Graphzu C:

X=-2C0S O :>cosoc=—%x

10 2

b) BC

[;:]=[(1) _01]9[—2;:7]:[2)(;7]
0 #-[}

Ermittlung der Koordinaten des Punktes R ;:

y=005x+3,5 A y=3x+12

= My=3 AC:y =3x+12

2
y=sino=1-cos?a = 1—[%(x—5)] = 1—%(x—5)2

y=6-sin?0=5+cos? o ="5+5x2

G=RxR
G=RxR;xeR
g:y=0,5x+3,5
G=RxR

L={(-3,411,8)}
Ry (3,411,8)
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Kapitel 4 4.7 Das kann ich!

| KX ) 1 a) Die WinkelmaBe o € {[-90°; 45]; [135°; 405°]; [495°; 540°]} erfiillen sin o s@.

yA : : :
I : 2 : :
/’\ y 5 ‘:/'\

10y N\O ! /0‘3 Ny
: : y=sino/ :
1 M B 1 M B >
T EEENE T R >
—90° ' 90° ' 18W0° ' 450° ' 54&

-1+ E

3
b) Die WinkelmaRe o, =-30°, o, = 30°, o3 = 330° und o, = 390° erfiillen cos o = g
A | G
0‘1,:}—-\:‘0‘2 y=> a3‘:/\:loc4

/goo

NN

e s

c) Die Winkelmafie o e {]-90°; —45°[; ]90°; 1359; 1270°; 3159 } erfiillen tan o < —1.
v A [ [ [

I2__

i

°

{o)e]

(]
)

-90°
o

o
o
el
D~ (O [ U DR SAON K A SO

1

:

Losungsmoglichkeit: Der Graph der Kosinusfunktion entsteht durch Verschiebung des Graphen der
Sinusfunktion um —90° in a-Richtung: cos o = sin (o + 90°).

:

Bei einer Sinusfunktion mit der Gleichung f: y = sin (o. — ¢) beschreibt das Winkelmaf ¢ die Verschie-
bung des Funktionsgraphen entlang der a-Achse im Vergleich zu y = sin a.

@

Losungsmoglichkeit: Der rote Graph von g entsteht aus dem schwarzen Graphen der Grundfunktion

f: y = sin o durch Spiegelung an der a-Achse. Man erhdlt als ,,vorlaufigen“ Funktionsterm:

f*: y = —sin a.. AnschlieBend wird der gespiegelte Graph um den Faktor 2 gestreckt. Der Funktionsterm
fiir g lautet g: y =-2 - sin a.

KX > 5 a) Fiir-180°<a<0; 180° < 0. < 360°; 540° < o < 720°; ... verlauft der Graph der Sinusfunktion wie der

abgebildete Ausschnitt.
Fiir —270° < o0 £-90°; 90° < 0 < 270°; 450° < a0 < 630°; ... verlduft der Graph der Kosinusfunktion
wie der abgebildete Ausschnitt.

b) Fiir —-90° < o0 < 90°; 270° < o0 < 450°; 630° < o0 < 810°; ... verlauft der Graph der Sinusfunktion wie
der abgebildete Ausschnitt.
Fiir—180° <o <0; 180° < o0 < 360°; 540° < o0 < 720°; ... verlauft der Graph der Kosinusfunktion wie
der abgebildete Ausschnitt.
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4.7 Das kann ich!

[kx) 6

(kx ) 9

a) Die Aussage ist wahr, da der Graph der Kosinusfunktion achsensymmetrisch zur y-Achse ist.

b) Die Aussage ist falsch. Gegenbeispiel: cos (0°) = 1, aber sin (-90°) = -1.

c) Die Aussage ist fiir k € Z wahr, da die Kosinusfunktion periodisch ist mit der Periodenldnge 360°.
d) Die Aussage ist falsch. Gegenbeispiel: cos (2 - 0°) = cos (0°) = 1, aber 2 - cos (0°) =2 -1 =2.

a) coso=0,5-sina |2 b) 2coso=2-sina [:2
2 cosa=sino l: cos o coso=1 —S"‘T‘x | quadrieren
2=tana [tan? coszoc=[1—s‘i"—°°2
0= 63,4° 2
L= {63,4° 1-sina=1-230%1sin2g |-1
—sin? ot = -sin o +%sin2 o | +sinZ o+ sin o
5

sin o= 7sin? o,

sino, =0 = o, =0°

; =5 L4

sino, #0 = 1=72sina, I3
i_ . P
5 =sina, | sin
o, =53,1°

Eine Probe bestétigt beide Losungen, also L = {0°; 53,1°}

Die Aussage ist wahr: Die Gleichung | cos ol = cos 20— 2 hat keine Losung. Es gibt kein Winkelmaf,
das die Gleichung erfiillt: Fiir jedes beliebige WinkelmaR o liegt | cos ol zwischen 0 und 1,
d.h.:lcos al = 0. Umgekehrt liegt cos 20— 2 fiir jedes beliebige Winkelmaf3 o zwischen -3 und -1,
d.h.:cos2o-2<-1.

a) 1 b) Es gilt: <:C'CB, = .
Im Dreieck AHC gilt:
6cm . h .
h sinoau=¢= =h=6cm-sina
g ICC'l=2-h=12cm-sina
A Im Dreieck C'E, C gilt:
h' _ICE _ ICE
cosa= [CC'l ~ 12cm-sina
= |CE, | =12-sina- cos o.cm
9 [ain® 5 10 15 20 25 30 35 40
ICE,, | (o) 1,04 2,05 3,00 3,86 4,60 5,20 5,64 5,91

y A ICE lincm

6__

5 —

4__

3 ——

2 ——

1 ——

0 : : : —>

0° 10° 20° 30° 40°

d) Durch Ablesen am Graphen erhdlt man o = 15°. Die Wertetabelle in c) liefert den gleichen Wert.

Schulbuchseite xxx

Kapitel 4

30



Kapitel 4 4.7 Das kann ich!

KX 10 -180 -157,5 =135 -112,5 -90 -67,5 =45 -22,5
0 22,5 45 67,5 90 112,5 135 157,5
oin® 180 202,5 225 247,5 270 292,5 315 337,5
360 382,5 405 427,5 450 472,5 495 517,5
540

tan o 0 0,4 1 2,4 / -2,4 -1 -0,4

D =[-180°; 540°]\ {-90°; 90°, 270°; 450°}
Nullstellen: x; = -180°; x, = 0°% x5 = 180°; X, = 360° x, = 540°
Die Abbildung entfallt aus Platzgriinden.

| KX > 11 Anwenden der Additionstheoreme ergibt:
sin 120° = sin (70° + 50°) = sin 70° - cos 50° + cos 70° - sin 50°
€0s 140° = cos (70° + 70°) = cos 70° - cos 70° — sin 70° - sin 70°
| KX > 12 sin (20) = sin (0.+ @) = Sin 0. COS 0L+ Sin 0L - COS 0L = 2 - SiN 0L+ COS O
KX > 13 Afg)ist minimal wenn sin (120° - €) maximal ist, d. h. mit sin (120° —¢) = 1, also mit € = 30°.
3 _
A(BOO) Tn%" sin90° FE==5FE=1,5FE
0 14 74 :
6__
08
51 2
4__
51 h
2__
1__
0 1 1 1 M 1 1 1 [
A 0 T T T T T T TB Ll
1 2 3 4 5 6 7 8 x

a) Fiiry=60° erhélt man ein gleichseitiges Dreieck ABC, mitu=3-8cm = 24cm.
Fiir y = 90° erhdlt man ein rechtwinklig-gleichschenkliges Dreieck ABC,.
IAC,12+IAC,I2=1ABI? & 2-IAC,RP=64cm? < IAC,|=4y2cm
u=2IAG,|+|ABl=2-4y2cm +8cm=19,3cm

b) Es gilt: sin¥ = f‘cm =I|AC | = Z‘c";
S|n2

Yl =9 |ac 8cm
U[z] 2IAC, | +8cm Sln%+8cm

) 8”’; +8cm=24cm & SC”; =16cm < sind=0,5 =4 =30° = y=60°
S|n2 S|n2

Das Dreieck ABC, stimmt mit Dreieck ABC, iberein.
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4.7 Das kann ich! Kapitel 4

LAufgaben fiir Lernpartner l
I

Ki/6 ) A Dasistrichtig. Die Periodenldnge der Sinusfunktion ist 360°.

K1/6 B Das ist falsch. Die genannte Verschiebung ist nur in negativer Richtung richtig.

K1/6 ) C Dasist falsch. Es gilt: sin (¢ + o) = sin @ - cos o + cos @ - sin o

K1/6 D Dasist falsch. Der Graph der Tangensfunktion ist punktsymmetrisch zum Koordinatenursprung.

K1/6 E Dasistrichtig. Die Periodenldnge betragt jeweils 360°.

K1/6 » F Dasistrichtig. Fir die Definitionsmenge von @ ist 0 < sin (¢ + 50°) < 1. sin (¢ + 50°) nimmt den
maximalen Wert 1 fiir ¢ = 40° an. Damit nimmt |Aan| sein Minimum flir ¢ = 40° an.

K1/6 G Das ist falsch. Richtig ist W =[-1,5; 2,5].

K1/6 H Das ist richtig. Fiir die Definitionsmenge von ot ist 0 < sin? o0 <1 und 0 < cos? o < 1, damit gilt
-1<sin?a—-cos? o< 1.

K1/6 ) | Dasist richtig, die Tangensfunktion ist punktsymmetrisch zum Ursprung O (0°10).

—

K1/6 Das ist falsch. Die Nullstellen der Sinusfunktion sind x = k - 180° (k € Z); die Nullstellen der Kosinus-

funktion sind x = 90° + k - 180° (k € Z).
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Kapitel 4 4.9 Mathe mit Kopfchen

LPeriodische Vorgdnge im Alltag l
|

| KX > 1 Das Prinzip ist bei diesem Funktionsgraphen dasselbe wie beim Einheitskreis: Bestimmten Winkel-

mafen (hier: Minuten) werden die y-Werte der Punkte auf dem Kreis zugeordnet.

Konkret bedeutet das: Der Funktionsgraph ist gegeniiber dem einer ,,normalen® Sinusfunktion um

1;—5m in y-Richtung verschoben, zusatzlich um den Faktorlg—5 gestreckt. AuBerdem ist die Periode

verandert.

| KX » 2 Die Periodenldnge betrdgt 12 Stunden: Zweimal téglich gibt es Hoch- und zweimal téglich gibt es

Niedrigwasser.

LTrigonometrische Funktionen l

| KX > 3 Ldsungsmdglichkeit:

e Alle drei Funktionen sind periodische Funktionen.

¢ Die Sinus- und Kosinusfunktion haben beide die Periodenldnge 360°.

Die Funktionswerte der Sinus- und der Kosinusfunktion sind vom Betrag her immer < 1.
Alle drei Funktionen haben eine Nullstelle bei 0°.

| KX > 4 Ldésungsmoglichkeit:

a) Die Funktion startet bei —180° mit dem y-Wert —1. Anschlieend steigt sie stetig an und weist bis zu
ihrer Nullstelle, welche den Wendepunkt darstellt, eine Linkskriimmung auf. Nach dieser Nullstelle
bei —90° ist die Kurve rechtsgekriimmt bis zu ihrer zweiten Nullstelle bei 90°. Der Maximalwert in
diesem Bereich liegt bei (0°11). Der Graph ist achsensymmetrisch zur y-Achse.

b) Der Graph der Tangensfunktion besitzt in diesem Bereich drei Asymptoten, bei —90°, 90° und 270°.
Zwischen zwei Asymptoten ist der Verlauf des Graphen immer gleich. Er steigt von — unendlich
an der Asymptote an bis zu seiner Nullstelle bei 0° (bzw. 180°). In diesem Bereich ist der Graph
rechtsgekriimmt. Anschlieend ist er von 0° (bzw. 180°) bis zur Anndherung an die Asymptote links-
gekriimmt. Die Nullstelle ist demnach ein Wendepunkt. Der Verlauf des Graphen innerhalb zweier
Asymptoten ist punktsymmetrisch zu seinem Schnittpunkt mit der x-Achse.

c) Der Graph hat im angegebenen Intervall drei Nullstellen bei —360°, —=180° und 0°. Diese Nullstellen
wirken ebenfalls als Wendepunkte. Zwischen —360° und —180° ist der Graph rechtsgekriimmt, zwi-
schen —180° und 0° linksgekrimmt und anschlieBend nach 0° wieder rechtsgekrimmt. Der Graph
besitzt auBerdem zwei Maximalwerte mit dem gleichen y-Wert 1 bei —270° und 90° sowie einen
Minimalwert -1 bei -90°.

| KX » 5 Dasistrichtig, denn der Graph der Kosinusfunktion gleicht dem Graphen der Sinusfunktion bis auf eine

Parallelverschiebung um —90° entlang der a-Achse.

KX ) 6 a) -360°<0<-330%-210°< 0 <30° oder 150° < 0. < 270°

33

b) -60° < 0. < 60°
C) o =45°
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4.9 Mathe mit Képfchen Kapitel 4

| kx » 7 Mika hat Recht, wenn man sich auf die Grundfunktion f: y = sin o bezieht: In diesem Fall &ndert eine
Amplitude lal mit f*: y = a - sin o die Nullstellen tatsdchlich nicht.
Mika hat allerdings nicht Recht, wenn man beispielsweise eine Funktion g: y = sin o + 1 betrachtet.
Verdandert man hier die Amplitude, beispielsweise durch g*: y = 2 sin a. + 1, dndern sich auch die Null-
stellen.
Mettes Aussage ist wahr, da man mit dieser Methode das arithmetische Mittel bestimmt, womit man
auch bei Verschiebungen der Sinusfunktion entlang der y-Achse die Amplitude bestimmen kann.
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1

Vektoren

1 A

ol 4

Mittelpunkt einer Strecke
2 AGI-1) undB(612): Mgg [70 %]

C(3,513,5) und D(0,512): Me5 |52

Mz5 (510,5)

52)= Mg (212,75)
P(-314) und Q21-1,5): Mpg ] %2] = Mg (-0,511,25)

Abstand und Winkelmaf3e an Geraden

3 a) dP;g=4,1cm b) d(P; h) =0,8 cm

c d(Qg=21cm d) d(Q;h)=3,1cm
e) < (g;h)=108°bzw. < (h; g) =72°

\
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5 Skalarprodukt von Vektoren

Die Auftaktseite eines Kapitels enthdlt zwei verschiedene Elemente:

Zundchst werden die Schiiler mit einem offenen Einstiegsbeispiel an das neue Kapitel herangefiihrt.
Zentral ist dabei immer der Anwendungsbezug: Kein Lehrplaninhalt ist rein innermathematisch, sodass
den Schiilern von Beginn an gezeigt werden sollte, dass Mathematik nichts Abstraktes ist, sondern

oft im Leben der Schiiler vorkommt. In einem Unterrichtsgesprach zur Auftaktseite konnen viele der
kommenden Lerninhalte schon heuristisch erarbeitet, Vermutungen gedufiert und Zusammenhange
erschlossen werden.

@ Die Richtungsangaben sind als Pfeile dargestellt, die aus Sicht des Betrachters nach oben
(= geradeaus), nach links oder nach rechts zeigen.

@ Die abgebildeten Ausfahrten bzw. Pfeile stehen senkrecht aufeinander bzw. zeigen in entgegen-
gesetzte Richtungen. Pfeile kann man als Vertreter von Vektoren auffassen.

~N

\_ W

(e

Die Aufzahlung am Ende der Seite bietet einen Ausblick auf die wesentlichen Lernziele des Kapitels
und schafft so eine hohe Transparenz fiir Schiiler und Lehrer. Durch einen informierenden Unterrichts-
einstieg konnen sich Schiiler und Lehrer auf das Kommende einstellen.

Idealerweise wird im Unterricht der Bezug hergestellt zwischen der Einstiegssituation und den im Aus-
blick angegebenen Lernzielen.

~N

W
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Kapitel 5 5.1 Skalarprodukt orthogonaler Vektoren

~

L Kx )
[Kx )

@ Die Zeichnung im Schulbuch entspricht der, die die Schiiler ins Heft iibertragen sollen.
® Die x-Komponente des Vektors SA vom Betrag a, wird zur y-Komponente des Vektors SA', die Rich-
tung bleibt erhalten, d. h. aus positiver x-Richtung wird eine positive y-Richtung.
Die y-Komponente des Vektors SA vom Betrag a, ergibt betragsmaflig, allerdings mit verdandertem
Vorzeichen, die neue x-Komponente des Vektors SA".
® Der Vektor SB = [E;] hat dieselbe Steigung wie 57(', d.h. man kann ihn schreiben als:
SB = (2] =k A" = k- [v] = [ 2] mit k e R\ {0}
Insbesondere gilt also:
b,=-k-a,
by =k-a,

Damit gilt:a,-b,+a, b =a, - (k-a)+a, k-a,=-k-a-a +k-a-a =0

N J

~

® Losungsmoglichkeit: Setzt man nur die Definition fiir die Orthogonalitat von Vektoren voraus, so wird
man sagen miissen, dass der Nullvektor senkrecht zu jedem anderen Vektor steht. Allerdings ist die
Relation ,,senkrecht zu“ in dem Fall eine Relation zwischen zwei Pfeilen (also zwischen jeweils eindi-
mensionalen Objekten). Da der Nullvektor aber die Dimension 0 hat (weil ihm keine Ldnge zugewie-
sen werden kann), gibt es gute Griinde, hier nicht von ,,senkrecht“ zu sprechen.

® Ja, fiir die Skalarmultiplikation von Vektoren gilt das Kommutativgesetz, da die Multiplikation kom-
mutativ ist:

K5®B=ax-bx+ay-by=bx-ax+by-ay=B®E. )

Aufgaben

K5 )

3

1 a) dob=6-6+4-(-9)=36-36=0 = 3 steht senkrecht auf b.
b) 30b=12-4+(-8) - (-6) = 48 + 48 = 96 = 3@ steht nicht senkrecht auf b.
¢) 30b=0-15+8-0=0+0=0 = 3 steht senkrecht auf b.
d) 30b=(7)-5+13-2=-35+26=-9 — 3 steht nicht senkrecht auf b.
e) 3aob=15-15+4-(-4) =225-16=209 = a steht nicht senkrecht auf b.
f) dob=15-(-12)+8-3=-1+1=0 = 3 steht senkrecht auf b.
2 a)daob=0 b) dod=62 ¢) cod=55 ddob=-17 e Cob=-5
f) Coe=0 g) bob=10 h) Coa=30 ) bed=-17 j) doc=30

Die Vektoren a und b bzw. c und e sind zueinander orthogonal.

Von den Rechnungen d) und i) bzw. h) und j) kann man sich jeweils eine Rechnung sparen, da gilt:
dob=bod=5bzw.coda=3aoc =30.

AuBerdem kann man sich noch die Rechnung g) sparen, da das Skalarprodukt eines Vektors mit sich
selbst immer positiv ist, sofern der Vektor nicht der Nullvektor ist.
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5.1 Skalarprodukt orthogonaler Vektoren Kapitel 5

(K5 ) 3 a)3b+7:(3)=0 =b,=7
b) 28a,+7-12=0 =a,=-3
) % (-16)+6a,=0 =a,=2
d) 10x+45=0 =a =x=-45a,=x+5=0,5
e) 14y-28=0 =b =y=2a=y-4=-2

f) 0-(4z-4)+0-(3z+16)=0 =zeR

Ein moglicher rechter Winkel liegt gegen-
Uber der ldangsten der drei Dreiecksseiten.
Vermutungen:

a) Das Dreieck ist rechtwinklig bei A.
b) Das Dreieck ist rechtwinklig bei C.
¢) Das Dreieck ist rechtwinklig bei B.
d) Das Dreieck ist rechtwinklig bei B.

Die Vermutung, dass das Dreieck rechtwinklig ist, wird mithilfe des Skalarprodukts tiberpriift.
a) AB o AC = [2] o[‘;] =0 = Das Dreieck ABC ist rechtwinklig bei A.
b) CAoCB = [ B 3] =0 = Das Dreieck ABC ist rechtwinklig bei C.
o) BA®BC = [‘g‘]@ ‘22J =2#0 => Das Dreieck ABC ist nicht rechtwinklig.
3
1

d) BA®BC = [‘ g @[‘1’55] =0 = Das Dreieck ABC ist rechtwinklig bei B.

(X5) 5 a)b=7 b) ¢, =-3 A ¢,=-6 d) b,=1,5

@ 6 a) Losungsbeispiele mit den Steigungsvektoren a und b der Geraden g und h.

1 d= [015]; b= [ 1 ]; dob=0 = g und h sind zueinander senkrecht.

; a0b= = g und h sind zueinander senkrecht.

ist ein Steigungsvektor zu einer Geraden mit der Steigung m,

], ao = g und h sind nicht zueinander senkrecht.
b) Der Vektorv; = ]

Der Vektor v, v, = ist ein Steigungsvektor zu einer Geraden mit der Steigung m,,.

Esmussgelten:[ 1] [ ] 0=1-1+m-my=0&m,-m,=-1

(K4 ) 7 vy A -~ Die Geraden h und g sind offensichtlich nicht
b senkrecht, sondern parallel zueinander.
g Steigungsvektor v zu hiist: v; = [2]
2T Steigungsvektor v;, zu g ist: v, = [ﬂ
1] VoV, =10#0
0
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Kapitel 5 5.2 Abstand eines Punktes von einer Geraden

8

J

Nachgefragt ~

K1)

5

—1_}/:6 1 2 3 4 5 ‘6\

@ Die Zeichnung oben enthélt den Punkt Q. Man erhlt ihn konstruktiv, indem man eine Hilfsgerade h
senkrecht zu g zeichnet, die den Punkt P enthdlt. Q ist dann der Schnittpunkt von g und h. Ein mogli-
cher Vektorist v = 115 .

AD ~ T — [ Xp—X, - _|-1-x 1|_ -1-x, 1
= QPovs= [yE-yﬁﬂ@ V= [4,5—y%]®[1,5] = [4,5—(1,5xQQ—0,5)]®[1,5]

=[Lbas o) =-1-xg+ 1,5 €1,5%¢+9)
=-1 —Xq~ 2,25xQ+ 7,5
= -3,25x, + 6,5
=0
3,25xQ= 6,5
Xq=2, also Q(@212,5)
k|@|=\/(—1—2)2+(4,5—2,5)2 LE=V32+22LE=V13LE=~3,61LE )

@ Der Schnittpunkt der beiden Geraden g und h entspricht dem FuBpunkt Q des Lotes von P auf g.
Auf die genannte Art lasst sich also auch der Abstand des Punktes P von der Geraden g berechnen.
® Zu den Punkten Q_ auf g und P nicht auf g ist der Abstand gegeben mit d (P; Qn) =0,5x2-2x + 5.
Um den Abstand von P zu g zu ermitteln, sucht man durch v A
Umformung den minimalen Abstand d (P; Q ): -
0,5x2—2x+5=0,5- (x> —4x+4+6)=0,5- (x-2)?+3
Fiirx = 2 ist d (P; Q) minimal, es gilt: d (P; g) = 3.
Veranschaulichen kann man die Situation mit
g:y =0und P auf der Parabel p: 0,5 - (x—2)2+ 3
bzw. mit einer Geraden g' und einer parabel-
formartigen Kurve fiir P mit dem Abstand d (P; g) = 3 LE.
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5.2 Abstand eines Punktes von einer Geraden

Kapitel 5

Aufgaben

(k&) 1 @) V4

[PQl = 2,12 cm

(=]
<

Xy

Pa-[’]
m = 1, Steigungsvektor v = [%]

PQov=0 =0Q(1,5I3,5)
IPQl =V1,52+1,52¢cm =2,12cm
o) v A
1
g

2
2 =11 2 3
DA _ -1

PQ= [—O,EX + 1,5}

m =-0,5, Steigungsvektor v = ['12]
PQeV=0 =Q(1,412,8)

IPQl =v0,42 + 0,82 cm = 0,89 cm

b 4

e)

pO [ x—4

PQ_[—)3(X+2]

m = -3, Steigungsvektor v = [_13]
PQovVv=0 =Q(I3)

IPQl =V32+12cm=3,16cm

b)

d)

1 »
T T T T T T Lagl
21 %1 2 3 z:\ 5%
55 [ x+1
PQ—[—;;+5]
m = -2, Steigungsvektor V = [‘21]

PQoV=0 = Q(1,814,4)
IPQl =V2,82+ 1,42cm = 3,13cm
v A
{ s
]
sl

QeslIPal = 0,22¢m

] ] ] I BN ]
1 T T T o T
-4 -3 -2 -1 1 2

B — 0,5

PQ= [O,)ES)-:+ 0,5]

m = 0,5, Steigungsvektor vV = [%]
PQeV=0 =Q(-0,612,2)

IPQl =10,12+ 0,22 cm = 0,22 cm

[PQl = 3,89cm

o
L
N
K
NN
b 4

-2 -1
PQ=[*23)

m = -1, Steigungsvektor v = [_11]
PQeV=0 = Q(-0,25/2,25)

IPQl =v/2,752 + 2,752 cm = 3,89 cm
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Kapitel 5 5.2 Abstand eines Punktes von einer Geraden

(K5 ) 2 " vA yo=8@=2-15=0,5 = Q(210,5)
ST Ab —[%=2])_(%-2
. QP_[ﬁo,s]—[ 0.5 ]
2T m=1, SteigungsvektorV=H]
LB IS i 7 S A R —
1 4 PQl=0,71cm QPov=0
At X—2+0,5=0x,=1,5 =P(1,511)
1l 2 INEER NN [PQl =1/0,52 +0,52cm = 0,71 cm

Wahle einen beliebigen Punkt auf einer der Geraden,
z.B.P(013) auf g, und berechne den Abstand von

P zu h nach dem bekannten Muster:

Q (x1-0,75x + 5,5) und PQ = [_0,75’;+ 2'5]

m =-0,75, Steigungsvektor v = [_34
PQeV=0 = Q(1,214,6)

IPQl =V1,22+ 1,62cm = 2cm

Konstruktion:

Die Eckpunkte C, und C, der Dreiecke ABC, und ABC,
werden als Schnittpunkte des Thaleskreises {iber AB
mit der Geraden g bestimmt.

2 AR
Rechnerische Bestimmung der Koordinaten von C; und C, (mit C fur C, bzw. C2):
84C>=[ x—6,5 ]=[x—6,5] und R’=[ x—2,5 ]=[x—2,5]

x-2)-1,5 x-3,5 x-2)+1,5 x—-0,5
Da in den Dreiecken ABC, und ABC, der Winkel bei C, und bei C, ein rechter Winkel sein soll, gilt:

BCoAC=0
x-6,5) - (x-2,5) +(x-3,5-(x-0,5 =0
2x2-13x+18=0

x2—6,5x+9=0
_6,5+V6,52-36
X1 = 2
_ 6,525
X1p=732
X, =2; y,=2-2=0 =C, 210

X, =45 y,=4,5-2=25 =(,(4,512,5)
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5.2 Abstand eines Punktes von einer Geraden Kapitel 5

KD: = [—)1)[,:13] und Steigungsvektor v = [‘11]
ADOV=0 & X;-1-x,+3=0 &x;=1
yp=-1+4=3 =D(113)
AD = (2] und AB = DC = (3 — B(11-2);C3ID)
(Rechnerisch moglich sind auch B(=313) und C(-115);
L diese Losung entfallt, da diese Eckpunkte dem Umlaufsinn
50X im Viereck ABCD widersprechen.)

IABl = [BCl = ADI =22 + 22cm =V/8cm = 2,83 cm
Argcp = |ADI? = 8 cm?

6 Die Aussage ist zwar richtig, allerdings ist das Bestimmen des Abstands von P, und P, zu h nicht nétig,
um zu Uberpriifen, ob g und h parallel sind. Man muss lediglich die Steigungen der beiden Geraden
bestimmen. Fiir g und h gilt: mg =my =2,5, die beiden Geraden sind parallel.
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KX
[Kx )

Kapitel 5

5.3 Skalarprodukt beliebiger Vektoren

@ Die Zeichnung im Schulbuch entspricht der, die die Schiiler ins Heft ibertragen sollen.
B cos@=cos (B-o)=cosa-cosP+sina-sinf
cos o ist der ,,Rechtswert* des zum Winkel o. zugehdrigen Endpunktes des Vektor @, der allerdings
noch normiert, also auf die Lange 1 gebracht werden, muss. Entsprechendes gilt flir cos B und den
Vektor ﬁ
sin oo und sin B sind ,,Hochwerte®, auch hier muss normiert werden.
€OS @ = €0S ¢+ oS B+ sin o+ sin B
=3 b, a b
al 6l [&al Il
® Nach Multiplikation mit |a] - [bl erhélt man: dob = a,-b,+a, b =lal- bl - cos o.

NG

Nachgefragt

@ Damit das Produkt auf der rechten Seite gleich null ist, muss cos ¢ = 0 gelten, da die Betrdge der bei-
den Vektoren ungleich null sind (Nullvektoren sind ausgenommen). Der Kosinus ist fiir ¢ € [0°; 180°]
nur bei @ = 90° gleich null. Hieraus folgt die Orthogonalitdt der beiden Vektoren.

[ §®5=ax-ax+ay-ay=a§(+a§= [al2

Aufgaben

1 Berechnung von @ mithilfe von cos ¢ = %OE = __axbxrayb
@ g (P (P |a||b| \[axz_'_ayz,\[bxz_,_byz
38 24
a) cosp=—°"—=0,72 b) cos ¢ = —=*—=-0,61
) cos =15 7 = O ) cos 0= =0
¢ = 44,24° ©=127,75°
y A y A
5 T 5 4
4T 4T
3+ @ 3+
P b a 1
T /fas242 T127,75°
] 1 0 ] 1 ] ] ] ] ] » 1 1 1 ) 1 1 1 1 1 »
T T 0 T T T T T T T T Ll T T T T T T T T -
2 1, |1 23 4 5 6 7 8x 2 1 45 6 7 X
b
_2 _ _2 -

9
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5.3 Skalarprodukt beliebiger Vektoren

Kapitel 5

30
c) cos ¢ =—"—"—=0,89
) cose=y5 v~
¢ =26,57°
y A
3__
2T a
1__
| .0 |26’5|70 |E Ll | L
T T 0 I I I =T T T Ll
2 A, 12 3 45 6 7«
_2——
_3——
0
e) cosp=—+~==0
) ¢ V11,25 -\5
¢ =090°
y A
5__
4__
3__
a\’T
E RV,
1 1 Ib ] ] ] ] ] 1 »
T T 0 T T T T T T T Ll
2 A |1 23 45 6 70X
_2——
_3——
_4——
24
CoS ¢ = —=2—=-0,6
g) cos o Ve
¢=126,87°
v A
5__
4__
3__
>+ a
- f—
leam 1 1 1 bl 1 1 1I26’8 1 1 1
T 1 1 1 1 1 1 1 0 T T T
8 7 6 5 -4 3 =2 -1 1 2 3
_2——
_3——
_4——
_5——
_6——
_7——
_8——

d) cosop= =0,32

__ 45
V22,5-V9
¢0=71,57°

y

h =292  __
) cos ¢ Veser Vi 0,35
©=110,72°
y A

11

| 110,72°
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Kapitel 5 ] 5.3 Skalarprodukt beliebiger Vektoren

0,14
0s Q= =0,28
) coso 0,5-VY0,5

73,74°

¢

=<
m.
<)
N
<)
o
<)

-0,19
=2

[

G 2 @) b =440,
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5.3 Skalarprodukt beliebiger Vektoren

(K5 ) 3

Berechnung der InnenwinkelmaBe mithilfe der Formeln cos o = %’C\%, B = % und

cosy= I%\\IGI%BéI am Beispiel von Aufgabe a). Analog fiir die Aufgaben b) bis f).

a) v A AB =(4]. AC =1 —_41+1-3 _ 7 ~ 57,50
) 't AB =[1];AC=[}] cosa et 2 ls sa=575

C

RA —[-4). ¢ —[-3 _E) -3+ D2 10 _ o
3T @’ BA [‘1]’BC []COSB Vie+1-Vo+4 V1713 =B~47.7
1 @ B A=) CB=[3) cosy=El2eEDLD__ 3 —y_747°

Vi+9-Vo+4 V10-13

I 4

1 2 3 4 5
b) o =89,3° C) o =64,4° d) o=63,4° e) o =58,4° )l a=7,1°

B =65,8° B =56,9° B =26,6° B =80,1° B=11,3°
Y= 24,9° y=58,7° vy =90° Y= 41,5° v=161,6°
5:-2+0-2 10 1 o _ o [ o
- - =L = 45° B = 180° - 45° = 135
3) cosa V2s+0-Va+4  \25-8 \2 = B
a=V25+0LE=5LE b=V4+4LE=2,8LE#a = keine Raute
= 3-+3-4 6 _ 1 =71.6%B=180°-71.6°=1 °
b) cos a Voo Vitie Vs o Vi =0=71,6%pB=180°-71,6 08,4
a=V18LE=~4,2 LE b=V20LE=~4,5LE#a = keine Raute
_ 2 (D+4-4 _ 12 _3 - 1°: B = 180° — 1°=12 o
c) coso Viiie Ve Va0 30 5 = o =53,1%3=180°-53, 6,9
a=V4+16 LE=4,5LE b=V4+16LE~4,5LE=a = Raute

Berechnungen mithilfe der Geradensteigungen und Steigungsvektoren m, und Vg' bzw. m, und v, und

der Formel cos ¢ = IVLEI@I_VVJI am Beispiel von Aufgabe a). Analog fiir die Aufgaben b) bis h).
g "Vh

m, =4 \Th=[ll;]

— D -1+2-4 - 7 ~ 0 ((n* ~ o
cos @ ViVicie Vo = @ = 40,6° (p* = 139,4°)

b) ¢=28,0° (¢* = 152,0° c) ¢=4,5°(p*=175,59 d) ¢ =69,6° (¢* = 110,4°
e) ¢=78,7° (p*=101,39 f) ¢ =90° (¢* = 90° g) ¢ =~69,4° (p* = 110,6°)
h) ¢=22,4° (¢* =~ 157,6°)

b)

v, € {-2,03; 0,31} v, € {-13,9; -2,9}

[ 3 - _( 3 o _[-13,9 o _[-29
Vi = [—2,03] Vo = [0,31J Vi —[ -5 ] V2 —[ 5 ]
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Kapitel 5 5.3 Skalarprodukt beliebiger Vektoren

0

b)

b) AB =7 ); IABI = V50 LE
rcl = [o,ﬁ(sﬁ 4]

|E| =V(x+2)2+ (0,25x + 4)2 LE

cos 50° = ABOAC
[AB| - [ACH]
=x,=0,6;y, =~4,1;C,(0,614,1)
> Rechnerisch méglich ist auch C;* (-5,112,7) auf g, da
5 X die Geraden AB und BC,* einen Winkel von 50° bilden.
. Allerdings ist dieser Winkel nicht Innenwinkel des
Es sind individuelle Antworten moglich, Dreiecks, damit entfdllt C;* als Losung.

um C, (-2,513,4) zu bestimmen.

Losungsmoglichkeit:
Die Koordinaten der Punkte C, bzw. C, seien C, (xly).
AC _[x+7} BC. _[xy4]
1 Fiir den Betrag des Vektors ATH gilt: |rCn| =5, also gilt:
(x+7)2+(y-2)?2=25 bzw.
xX+7)2+(y-22-25=0 (Gleichung 1%)
2 Fiir den Betrag des Vektors ﬁ; gilt nach dem Satz des Pythagoras im rechtwinkligen Dreieck
ABC,: |BTZn| =10, also gilt:
(x—4)2 +y2 =100 bzw.
(x-4)2+y2-100=0 (Gleichung 2%)
Gleichsetzen von 1* und 2*:
xX+7)2+(y-2)2-25=(x—4)2+y2-100
X2+ 14X+ 49 +y? =4y + 4-25=x2—8x+ 16 +y?2 - 100 |-x2-y?
14X+ 49 -4y + 4-25=-8x+16-100

14x -4y +28 =-8x—84 | +8x + 84
22x-4y+112=0 |+ 4y
4y =22x+112 x4

y=5,5x+28 (Gleichung 3)
Die beiden Punkte C, und C, liegen damit also auf einer Geraden mit der Gleichungy = 5,5x — 28.
3 Um die x-Werte von C; und C, zu bestimmen, verwendet man noch die Bedingung, dass die bei-
den Vektoren AC und BC zuelnander senkrecht sind. Also ist deren Skalarprodukt O:

AC, @ BC, =[§t§]o[xy4]=o

xX+7)-x=-4)+y-2-y=0
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5.3 Skalarprodukt beliebiger Vektoren Kapitel 5

Nun setzt man Gleichung 3 in diese Gleichung ein:
X+7)-(x—4)+(5,5x+28-2) - (5,5x+28) =0
x2+3x—-28+ (5,5x+26) - (5,5x+28) =0
x2 +3x—28+30,25x%2 + 297x+ 728 =0
31,25x2 +300x + 700 = 0
x2+9,6x+22,4=0
X, =—4; X, =-5,6
Eingesetzt in die lineare Gleichung 3 erhélt man: C, (-416) und C, (-5,61-2,8).
¢) coso= ABOAC _ [g]o[Z] _ 338 _ 25 _\5
[ABl.[ACl  V112+(2)2-V32+42  V125-V25 25V5 °
0= 63,4°; B = 26,6°

Kx) 9 a)

P11-1);R(513)

b) Es geniigt zu zeigen, dass das Viereck PQRS eﬂe Raute ist. Dazu zeigen wir (1), dass die Diagona-
len aufeinander senkrecht stehen, also PR 1. QS.
Weiterhin zeigen wir (2), dass der Mittelpunkt M von QS auch der Mittelpunkt von PR ist.

pp _[5-C1D]_([5+1]_1[6
1 PR=[3288]=(551)=(¢]
Ac _ 1-3 _[—2
QS = [2,5 - (—0,5)] = [ 3 ]
PRoQS =(§|o[2]=6-(+4-3=-12+412=0
=PRLQS
2 IPMI=V(2-(1D)2+ Q- C1)2LE=V9+4 LE=V13 LE
IMRI=V(5-2)2+ 3-1)2LE=V9+4 LE=V13 LE
Damit liegt eine Raute vor.

Hinweis: Es sind auch andere Begriindungen fiir eine Raute maéglich, beispielsweise kann man
zeigen, dass alle Seiten gleich lang sind.

¢) 1 cos<QPS=rF20PS

[PQ! - P3|
53 _(4).oe _[2
PQ =o'} PS = (53]
pS—__ 4:2+05-35 _ 9,75 — 975 _06
cos ¥Q Va210,52-\22+3,52  \16,25-\16,25 1625
L QPS =53,1°

Hinweis: Die zweite Langenberechnung kdnnte man sich auch sparen, da eine Raute vorliegt.
Mithilfe der Winkelsumme erhdlt man: <CRQP = 126,9°.

_l4 2 _ — —
2 Apgrs = |os 35| FE= (4-3,5-0,5-2) FE= (14— 1) FE= 13 FE
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Kapitel 5 5.3 Skalarprodukt beliebiger Vektoren

ol 4

b) Steigung der Geraden BD: m, =—%=—%
Steigung der zu BD senkrechten Geraden AC: m, = —mil = %
Gerade AC mit m, = % und (010) auf AC: g:y= %x

3.~ X+2 e X—4
A[X|ZX]’ DA = [%x—6,5}’ BA = [%x+ 1,5
. X+2 X—4

Es muss gelten: DA©® BA = 365 o} 3a15|T 0

x+2)- (x—4) +[%x—6,5]-[%x+ 1,5} =0

2542 -575x-17,75=0

X =2y, =3 (-2 =-1,5 = A(-21-1,5)
X,=5,68;y,=2"568=4,26 = C(5,6814,26)

¢) Die Berechnung von [ tiber das Skalarprodukt der Vektoren BA = [‘5’] und BC = [;:?2] ergibt
o=7y=90%p =106° &= 74°.

(K5 ) 11 0D =0 ®BM & BM =] D(213)
Steigung der Geraden BD: m, =-1
Steigung der zu BD senkrechten Geraden AC: m,=1
Gerade ACmit MaufAC=g g:y=x-1
A(xIx~1); DA =[%2}; BA =[*~%] und [BAl = V2x2—12x+ 20 LE
Im rechtwinkligen Dreieck ABM mit o, = 40° und B, = 50° und BM =2 LE gilt:
o _ IBH am_ lBml _ V2 o
sin 40° =1 = |ABl = G405 = Snage LE= 2,2 LE

V2x2—12x+20 =2,2
2x2—12x+20 = 4,84
X2 = 6x+7,58 =0 =X, =1,8;y, = 0,8; A(1,810,8)
=Xx,=4,2;y,=3,2;C(4,213,2)

| KX » 12 a) Umzu zeigen, dass zwei Strecken aufeinander senkrecht stehen, kann die Orthogonalitét auch fiir

15

zwei Vektoren, die parallel zu den entsprechenden Strecken verlaufen, gezeigt werden. Hier geniigt
es also zu zeigen, dass die Vektoren AC und BD aufeinander senkrecht stehen.

In der Rechnung werden die Vektoren AC und BD dann mithilfe der Vektoren @ und b geschrieben.
Mithilfe der Rechengesetze und -regeln fiir Skalarprodukte wird der Ausdruck weiter vereinfacht
und ergibt schlieBlich 0, woraus folgt: Die beiden Vektoren AC und BD und damit auch die Diagona-
len AC und BD stehen aufeinander senkrecht.

Schulbuchseite xxx



5.3 Skalarprodukt beliebiger Vektoren Kapitel 5

K1) 13

b) Um zu zeigen, dass die Diagonale AC den Winkel BAD halbiert, kann man zeigen, dass das Maf des
Winkels BAC gleich dem Maf} des Winkels CAD ist.

Zunéachst werden die beiden Skalarprodukte AB © AC und AC © AD berechnet, indem man die
vorkommenden Vektoren mithilfe der Vektoren a und b ausdriickt. Mithilfe der Rechenregeln fiir
Skalarprodukte ergibt sich die Gleichheit von AB ® AC und AC @ AD.

SchlieBlich kann man die beiden Skalarprodukte mithilfe der Betrdge der Vektoren und eines zu-
sdtzlichen Faktors cos @, bzw. cos ¢, schreiben. SchlieBlich folgt aus der Gleichheit der Betrage der
Vektoren auch die Gleichheit der Werte cos @, bzw. cos ¢, und damit die Gleichheit von ¢, und o,.

a) @ob)o(Ced) =@ob)oceo@aeb)od
=3doc+boc+ded+bod
—doc+ded+boc+bod

b) Vew)?2 =Vew)o(Vew)
=VOV+VOW+WOW+W OV
=vZ+2-VOW +Ww?2
=vZ4+2-v-w-cos <L(V; W) +w?2

o (Ve (w))? =Ve(w)o Ve w)
=VOV+VO(-W)+=wW)o-w)+(=w)oVv
=Vov+(ED)-Vow)+(1)-Vow)+(1) (1) - (wow)
=vZ-2.-VOw +w?
=vZ-2.v-w-cos L(V; W) +w?

Alternatives Vorgehen analog zur Darstellung im ,,Merkwissen*:

Man berechnet anhand konkreter Vektoren den dargestellten Zusammenhang, z. B. die Berechnungen
ftir den Zusammenhang unter b) mit

V= [é],Vv’ = [(1)] Vew)= [ﬂ und cos %(V; W) = cos 90° = 0

—vo (1)1 _
N®W)2—[1]®[1]—1-1+1-1—2
Vew)2=vZ+2.-v-w-cosL(V;W)+w2=12+2-1-1-0+12=1+1=2

Mit AB2 = (CB & (—CA))? und AB2 = |ABI?, mit dem Zusammenhang aus 1 b) und mit
IcCBl = a, ICAl = b, IAB| = c und <(CA; CB) = yund gilt:
AB2 = (CB @ (-CA))2

=[cBI? -2 - IcBl- IcAl cos < (CA; CB) + ICAP?

=a’-2-a-b-cosy+b?

=a’ +b?-2ab - cos y=c? (Kosinussatz fiir das Dreieck ABC)

Mit PQ = (-RP) ® RQ und mit dem Zusammenhang aus 1 ¢) und mit IRQ| = P, IRP| = q, IPQl = r und
cos <(RP; RQ) = cos 90° = 0 gilt:
PQ? = (-RP) ®RQ)?

= RPI*-2-IRPI-IRQI - cos < (RP; RQ) + IRQI?

= g2 + p2 = r2 (Satz des Pythagoras fiir das bei R rechtwinklige Dreieck PQR)

bod=(per)o(r)er)
=(e(r))o «ﬂ®w
=010 45013 -10%;
=101 -5;0%
_IFP P =0
= b 13, d.h. das Dreieck ABC ist bei C rechtwinklig.
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Kapitel 5 5.4 Vermischte Aufgaben

(K5 > 1 a) 8-7+3-(-4)=44+#0 = nicht orthogonal
b) 11-5+(-5)-(-11) =110#0 = nicht orthogonal
) 7-12+28-(3)=0 = orthogonal
d) (9)-(5)+2,5-(-18)=0 = orthogonal
€ 8-9+14-(-4)=16#0 = nicht orthogonal
f) 2,5-(-6)+5-3=0 = orthogonal
(K5 > 2 a)9-u+(3)-27=0 =u, =9
b) 12-v,+6-9=0 =V, =-4,5
) %-(—25)+uy-45=0 =>uy=%
‘K4 > 3 a) v A b) v A
8T g+ C
7+ 7T
6T 5 6T 8
s+ ¢ 5+ A
4T 4T
3+ 3+
2T 2T
1T A 1T
ot H—to————+——+—+>
a %1 23 s s 6 x a %1 2 3 4 s 6 x
14 11
=% _[0,5 B_[4 “n_(3 aE [
CA—[_A] CB—[O'S] AB—[l] AC—[3]
0,54+ (-4)-0,5=0 3-(-1)+1-3=0
= rechter Winkel bei C = rechter Winkel bei A
4] v A d v
4+ 6T ¢
L 5__
T 4_—
- 3__
0 4
0 > i B
1 2 3 x
1__
St
—_1__01 A%z; 56 X
B (2 A (1 =F _[-3 o _[-4
AB—[_z] AC—[B] Bc-[4] BA—[_B]
2:1+(-2)3=-4#0 (-3)- (4 +4-(3)=0

= kein rechter Winkel im Dreieck ABC = rechter Winkel bei B

H Th=[_13] Vg'QTh= 1-3#0 = g und h nicht senkrecht
1

b) Tg = [0'5] v, = [_(}’5] TgQTh =1-0,25#0 = gund h nicht senkrecht
c) vg=[;] VTF[_E] Vé67h=1—1 =0 = g und h senkrecht
2 3
d) ng=[_1£] Th=[;} Vé@Th=1—1=0 = g und h senkrecht
3 2

17  Schulbuchseite xxx



5.4 Vermischte Aufgaben Kapitel 5

K5 > 5 a) undb) ¢) undd)

ShYA

[¢)¢] [6)e]
[} o
- N w <
= 1 1 L

34 -4 -3 Pr
Losung zu a)
QP = [3 _ (2_5;‘+ 3)] = [ZZ‘X"] und m, = -2, Steigungsvektor v, = [_12]
QPoV,=0
2 -
(5Jels)=0 _ _
2-x-4x=0 x=0, Q04122 QF=[48]  IaPl=VL67+08% LE~1,8LE

Analog erhdlt man: b) IQPI=1,9LE ¢) IQPI=2,2 LE d) |QPI=3LE e) IQPI=3,2LE f) IQPl=6LE

K& > 6 Rechnerische Bestimmung der Koordinaten von C, und C, mithilfe des Skalarprodukts AC © BC = 0.

C,1,811,6) C,(1,512,5 € 0911,6 @706  C,A11,3) CG711,9
) 7y A =05 AC = 2
7 . .
ONi = 0A @AM =]
7 MDA 5
—_| X-
5 MD _[0,5x+3]
/ AMOMD =0
3 -5 |_
N [3)e(o3x2s)=0
> 3-(x=5)+(-1)-(0,5x+3)=0
2,5x-18=0
17 1
0 X=2,—5= 7,2
—1— y=7,6 =D (7,217,6)
- "M (2,2
™ MD _[6,6]
-2 OB =-1-MD&OM = B(2,8/-5,6)
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Kapitel 5 5.4 Vermischte Aufgaben

8 Die Aussage ist falsch. Der Winkel ldsst sich beispielsweise auch tiber das Skalarprodukt bestimmen.

(K5 ) 9 a) B(6I-1,QkI0,5x+3), QB =| o,V =[k]
QBOV=06-x-0,25x-2=0 =X=3,2;y=4,6;Q(3,214,6)
IQBl =V(6-3,2)7+ 1-4,6)2 LE=V2,82+ (-5,6)2 LE~ 6,3 LE

b) g(5) =5,5=C,(515,5); C,A=[ 5} B =[ 44
|IC,Al =1/69,25 LE =~ 8,32 LE; IC,Bl = V43,25 LE ~ 6,58 LE

_ GAoGB _ -7+29,25 _ _
COS Y, = A gl ~ 837 6.58 = 0+406 =7, = 66°
2B 6
) AB = [ ]BC [0?x+4}
AB ©BC,=0& 8x-48-x-8=0 =x=8;y=7;C,(817)
| K5 » 10 Berechnungen mit cos ¢ = *I |t;|

a) 59,04° b) 94,40° ¢) 100,49° d) 67,38° e) 90° f) 52,13°

K5 > 11 a) y=5;C(415); 0=26,57%y=108,43° b) x=2;B(21-1); o= 90% B = 45°

K4 > 12 y A a) C(3,513,6)
T C, b) B(-0,2710,27)
’ 3 ©) A(-0,271-0,27)
T A B
| Bb | a: | | | a‘
T A T T T T T Ll
3 _c 1 2 3 4 5 X
_3 4
13 a) undb) b) DA =[1}DC, =] **3
e ) oA =3 06,7,
DA®DC, =0 x+3+(-5) - (-0,5x+2) =0 & 3,5x=7
=SX=2;y=4 =C,(214)
DC, =[§]
A8, =[2Je(3)=[2] =8,GI-1)
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5.4 Vermischte Aufgaben Kapitel 5

| K4 ) 14 a) unde) a) Moglicher Losungsweg:
) B gespiegelt an w, ist B* (114).
Der Schnittpunkt von x = 1 und BB* ergibt C (114).
a5 _(6). ac —[2
i - e [3
ABoAC _ 12+12 _ 6 0.6 — o ~53°

ABI-]ACl  Vao.Vao 10

coso =

b) Beliebiger Vektor v aufw : v = [%]

ﬁ=[‘y“]ﬁoﬁ=o@y=4;c(1|4)
o 8 ~[5 8¢ (]
BAoBC _ _24-8 1 — B=63°

BAl.lBCI  Vao-V32 Vs
Die Gleichung 4 beschreibt die Winkelhalbierende Wg.

d) Mist der Schnittpunkt von w, und Wi
x—-1=-0,24x+1,18 = 1,24x = 2,18
x=1,76;y=0,76 =M(1,7610,76)

e) Der Radius entspricht dem Abstand von M zu den drei Geraden, die durch die Eckpunkte des
Dreiecks verlaufen. Berechnung des Radius als Abstand des Punktes M zu AC: y = 3x + 1 ergibt:
r=1,75LE

cosP=

(K& ) 152

) P =[5} &P = 2| mit (1) und [ = &P = 70

o_ RPORP' _ —6x-6-2y+14 _ —6x+8-2y - -90- 0= _3x—
cos 60 RET. kP R 70 =y =-3x+4-20-cos 60 3x—-6
- . P'(-2,2710,80)

0 RP7=k-RP' =k-[ Y]
OP" = OR + RP" =[—71J+ k- [—_16,227] = P"(-1,27k - 11-6,2k + 7)

P'"in die Geradengleichung von g einsetzen:
6,2k +7=0,25 - (-1,27k-1) - 1,75
—6,2k + 7 =—-0,3125k - 2
9 =5,8875k = k=1,53; P'"(-2,941-2,49)
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Kapitel 5 5.5 Das kann ich!

E 8686

J

5

580

A

21

LAufgaben zur Einzelarbeit l

1 a) senkrecht b) nicht senkrecht ¢) nicht senkrecht d) senkrecht

2 a) b =14 b) a, =0,5

3 a) Vg: = [;] v, = [ 01,3]; Vg OV, =1-0,9#0 = nicht senkrecht

b) T=[Z];Th=[_0?25];7g®vh= 1-1=0 = senkrecht
a) Q(1,512,5) d(P;g)=1,58LE
b) Q(4,1610,88) d(P;g) =3,6LE
¢) Q(-2,1113,42) d(P; g) = 4,51 LE

5 Losungsmoglichkeit mittels des Abstands eines Punktes P auf h von der Geraden g.
a) z.B.mitP(0I3)undg:y=0,5x+0,5: d=2,24LE

b) z.B.mitP(Ol1) undg:y=-2x-2: d=1,34 LE
[ x=1) _( x-7
6 v AC, = [0,);“ 1]v BC, = [o,X5x—1]

7 AC,®BC, =0

(x2-8x+7)+(0,25x2-1) =0

19 1,25x2—8x+6 =0
—1_1 _ 8 +\64-30 845,83
V X127 25 = 25
-2 x, = 0,87;y, =—0,57; C, (0,871-0,57)

X,=5,53;y,=1,77; C, (5,5311,77)
—0-p=|0 —9.¢=|1

7 a) b =0;5=3 b) ¢, =2;¢=(})
8 a) p=4024° b) ¢=52,13° ¢ 9=100,3° d) ¢=90° € @=90° f ¢=180°
9 Als Steigungsvektoren kann man v, = B] und v, = [_32] wahlen. Am Skalarprodukt der beiden

Steigungsvektoren sieht man sofort, dass die Geraden senkrecht zueinander sind:

3]~ (-2) = -

[2]@[3]——6+6—0
10 a) ¢ =32,47° b) ¢ =63,43°

11 a) Vx=1;V=[Z] b) vy=2;V=[§]
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K5 ) 12 a) AB =[ﬂﬁ =[o,2)§;+33,5]
ABOAC, _ [?J9[0,2)§;33,5]
[ABI.IAC,] V17 - Vix+3)2+ (0,25x + 3,5)2

cos o =

b) o, =40° x=-0,56;y=3,36 C,(-0,5613,36)
(9] o,=30° x=0,84;y=3,71 C(, 0,8413,71)

K4 ) 13 a) undd) b) y,=p-1)=25 =D,(112,5)
AD, =55} A8 =1]
| w0 _ 5s)°ll
cos oy = R EET = 2 25 ~0,41

NE ‘[5 5” [z{” T Ve1,5-17
=0, =7y,=657%B, =0, =114,3°

©) AD =[0,5x§:22x+7]

AB ©AD =0

4 2 —

[1}9[0,5x§:2x+7] =0

0,5x2+6x+15=0

Xy;3=—6+V6=~—6+2,4

X, ==3,6;y,=p(-3,6) = 3,2 D,(=3,613,2)
X3 =—8,4;y5 = p(-8,4) =~ 22,8 D, (-8,4122,8)
d) |ABI-|AD | =V17 - V1,67 + 6,22 FE =17 - V41 FE = 26,4 FE

Der Flacheninhalt des Rechtecks ABC,D, betragt 26,4 FE.

|@| = 64y
T

| KX ) 14 Die Aussage ist falsch. Gegenbeispiel mitk =5undd@ =b = B]
5-((3)o[3]]=5- @+ =25, aber

(5-[2])e(5-(3])=[:5) @[ 18] = 25 + 100 = 125 % 25

LAufgaben fiir Lernpartner l
!

A Das ist nur richtig fiir den Fall, dass keiner der beiden Vektoren der Nullvektor ist. Wenn mindestens
einer der beiden Vektoren der Nullvektor ist, dann ist zwar das Skalarprodukt der beiden Vektoren 0,
man kann aber nicht von Orthogonalitdt der beiden Vektoren sprechen.

B Das ist falsch. Wenn zwei Geraden senkrecht zueinander sind, dann hat das Skalarprodukt der beiden
Steigungsvektoren den Wert 0. Gleichzeitig ist dann das Produkt der Steigungen gleich —1.

C Dasist richtig.

D Das ist falsch. Die Skalarmultiplikation ist nicht fiir Zahlen definiert, sondern fiir Vektoren. Fiir die
Berechnung des eingeschlossenen Winkels benotigt man die Steigungsvektoren der beiden Geraden.
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K1/6

:

Das ist falsch: Beide Skalarprodukte liefern den gleichen Wert (Kommutativgesetz der Skalarmultipli-
kation).

K1/6 F Das st richtig.

K1/6 G Dasist falsch.

K1/6 H Dasistrichtig.
Es gilt: lejl =lejl =1
Es seiyder Winkel zwischen den Vektoren e] und e, also y= o B. Dann gilt:

[cos a]@[cos ]3]
sin o sin . .
cos(oc—B)=cosy=|EeiZ|?|%|= I B) — cos - cos P +sina-sinp
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5.7 Mathe mit Képfchen Kapitel 5

LSkalarprodukt orthogonaler Vektoren 1
I

@

?

@

a) Das ist wahr: Zwei Vektoren sind orthogonal zueinander, wenn ihr Skalarprodukt —1 ergibt.
b) Das ist falsch.

¢) Das ist wahr. Zuvor miissen allerdings noch die Koordinaten der betreffenden Vektoren, die den
vermeintlichen rechten Winkel miteinander einschlieen, berechnet werden.

e Die Vektoren b und ¢ sind senkrecht zueinander.
e Jeder der beiden Vektoren d und € steht senkrecht auf jedem der Vektoren 3, f undi.

a) gli
b) gLh
c¢) glh

Gi-(s) 7]
CAoCB =("0|o[%*]=75 (35 +5-5=-1,25

Da das Skalarprodukt der beiden Vektoren CA und CB nicht 0 ergibt, liegt bei C kein rechter Winkel
vor. Mit dem bloen Auge kann man das nicht immer zuverldssig beurteilen.

LSkalarprodukt beliebiger Vektoren 1

(kx5

:

:

a) o =180°
dob=(lo[d)=-1+ D=2
b) o =180°

dob=({o[})=-1+(D==2

Das ist richtig, wie folgende Rechnung mit a = [gx] zeigt:

2
oz _(a) (o a2. a2 [ [22222)% = 132
a@a—[aXJQ[a:]—ax+ay—[\/ax+ayJ =al

v

Beim zweiten Ausdruck BC @ BA =132+ 52 -\/(8)2+ (-2)2 - cos 45° sind die Summanden unter der
ersten Wurzel (rein formal) falsch. Es miissten eigentlich die quadrierten Koordinatendifferenzen der
x- und y-Koordinaten der Punkte C und B sein:

V=% + (- v9” =G-8+ 5-27 =57 + 37

Zusatzlich ist noch die Reihenfolge der Summanden im Vergleich zu den anderen Skalarprodukten
vertauscht.

Obwohl der Ansatz falsch ist, @ndert sich am Ergebnis trotzdem nichts, weil bei einer Addition nach
dem Kommutativgesetz die Reihenfolge der Summanden keine Rolle spielt und beim Quadrieren
etwaige negative Vorzeichen ohnehin verschwinden.

Torben verwendet beim Skalarprodukt Sinus statt Kosinus. Weil deren Werte aber bei einem Winkel-

maf von 45° iibereinstimmen (in beiden Fillen @), fallt der Fehler nicht weiter auf:

dob=V16+0 -\/9+9-sin45°=\/ﬁ-\/ﬁ-g=4-3\/§~\/;=12
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B
Vektoren
| KX » | 1 Ldsungsmoglichkeit:

A
\
\
B
L A \
K \
b’
A \
AN
0 d, D _
A \ -
-1 ¢ \4 X
(kx ) |2 a) b) ) d)
A 214) (=2,51-3,4) (113) (=218)
B (-315) (-512,3) 211 (~4110)
N 23] B 3
oA | [ 5) () 3
kx ) |3 @) PP =[] ]
e
Abbildungen

| KX ) | 4 Losungswort: MATRIX

\
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6 Abbildungen

~N

Die Auftaktseite eines Kapitels enthdlt zwei verschiedene Elemente:

Zundchst werden die Schiiler mit einem offenen Einstiegsbeispiel an das neue Kapitel herangefiihrt.
Zentral ist dabei immer der Anwendungsbezug: Kein Lehrplaninhalt ist rein innermathematisch, sodass
den Schiilern von Beginn an gezeigt werden sollte, dass Mathematik nichts Abstraktes ist, sondern

oft im Leben der Schiiler vorkommt. In einem Unterrichtsgesprach zur Auftaktseite konnen viele der
kommenden Lerninhalte schon heuristisch erarbeitet, Vermutungen gedufiert und Zusammenhange
erschlossen werden.

@ Es liegt eine Achsenspiegelung vor, wobei das Koordinatensystem so gewdhlt wurde, dass an der
x-Achse gespiegelt wird.

Wesentliche Eigenschaften einer Achsenspiegelung:

—Bild und Urbild sind kongruent, die Achsenspiegelung ist langen- und winkeltreu.

—Der Umlaufsinn kehrt sich um.

@ Losungsmoglichkeit:

Drehung um einen Punkt Z mit Drehwinkel o

—Bild und Urbild sind kongruent.

—Der Umlaufsinn bleibt erhalten.

Verschiebung um einen Vektor v:

— Bild und Urbild sind kongruent.

— Der Umlaufsinn bleibt erhalten.

Zentrische Streckung mit Streckungsfaktor k von einem Punkt Z aus:

— Bild und Urbild sind zueinander dhnlich, die zentrische Streckung ist verhaltnis- und winkeltreu,
aber nicht langentreu.

—Der Umlaufsinn bleibt erhalten. )

Y
X .

Die Aufzahlung am Ende der Seite bietet einen Ausblick auf die wesentlichen Lernziele des Kapitels
und schafft so eine hohe Transparenz fiir Schiiler und Lehrer. Durch einen informierenden Unterrichts-
einstieg konnen sich Schiiler und Lehrer auf das Kommende einstellen.

Idealerweise wird im Unterricht der Bezug hergestellt zwischen der Einstiegssituation und den im Aus-
blick angegebenen Lernzielen. )
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Kapitel 6 6.1 Parallelverschiebung

LR

= 0P =0P &V =[{]=P @l4)

Nachgefragt \

@ @ Soll eine Parallelverschiebung eines Punktes P um den Vektor v = [\‘;X] riickgangig gemacht werden,
so muss der Bildpunkt P' um den Vektor —v parallel verschoben werden. Betrachtet man ndmlich den
Punkt P' (x + v, ly + vy), so ergibt sich nach einer Parallelverschiebung mit -v = [:x;] der Punkt

P" (x+v,—v,ly+v, —v) =P(xly), also erneut der Punkt P.

@ Die einzige Parallelverschiebung, bei der es Fixpunkte gibt, ist die Verschiebung mit dem Nullvektor
v=[¢)

Bei der Parallelverschiebung mit einem beliebigen Vektor v, der nicht der Nullvektor ist (d. h. v, #0
oder vy # 0), gibt es keine Fixpunkte.

N

Aufgaben

R T N L R PO e RO
L | osam e)-[4s(3)-[2) Bere

/

5
2T 2T
1+ 1
Yttt Y >
-2 = 1 2 3 4 5 X -2 - 12 X
14 -1 4
\'
2 2T
34 3T v
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6.1 Parallelverschiebung Kapitel 6

o Al =[Je(5A) =35 Mes-1e a A:[X]=[2]e(%2)-(22) A@3i-6s
iy =[S)e[52)=l0d)  B03109 1)< [2)e[22)=(22)  B0s120

y
4

5
\?\_
A

:10_\9: :\ >

A

-2 K
5
6
K5 ) 2 a) b) 0 d) 3
e =3 | ve(3) | -3 | =P | V-8
Urpunkt PB3I-3) P(1-v210,4) P(3,218) PW/212V2) | P(0,5V31-V2)
Bildpunkt P'(51-5) P'(11-1,6) P'(3,71-4) P'3V2IV2) | P'3V3I12V2)
o 3 A ff=ely) =)= V=[]
8:[y)=Glel)  =(.5)-0) B (115)
al=Glel = ()-(23)-C) CGI1)
 [=Glely) = []=G3)-0 v=2)
8:[y)=Flel5)  =027)=(] 5 (715
a)=fels) = ()-67)-0) ccal
o f7)=laels) = L-BS)-0) =)
8:[y)=(G)e¥] =(3:2)-(7) B (914)
C [ﬂ=[§]@[‘ﬂ = [§]=[1ii]=[_73] C(71-3)
o )=lzely] = ()-G0a)-08)  v-(35)
8:()=[elos) =[:02)=033) B'(1,512,5)
a(B=(Je(vs] = 0)-6ro2)-) C3,512,5)
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Kapitel 6 6.1 Parallelverschiebung

4 Josefs Aussage ist falsch: y A
Es ist zwar richtig, dass die Parallelverschiebung keine Fixpunk- T
te hat. Es gibt jedoch bei der Parallelverschiebung Fixgeraden 6L /
(s. Gegenbeispiel):
. . . P 5
Jede Gerade in Verschiebungsrichtung ist eine Fixgerade. /
g AT =
3 —
Eau e
e T
=+
2 4_’1__0 12 3 4 5 6 x

‘K4 > 5 a) g':[;:]=[2XX_4]®[_31]=[2XX_—11]

6

X'=x-1& x=x'+1 y'=2(x'+1)-1=2x"+1 ghy=2x+1
' X X
b |: X — 0 —
EE R el
x'=x y'=%x—1=%x'—1 g':y=%x—1
X x 5| _[ x+5
c) g" [y] - [0,2x] ® U B [o,zx + 1]
X'=x+5 & x=x'-5 y'=0,2(x'-5) +1=0,2x' g=g''y=0,2x
zu a) zu b) zuc)
VA y A
2 2
A
! A'
y ‘/v'/ 1T [
0 - o) IS ,
2 -1 |° 2 X —2|—1A012345x
/ A g=g 1T
g 2t 2+
_3—— _3__
_4—— _4__

Wie Aufgabe c) zeigt, gibt es bei einer Parallelverschiebung Fixgeraden: Die Geraden g und g' sind
identisch.

=== -1
J-(2Jelt9)-(3]  wes
o ()-(Jelts)-[7) w00
b) Die Flicheninhalte der Dreiecke ABC und A'B'C'
sind gleich grof3, weil die Parallelverschiebung
eine Kongruenzabbildung ist.
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6.2 Zentrische Streckung Kapitel 6

BT D

@ ® Zu Beginn berechnet man den Vektor oP = [155]. Dieser Vektor wird mit dem Streckungsfaktor k
multipliziert, um den Vektor OP' = [Z] und damit die Koordinaten des Punktes P' (314) zu erhalten.
Es gilt also: OP' =k - OP =k - [155] = [2]

Damit ergibt sich: 1,5k = 3 und 2k = 4, was beides k = 2 ergibt.
® Allgemein wird der Ortsvektor OP = [’;]von P mit dem Streckungsfaktor k multipliziert und man

g

erhalt so den Ortsvektor des Bildpunktes P':
(ﬁ:’:=k-[;]=[k'x]zumPunktP'(k-ka-y) j

k-y

-

Nachgefragt N

@ Fir den Streckungsfaktor k = -1 entspricht die zentrische Streckung einer Punktspiegelung am Zent-
rum Z. Fiir die Koordinaten (x'ly") des Bildpunktes P' eines Punktes P (x1y) gilt:

x' = —_ . X = _X ! —_— —
[y'] =1 [v] [—v] =P xl=y)
@ Fir den Streckungsfaktor k = 1 wird ein Punkt P auf sich selbst abgebildet, also P = P', denn

[;] =1 [;] = [;] Es liegt also eine Identit&t vor.

® Um die Gerade g, die durch die Punkte A und B verlduft, durch zentrische Streckung mit dem Zentrum
Z(010) und k = 3 auf die Gerade g' abzubilden, fiihrt man die zentrische Streckung zunachst fiir die
Punkte A und B separat durch. AnschlieBend berechnet man aus den Bildpunkten A" und B' die Glei-
chung der Geraden g'.

Alternativ kann man auch das sogenannte Parameterverfahren anwenden, bei dem der ganze
Funktionsterm abgebildet wird. In Kapitel 6.5 wird dieses Verfahren naher erldutert.

868 6

N J

) 1 anf]-af-l] =60
s = wow
-3 = e

0wt f-() = nasio
s )-f) -0
c)-s (-G = oo

onf)-a -z = e
o) 0)-(1) =0
) F-s) = cee

onf)af- = e
o) 0-() =0
I R
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Kapitel 6

K5 ) 2

6.2 Zentrische Streckung

a) b) o) d)
Urpunkt P(213) pl-1|4] P(1,51-2) P(312)
Bildpunkt P'(517,5) P’ (31-1) P (-314) p(-05/4]
Streckungs- N - 1
faktor 2,5 3 2 6

KD 3 @) Qifl)=175-(0)-[0)
R[5 = 175 5] = (3

b) Die Streckungumk =1,75=

die Streckung umk' = %

@[;)-7

v [j)=7

{
{

7)=(0)
)=l

= Q'(017)
= R'(710)
Zhat als Umkehrabbildung

= Q(0l4)
= R(410)

4 Bei einer zentrischen Streckung mit Z (010) und k # 0 ist Z (010) Fixpunkt.
Alle Geraden durch Z (010) sind Fixgeraden, aufSer bei k = 1 gibt es keine Fixpunktgeraden.

(K& ) 5

8 Schulbuchseite xxx
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Vel
ool
0 -

0,5x

[3x 5] - [1,5)(,—2,5]

y'=1,5x-2,5=1,5-2x'-2,5=3x"-2,5

0,5x & x=2x'

2 (Lo a)= (2
0,5x + 2 X—4

2X & X =-0,5x'

1-[o6n) = o)

X & X =-X'

zu a)

)

y'=x-4=-0,5x'-4

y'=-0,9x=0,9x'
zu b)

\V“B
2
1
0

Zuc)

g':y=3x-2,5

ghy=-0,5x-4

g':y=0,9x




6.2 Zentrische Streckung Kapitel 6

K1 ) 6 a) Mitdenx-Koordinaten von B und B' lsst sich der Streckungsfaktor ermitteln:

g3 o[- 49-() = oo

we(f=5 ()= (5] = e ¢ [1)=-3-()-5) = cead
b) Jede Seitenldnge von A'B'C" ist %-mal S0 ! v A
lang wie die zugehorige Seitenlange von ; 3T
ABC, z.B.: o1

[B'Cl=2%-IBCl=%-3cm=2cm : AEEE

Der Flacheninhalt von A'B'C' ist um , B':E.;. ; . olz |
den Faktor [%]2 = & kleiner als der o =
des urspriinglichen Dreiecks ABC:
Apgc =0,5-3cm-3cm = 4,5cm?

_ _ _ 4
Appc =0,5-2cm-2cm=2cm? =3 Anac

WO 7 e [Y)=[L) )05

x'=0,5x

0,5y =-3x'-5

0,5y =-3-(0,5x) -5

0,5y =-1,5x-5 [-2
y=-3x-10

=g:y=-3x-10
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Kapitel 6 6.3 Spiegelung an einer Ursprungsgeraden

__ensesn ] N

8

J

® Es wurde, wie in der Zeichnung zu sehen, ein rechtwinkliges Dreieck OFP mithilfe der Koordinaten
von P, also x und y, gebildet. Spiegelt man das komplette Dreieck an der Ursprungsgeraden a, so er-
halt man das rechtwinklige Dreieck OP'F', welches dieselben Innenwinkel und Seitenldngen besitzen
muss. Es gilt also: [OF'| = [OFl = x und [FP'l = [FP| = y.
Aus der Innenwinkelsumme des rechtwinkligen Dreiecks OGF' erhélt man den Winkel
<L OF'G =90°-20.
Da nun < OF'P" aufgrund der Spiegelung ebenfalls rechtwinklig sein muss, ergibt sich:
S EF'P'=90°- < OF'G =90°-(90° - 201) = 201

= OF =[x-c052a]und Iﬁ:=[ y - sin 20 ]

X+ sin2o -y - cos2a

ADP' — AC &~ F'D! _ X+ cos2a y-sin2o | _ [x-cos2a+y-sin2o
OP"=OF & F'P _[x-sinZa]®[—y~c052a]_[x~sin2(x—y-c0520c]

= P'(x- cos20+Yy - sin20|x - sin20.—y - c0S 201)

. [cos2oc sin Za]

K sin20. —cos 2o j

Nachgefragt \

§8E

@ Die Eintrdge in der Spiegelungsmatrix konnen maximal den Wert 1 und minimal den Wert -1 besitzen,
da die Eintrage aus Sinus- und Kosinuswerten bestehen, die betragsmafig maximal 1 werden.

® Eine Matrix der Form [‘01 (1)] ergibt eine Spiegelung an der y-Achse, da der Winkel o der Ursprungs-
geraden 90° betrdgt.

® Mit cos2a = 1 ldsst sich der Winkel o = 0° (oder o, = 180°) berechnen. Es wurde also an der x-Achse

gespiegelt. Die Spiegelungsmatrix lautet [(1) 0

5 y

Aufgaben

10

1a) [1)-(300)-61)
D) (3] =(ose o Consy-as) = (comss)
9 (=055 em )= s Tsae) - l552)
D [7)=[55)
| 5=6x+64 = x=-2=-9,8
| y'=-5x-24 = y'=%z25,2

6
)% 52 ) o
] [6,7 - (-5)- 4,5y} _ [—33,5 - 4,5y]

25-3,5y
| 4=25-3,5y = y=3t=

Il x'=-33,5-4,5y=-33,5-4,5-6=-60,5

[07-(¢2 38)°(3)

5-5-3,5y
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6.3 Spiegelung an einer Ursprungsgeraden

K1 ) 2 a) bisc)

Es liegt keine Achsenspiegelung vor, da die Matrix nicht mit der Form [Cos 200 sin 20 ] iibereinstimmt.

sin2o. —cos2a.
d) Eskann eine Achsenspiegelung vorliegen, da die Matrix mit der Form [ta> _ba] ibereinstimmt.
Insbesondere ergibt sich fiir oo = 30°:

[cos(Z -309 sin(2-30°) ]: [c0560° sin 60° ] _[% B
sin(2-30° —cos(2-309 sin60° —cos 60° ? -0,5

Damit handelt es sich um die Matrix einer Achsenspiegelung an der Geraden y = tan30° - x bzw. an

3
y=%x.
a) cos20.=0,34 = o =35,1° g:y =tan35,1°-x = 0,70x
b) cos2a.=-0,5 = o = 60,0° g:y=1tan60,0°-x = 1,73x
c) cos 20c=%\/§ = o =22,5° g:y=tan22,5°-x =0,41x
d) cos20.=0,47 = o =31,0° g:y=tan31,0°- x = 0,60x

Andi hat nicht Recht. Gegenbeispiel: Der Punkt A (410)
wird im einen Fall auf A, (3,4612) und im anderen Fall auf
A, (-3,461-2) abgebildet.

Die erste Matrix beschreibt eine Achsenspiegelung an
der Geraden a, mit der Gleichung
a;:y=tan15°-xbzw.a;:y = 0,27x. Es gilt:

¥el

cos2o = c0s30°= 0,866 = -
sin2a = sin30° = 0,5

Die zweite Matrix beschreibt eine Achsenspiegelung an der Geraden a, mit
a,:y=tan(-75° - x (oder a,: y = tan 105° - x) bzw. a,: y = -3,73x. Es gilt:

¥el

cos 20 = cos (-150°) = c05210° ~-0,866 = -5~
sin2a = sin (<150°) = sin210° = -0,5

Die Berechnung der Koordinaten der Punkte B' bis E' erfolgt jeweils analog zur Berechnung der
Koordinaten des Punktes A'.

a) v A A'(c0os90° -2 +5sin90°- 5[sin90° - 2 — cos90° - 5)
6T A'(0-2+1-5/1-2-0-5)
Fo s+ Aa A (512)
NS st *\\\ B'31-1)
N C'(01-4)
: 2_ 1 1 D'(-61-2)
A' E'(~415)
[ SN,
1 1 CL 1 1 1 0 1 \\J 1 1 1 »
T T T T T T O T I\\ T T T Ll
% 5 -4 <3 -2 - 172 "3 4 5 X
71 .
. B
b 2T
3T
_4 \-0- .E
5 -
a N
) -6+
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Kapitel 6 6.3 Spiegelung an einer Ursprungsgeraden

b) y A A'(c0s270° -2 +5sin270°- 51sin270°- 2 — c0s270° - 5)
6T A(0-2+(1)-5I(-1)-2-0-5)
s+ A (-51-2)
e B'(311)
B, C'(0l4)
1A o D'(612)
2T -t \
D \ E' (41-5)
2 Al 1 1
1 CL L 1 1 135I 1 1 1 1 1 »
T T , 1 T T T T T 1 T T Ll
-S43 2 1 N2 3745 6 X
-A/. 27
_3 -
=471 ,'E
/ e E'.
D, 1 a
) v A I A'(c0s320° -2 +5sin320°- 5(sin320°- 2 — c0s320° - 5)
6T . A'(0,77 -2 + (-0,64) - 51(-0,64) - 2-0,77 - 5)
51 A A'(-1,681-5,12)
WL B' (-2,691-1,66)
BRRBUS Y C'(-3,0612,57)
a - ; . D' (2,3215,88)
ANRREEX N, E' (6,41-0,15)
‘ 11/
] CJ." ] 4/ ] m ] ] ] ] B
T T T ”I T P T T T T T o™
S 32 34 5 60X
B' —,2 T &
,’I_3 + ,’l
FT e*
A'g =5
ot 6T
d) v A A' (cos460° - 2 +sin460° - 5]sin460° - 2 — cos 460° - 5)
E' S R ® A'(cos100°- 2 +sin100° - 51sin100° - 2 - cos 100° - 5)
S 4+ q A'(-0,17-2+0,98-510,98-2-(-0,17) - 5)
B B, 5] ‘\_AI A’ (4,5812,84)
SRR B' (3,131-0,46)
o/ 500 C'(0,691-3,94)
TS
5 D' (-5,561-3,01)
1 | CL | 1 1 O\ 1 I\‘ 1 1 1 »
1 1 LA 1 1 0% ! T~ 1 —> E (—4,81 |4,23)
6 5 43 2 X1/ 2 P b 5 x
_2 -
D 34
b e
-5 -+
w6t
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6.3 Spiegelung an einer Ursprungsgeraden Kapitel 6

b) m =-1 = Steigungswinkel o, = —45°; 20, = -90°
A' (cos (=90°) - 2 + sin (-90°) - (-4) |
sin (<90°) - 2 — cos (-90°) - (-4))
AO-2+CFD)-8)IED)-2-0-(4) A@LI-D
B' (cos (-90°) - (1) +sin (-90°) - 5|
sin (=90°) - (1) — cos (=90°) - 5)
B'O-(-1)+(-1)-5I(-1)-(-1)-0-5) B'(-511)
C'(cos (-90°) - (=4) + sin (=90°) - O
sin (-90°) - (-4) — cos (-90°) - 0)
CO--4)+(-1)-0l-1)-(-4)-0-00 C'(0la)
c) Beider Spiegelung von P (xly) an a: y = —x gilt fiir
die Koordinaten des Bildpunktes: P' (-y[—x).

b) D(-31-2),E(614) e g:y=mx+t
Steigunggm=-—"7=x=2=%
= g:y=%x+t
4=%.6+t = t=0
= gy
tano =

12

= a=tan"5= 33,7°

2
§X

wiN )

¢) o=33,7°%20=67,4°
A'(c0s67,4° - 4 +sin67,4° - 11sin67,4° - 4—c0567,4° - 1)
A'(0,38-4+0,92-110,92-4-0,38-1)
A'(2,4413,3)
B'(c0s67,4°-1+5sin67,4°-41sin67,4°-1—-c0567,4° - 4)
B'(0,38-1+0,92-410,92-1-0,38-4)
B' (4,061-0,6)
C'(c0s67,4° - (-2) +sin67,4° - 0lsin67,4° - (-2) — c0s67,4° - 0)
C'(0,38-(-2)+0,92-010,92 - (-2)-0,38-0)
C'(-0,761-1,84)

o=0° X'=1-Xx+0-y=x y'=0-x+(1)-y=-y Pxly) — P'(xl-y)
0=90° Xx'=-1-x+0:-y=—=x y'=0:-x+1-y=y P(xly) - P'(xly)
=45 x'=0-x+1l-y=y y'=1-x+0-y=x Pxly) = P'(ylx)

o=—45° X'=0-x+(1)-y=-y y'=-1-x+0-y=-x PKly) » P'(-yl—x)

N W N -

| KX > 9 a) DerPunktwurde an der y-Achse gespiegelt.
b) Der Punkt wurde an w,;,, also an der Geraden mit der Gleichung y = -x, gespiegelt.
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Kapitel 6 6.3 Spiegelung an einer Ursprungsgeraden

K4 > 10 a) A(51-2,5);8:y=x . y A
tanaa=1 o =45° 20, = 90° A'\\ 5T
cos20.=0 AT
sin2o =1 el
A(0-5+1-(2,511-5+0-(-2,5) L
A'(-2,515)
1__
[l [l 0 45:) ! ! ! »
0 T T T T |
2 -1 12 34 x
71 1
_2 - .
g 51 A
b) A(014,5); g: y =—x v A
tano=-1 o =-45° 20.=-90° 5
cos20.=0 g Lt
sin2o =-1 Tl
A'(0-0+(-1)-45(1)-0-0-4,5) i
A'(-4,510)
1__
e —
R M A O ™ x

c) AQl4);g:y=-3x

tano=-3 o=-71,6° 200 =-143,2°

cos20.=-0,8

sin20. =-0,6

A'(-0,8-2+(-0,6) - 41-0,6 - 2—(-0,8) - 4)

A'(-412) 1
5 x

d) A(-0,511); g:y=2x

tano=2 o =63,4° 200=126,8°

cos2o.=-0,6

sin2a=0,8

A'(-0,6 - (-0,5) +0,8-110,8 - (-0,5) — (-0,6) - 1) .

A'(1,110,2) LI

| K5 ) 11 Mist der Mittelpunkt der Punkte P und P'. Die Ursprungsgerade a durch M ist die Spiegelachse mit der
Steigung m. Mithilfe von m wird das Maf3 o des Steigungswinkels berechnet.

a) M(11-1) m=1 a:y=x

o = 45° 20 = 90° cos2a=0 sin2o=1

[;(] = [(1’ é]o[ﬂ [;J = [}‘i] Bild des Punktes Q (<21-4) ist Q' (~41-2).
b) M(-2,512,5) m=-1 a:y=-x

o =—45°% 20, =-90° cos2a=0 sin2o =-1

()=(% Fell] )= Bild des Punktes Q(316) ist Q' (-61-3).
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6.3 Spiegelung an einer Ursprungsgeraden Kapitel 6

1

) M(4,515,5) =50=1.2 ary =X
o =50,7° 20 = 101,4° cos2o =-0,2 sin20=1
x'_[-0,2 1 X x'] _[-0,2x+y . = . ! _
[y,] _[ ) O,Z]Q[y] [y] _[x+0,2y] Bild des Punktes Q (~713) ist Q' (4,41-6,4).
d) M(1,8511,4) m =145~ 0,76 a:y =0,76x
o=37,1°% 20 = 74,2° cos20. = 0,27 sin20.= 0,96
x| _[0,27 0,96 X x") _ (0,27x+0,96y : . .
[y,] = [0’96 _0’27]@[y] [y] = [0'96)(_0'27\,] Bild des Punktes Q(112) ist Q' (2,210,4).
cosZa.—sinZo,
—m?2 _ 2 I S— 2~y _cin2 2
@ 12 a) 1 m2=1 tanzoc= cos%% =c050c25|n o cos a=COSZO(—Sin20L=C0520L
+m l1+tan“o  cos2a+sin2o cos“ o 1
cosZa.
sin o
2m _ 2tano _ 2'coso  _ osino cos?o _ o o .
Tom? ~ T+tan’a coctassinte 2 cosa 1 =2-sino - coso = sin2q,
cos?a

. 1-m2 2m
[cosZoc 5|n20c]_ Tem? 1em?
sin20. —cos 20 2m  _1-m?

1+m?  1+m?

b) 1 a:y=x m=1 Abbildungsvorschrift: [;] =[(1) (1) @[’;]
2 aty=-x m=-1 Abbildungsvorschrift: [;] = [_01 _01 @[;(]
3 ary=2x m=2 Abbildungsvorschrift: [;] = [‘(?”86 812]@[3]
(K5 ) 13 a) g:y=x+3;PxIx+3);s:y=-x;m=-1; s y 7]

o, = —45°; 200 = =90°; cos (-90°) = 0; sin (-90°) = -1
=[5 Blelts) =)

X' =-x-3

x=—x'-3 — — 54505 >
y|=_X=_(_|_3)=X|+3 g'2y=X+3;g=g' -5 -4/-3 -2 —1_1N2 3 X

b) g:y=-x+5;P(xl-x+5);s:y=4x;m=4;
o=76%20=152° c0s152°~-0,88° sin152° = 0,47
x'] _(-0,88 0,47 X
[y'] - [ 0,47 0,88] © [—x + 5]
x'=-0,88x + 0,47 - (~x +5) =-1,35x + 2,35

X'-235_ X
T35 135 T L4

y'=0,47x+0,88 - (x+5) =—-0,41x + 4,4
VL ox — '
y'=-0,41- 1,35+1,74]+4,4 0,3x' +3,69
g':y=0,3x+ 3,69

X =

c) g:y=6;P(xl6);s: y=—%x; m =—%;
a=-18,4° 20~ -36,8°
cos (-36,8°) = 0,8; sin (-36,8°) =-0,6
X' 0,8 -0,6 X
[y'] . [—0,6 —0,8]6[6]

x'=0,8x+ (-0,6) - 6 = 0,8x - 3,6

_X+36_ X - Ly 21 -18 -15 -12 96 3 .| 3
X="0% —@+4,5—1,25 X +4,5 3
y'=-0,6x-0,86=-0,6x-4,8 +
y'=-0,6- (1,25 X' +4,5) - 4,8 =-0,75x' - 7,5 i \

g':y=-0,75x-7,5

Schulbuchseitexxx 15



Kapitel 6 6.3 Spiegelung an einer Ursprungsgeraden

| K5 > 14 a) Mitm =2 gilt mit der Formel aus 12 a):

cos2o = % =-0,6; sin20. = % =0,8

Die Abbildungsvorschrift an a: y = 2x ist:
x| _[-0,6 0,8 X
[y'] - [ 0,8 0,6]6[\/]
Jeder Punkt P auf a: y = 2x hat die Koordinaten P (x|2x).
Fiir die Abbildung eines solchen Punktes P (x| 2x) gilt:
x)_[-0,6 0,8) [x)_[x .
[y'] - [ 08 o,e]® [2x] - [2x]’ da:
x'=-0,6x+0,8-2x=xundy'=0,8x+ 0,6 - 2x = 2x
Damit wird jeder Punkt P auf a auf sich selbst abgebildet,
er ist Fixpunkt der Spiegelung an a: y = 2x.

b) Die Abbildungvon g:y =2x+3ana:y = 2x ergibt:
X' -0,6 0,8 x | _[x+2,4
[y'] - [ 08 0,6] © [Zx + 3] - [2x + 1,8]
Damit gilt fliry' mit x' = x+ 2,4 bzw. x = X' — 2,4:
y'=2x+1,8=(2x'-4,8) +1,8 =2x'-3,d.h.: g": y = 2x -3
Die Geraden a, g und g' haben die gleiche Steigung m = 2, sie sind parallel.

Allgemein:
Das Bild einer zu a parallelen Geraden g ist eine zu a parallele Gerade g'.

Die Abbildung von h: y =-0,5x + 4 an a: y = 2x ergibt:

x'l _(-0,6 0,8 X [ x+3,2

[y'] = [ 0,8 o,e] © [—0,5x+ 4] = [O,Sx + 2,4]

Damit gilt fiir y' mit x' = —x+ 3,2 bzw. x = =" + 3,2:

y'=0,5x+2,4=0,5-(-x"+3,2) + 2,4 =-0,5x' + 4,d.h.: h': y=-0,5x+ 4 und h' = h.

Die Gerade h steht senkrecht zur Spiegelachse, ihr Bild h* ist mit h identisch, h ist eine Fixgerade.

Allgemein:
Eine zu a senkrechte Gerade h ist eine Fixgerade.

¢) Allgemein gilt flir jede zu a senkrechte Gerade h: y =—0,5x + t:
X' -0,6 0,8 X _ [ —=x+0,8t
[y'] - [ 0,8 0,6]® [—0,5x+ t] = [0,5x+ O,6t]
Damit gilt fiir y' mit x' = —x + 0,8t bzw. x = —x" + 0,8t:
y'=0,5x+0,6t=0,5- (x'+0,8t) + 0,6t =-0,5x" +t,d.h.: h": y =-0,5x+tund h' = h.

| K1 ) 15 Verkiirzte Antwort: Die Geraden a und g sind senkrecht zueinander, dam_ - m, = -1.
Damit ist g bei der Spiegelung an a eine Fixgerade.

a) Mit m =-0,25 gilt cos 2o = 0,88; sin 20, = 0,47. Man erhilt die Abbildungsvorschrift:
x) _ (0,88 -0,47 x | _(—x-0,47
[y'] = [—0,47 —0,88] © [4x N 1] = [—AX— 0,88]
Mitx=—x'-0,47 gilt: y' =—4 - (x'-0,47) -0,88 =4x' +1,d.h.: g:y=4x+1;g=¢g'
Die Gerade g ist bei der Spiegelung an a eine Fixgerade.
b) Mitm = % gilt cos2o. = -0,28; sin2a = 0,96. Man erhdlt die Abbildungsvorschrift:
x| _(-0,28 0,96 X _ | —x-8,64
[y'] - [ 0,96 0,28] © [—0,75x— 9] - [O,75x— 2,52]
Mit x = —x' - 8,64 gilt: y' = 0,75(-x' - 8,64) — 2,52 =-0,75x' - 9,d.h.: g': y=-0,75x-9; g = ¢g'
Die Gerade g ist bei der Spiegelung an a eine Fixgerade.

| K5 > 16 Die Fixgerade g liegt senkrecht zur Spiegelachse a. Damit gilt fiir die Steigung mg:

m =—l=—%=0,5,d.h.:g:y=0,5x+t

g m

MitP(315) e ggilt: 5=0,5-3+t< t=3,5; g:y=0,5x+3,5

17 Der Fixpunkt P (x|y) und sein Bildpunkt P' (x'ly") liegen auf der Spiegelachse a und haben dieselben
Koordinaten, d.h.: x =x"und y = y' = 0,5x.
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6.4 Drehung

|_eniecen | D

g B

® Es wurde, wie in der Zeichnung zu sehen, ein rechtwinkliges Dreieck OFP mithilfe der Koordinaten
von P, also x und y, gebildet. Dreht man das komplette Dreieck um den Winkel o, so erhdlt man das
rechtwinklige Dreieck OF'P', welches dieselben Innenwinkel und Seitenlangen besitzen muss.
Es gilt also [OF'| = [OFl = x und [F'P'l = [FPI = y.
Aus der Innenwinkelsumme des rechtwinkligen Dreiecks OGF' erhdlt man den Winkel
L OF'G = 90° — a.. Da nun L OF'P' ebenfalls rechtwinklig ist, ergibt sich:
<< EF'P'=180°-90°- X OF'G=90°-90°+ 0. = o

@ OF = [x'cosoc] und F'P' = [—y~sina]

X-sina y - coso

AD' — AE' &~ E'D' _ | X cosa —-y-sino| _[x-coso—y-sina
OP'=0OF & FP _[x-sina}ea[y-cosoc]_[x'sinouy'cosoc]

= P'(x-coso—y-sina|x-sina+y - cosa)

—sin
.[cosoc s oc]

\ sino.  cosa j

Nachgefragt ~

g8

@ Die Abbildung ist eine Drehung um 180°, da sich der Winkel berechnen ldsst aus cos o =-1.
Es folgt oo = 180°, was fiir die anderen Eintrdge in der Matrix ebenfalls passt, denn sin 180° = 0.
@ Bei einer Drehung um den Ursprung mit einem Winkel o, der weder 0° noch ein Vielfaches von 360°
betragt, gibt es nur den Ursprung O (010) selbst als Fixpunkt. Wird um 0° bzw. ein Vielfaches von 360°
\ gedreht, liegt eine Identitdt vor (alle Punkte Fixpunkte). j

Aufgaben

ks )

(K5 )

1 a) cos1(-0,8) =sin10,6 fiir oo = 143,13°  Es handelt sich um eine Drehmatrix.

b) cos10,5 # sin"10,7 Es handelt sich nicht um eine Drehmatrix.

) c05‘1% = sin‘l% fir oo = 67,38° Es handelt sich um eine Drehmatrix.

d) cos‘l[—%J = sin‘l[—@] fiir oo = 240° Es handelt sich um eine Drehmatrix.

2 o) )-8 ezl el o]
N2 Nz )Y ol
_ [%\E (X—V)] _ [0,7 c(x- y)] 1 “\\6 T :,”
12 (xry)) 07 () - \ ¥

P(xly) = P'(0,7-(x-y)10,7 - (x+v))
A'(-2,116,3)
B'(-6,313,5)
C'(4,910,7)
D'(3,51-6,3)
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Kapitel 6 6.4 Drehung

. _1
YRt o B R
_ [o,Sx—;ﬁ v] [05:-09
%\/?x+0,5y 0,9x + 0,5y

P(xly) = P'(0,5x—-0,9y[0,9x + 0,5y)
A (3,915,7)
B'(-7,311,7)
C'(4,712,0)
D' (5,31-5,3)

1
0 [x] _[c05120° —sin120°] Q[x]_ 0.5 —5\3 Q[x]
y') ~ lsin120° cos120°) " ly) — 13 05 y

_ [-O,SX-;\EV] _ [—O,Sx— O,9y]
%\BX— 0,5y 0,9x-0,5y
P(xly) = P'(-0,5x-0,9y[0,9x - 0,5y)
A'(-6,91-0,3)
B'(-5,31-5,3)
C'(0,715,1)
D'(7,311,7)

y sin210° cos210° y
_ [—?X + %V} ~[osxvosy
—%x—?y -0,5x— 0,9y
P(xly) = P'(-0,9x +0,5y[-0,5x — 0,9y)
A'(0,31-6,9)
B'(5,31-5,3)

C'(-5,110,7)
D'(-1,717,3)

o ()L 2mlof)-[

-

(K5 ) 3 a) 5=coso-4-sino-3
25sino + 30sina+9=0
sino.=-0,6 o=323°
X'=¢05323°-x-5sin323°-y=0,8-x+0,6 -y
y'=sin323°-x+c0s323°-y=-0,6-x+0,8 -y
P'(0,8-x+0,6-yl-0,6-x+0,8-y)
B'(41-3)
C'(1,41-4,8)
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6.4 Drehung

b) 0=coso-5-sina-0

9]

d)

(KX ) 4 a)

b)

cosa=0 o =270°
x'=¢05270°-x-sin270° -y =y
y'=5sin270° - x +€05270° -y = —X
P (yl-x)

A'(Bl-4)

C'(-31-4)

-3 =cosoa-4—-sina-3
cosa=0 o =90°
x'=c0590°-x—-sin90° -y =—y
y' =sin90° - x +c0s90° -y = x
P'(~y1x)

B'(015)

C'(314)

-4 =cosa-4—sino - (-3)
cosa=-1 o =180°
X'=¢c05180°-x—-sin180° -y = —x
y' =sin180° - x+c05180° -y =—y
P' (—xI-y)

A'(-41-3)

B'(-510)

)= 3Jell)=7)
PXxly)—>P'(=yIx)
A'(-411)

B'(-61-3)

C'(215)

D' (41-5)

[)=3 SJel)-)
P(xly) = P' (xI-y)
A'(-11-4)

B'3I-6)

C'(-512)

D'(514)

Kapitel 6

B

% 4
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6.4 Drehung

Kapitel 6

9 [1)=(5 8Jo()=(3)
P(xly) —P'(yl-x)
A'(41-1)

B'(613)
C'(-21-5)
D' (-415)

@ 5 Das stimmt: Eine Umkehrabbildung hat die Eigenschaft, dass eine ausgefiihrte Abbildung wieder riick-
gdngig gemacht wird. Die Ausfiihrung der Abbildung und der anschlieBenden Umkehrabbildung ist die
Identitat:
o+ (360° — a) = 360°; eine Drehung um 360° ergibt die Identitat.
Ein Punkt P', der aus der Drehung des Punktes P mit dem Winkelmaf o entstanden ist, wird bei der
Drehung mit dem Winkelmaf} 360° — o auf den urspriinglichen Punkt P abgebildet. Eine Drehung mit
dem WinkelmaB o wird mit einer Drehung um 360° — o riickgdangig gemacht.

o =90°

Abbildung:

Abbildung von B (-113):

o' =360°-90° = 270°
Umkehrabbildung:
Umkehrabbildung von C' (-51-4):

X'=-yAy =X
B'(-31-1)

X'"=y' Ay"=-x
C"(-415) =C(-4l15)

@ 7 a) 1 [x']_[coséo" —sin60°] @[4] _[c0560°'4—sin60°-(—2)J _[3,73]
y') ~ sin60° cos60° -2) 7 (sin60° - 4 + cos 60° - (-2) 12,46

2 [x'] _ [cos 25° —sin 25°] @[4] _ [cos25° 4 —sin25°- (—2)] _ [ 4,47}

y'J " lsin25° cos25° -2) 7 (sin25°- 4 +c0s25°- (-2) ~ 0,12

3 [x']_[c05105° —sinlOS"J @[4] _[c05105°-4—sin105°-(—2)] _[0,90]

y'J ~ lsin105° c0s105° -2) ~ (sin105°- 4 + c0os105°- (-2)) ~ (4,38

4 [x']_[c05235° —sin235°] ® 4] _[cos235°-4—sin235°«(—2)] _[—3,93]

y'J 7 sin235° cos235° -2) 7 (sin235°- 4 +c0s235°- (-2)) ~ (-2,13

5 [x']_[c05347° —sin347°] @[4] _[cos347°-4—sin347°-(—2)] _[3,45}

y') " Usin347° cos347° -2) T sin347°- 4 +cos347°- (-2)) ~ (-2,85

b) Der Betrag eines Vektors gibt die Lange des Vektors an. Bei der
Drehung des Vektors v = OV um den Koordinatenursprung bleibt
die Lange des Vektors OV konstant.

805 - (-]
Drehung von W um O (010) mit o. = 60°:
o (88 3ol 5]

0C = 0C"@0A = [152o[]] - [353]
C(3,1314,96) '

20
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6.4 Drehung Kapitel 6

9 Melinas Vorgehen zur Bestimmung der Gleichung der Geraden g':
Zundchst bestimmt sie die Schnittpunkte S, und S, mit den Koordinaten-
achsen, danach dreht sie diese um O um 73° und erhdlt die Bildpunkte S,
und S,". Nun bestimmt sie die Gerade S,'S,'; diese ist die Bildgerade g'.
Vorteil bei Melinas Vorgehen mit den Schnittpunkten S, (410) und S, (01-8)
ist der Wert O der y- bzw. der x-Koordinate, der die Berechnung vereinfacht.
Melina kénnte auch zwei beliebige Punkte A und B auf g um 73° drehen
und g' mithilfe der Geraden A'B' bestimmen, allerdings ware dabei die
Berechnung der Bildpunkte mit beliebigen Werten der Koordinaten von
A und B etwas aufwendiger.

0(010); oo =53,13°

KX ) 10 a) PxI3x-2) eg———F—>P'X'ly) e g’

[x']_[c0553,13° —sin53,13°]®[ X ]
y'J ” (sin53,13° c0s53,13° 3x-2

[)=[08 08]o[ x ]=[06:- 08 ox-2)

y 0,8 0,6 3x=2 0,8x+0,6 - 3x-2)
[x'] _ [—1,8x + 1,6]
y' ) 12,6x-1,2
5..8
P x=-2x"+2 .
X.: 1,8X+ 1,6 P , 9 9 P y|=_%xn+% o g =—%X+%
AY =2,6x-1,2 Ay =2,6x-1,2
00l0); @=53,13° _ | ,
b) Pxl-2x+0,5) e g—————>P'X'ly) e g
[x']_[c0553,13° —sin53,13°] [ X ]
y'J 7 (sin53,13° c0s53,13° -2x+0,5
[x']_[0,6 —0,8]6[ X ]_[O,éx—O,S-(—2x+0,5)]
y') 10,8 0,6 -2x+0,5) " 10,8x+0,6 - (-2x + 0,5)
[x'] _ [ 2,2x— 0,4 ]
y')  1-0,4x+0,3
" =5y 41
XI—2,2X—O,4 PEN X 11X +11 P y.__LX_'_i PN gliy=_LX+i
Ay =-0,4x+0,3 A Y =-0,4x+0,3 1722 1" 722
: 4
D 11 8) [X.]=[C051800 _Sinlsoc’}@ x )| _[cos180° x-sin180°- (5x+3)) [
vy Lsin180° c0s180°) 7 (£x 3] |sin180°-x+cos180°- (4x+3)] |-%x-3
X'=-xX & x=-X'
=_b (3 =4y_ Ly =4y
y'=—2(x)-3=7x"-3 ghy=2x-3

b) [x] _ [cos 36,87° —sin 36,87°J [ X ] _ [cos 36,87° - x—sin36,87°« (0,4x + O,7)J _ [0,56x— 0,42]
y') 7 (sin36,87° 0536,87°) 7 0,4x+0,7) " (sin36,87°- x + c0536,87° - (0,4x +0,7)) ~ 10,92x + 0,56

X' '=0,56x-0,42 < x=1,79x'+0,75
y'=0,92-(1,79x' +0,75) + 0,56 = 1,65x' + 1,25 g':y=1,65x+1,25

B 2
9 [x']_[cosl43,13° _Sin143,13]® X ]=[c05143,13°-x—sm143,13°.(_3x—2)]=[_0,4x+1,2]

y sin143,13° cos143,13° ~2x-2 sin 143,13°~x+c05143,13°-(—%x—2) 1,13x +1,6

x'=-0,4x+1,2 & x=-2,5x"+3

y'=1,13 - (-2,5x' + 3) + 1,6 = -2,82x' + 4,99 gy =-2,82x + 4,99
a0 [x'] _ [cgs 900 —sin90°]®[ X ] _ [cos90° - X—-sin90° - (—§x+ 4)] _ Fx—é]

yLsin90° cos90°) 7 2y 4| {sin90° - x+ cos90° - (~2x + 4) X

x' =%x—4 & x=1,5x'+6

y'=x=1,5x"+6 gy=15x+6
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Kapitel 6 6.4 Drehung

e) [x] _ [cos 150° -sin 150°] [ X ] _ [cos 150° - x—sin150° - (—x + 5)]
y') 7~ lsin150° cos150° —x+5J) 7 (sin150° - x + cos 150° - (—x + 5)
x'=-0,36x-2,5 & x=-2,78x'-6,94

y'=1,36-(-2,78x' - 6,94) — 4,33 = -3,78x' - 13,77 g'iy=-3,78x-13,77

x'] _[cos30° -sin30° X _[c0s30°-x-sin30°- (-4x-2)) _ [ 2,86x+1
f) [y] - [sin 30° cos 30°] © [—4x— 2] [sin 30°- X +€0530° - (—4x— 2)] - [—2,96x— 1,73]
x'=2,86x+1 < x=0,35x"-0,35
y'=-2,96 - (0,35x' - 0,35) - 1,73 = -1,04x" - 0,69 g'y=-1,04x-0,69

[—0,36x— 2,5]
1,36X + 4,33

[(xaD 12 A8 =@T=[—51];@:=[—21]
Drehung von ﬁ um O (010) mit oo = 72°:
o (72 ol
0C = 0C'@0A = 33)e( 3)=553)
C4,5013,45) ’

(K5 ) 13 0P =[]
OFR = [cos 30° -sin 30°] P — [cos 30° -sin 30°] [5 ] _ [4,83]
sin30° cos30° sin30° cos30° -1 1,63

04 =0P a0k =(%)e[*5]= 2%

1,63) 10,63
R(4,8311,63) Q(9,8310,63)
y A
2T R
1T =
o ° Q
1 O '/I/§I6’Y 1 1 1 1 1 30 1 1 »
T 0 4:_‘7! T T T T T T T
-1, 1 773- 5 7 8 9 10 x
T P
_2 -

14 Die Aussage ist richtig. Mogliches Vorgehen: Man bestimmt das Mafl des Winkels zwischen den beiden
Ursprungsgeraden g und h:
m, = 4,5;tan™1 4,5 = 77,47°
m,, = 1,5; tan"1 1,5 = 56,31°
o, =77,47°-56,31° = 21,16° (fiir die Drehung von h auf g)
o, = 360°-21,16° = 338,84° (fiir die Drehung von g auf h)
Abbildungsgleichung fiir die Drehung um O (010) mit o, = 21,16° von h auf g:

[x']_[c0521,16° —sin21,16°] [ X ]_[0,39x]
y'J 7 (sin21,16° c0s21,16° 1,5x) 7 (1,76x

Abbildungsgleichung fiir die Drehung um O (010) mit o, = 338,84° von g auf h:

[x']_[c05338,84° —sin338,84°J o[ X ]_[2,56x]
y') ~ \sin338,84° c0s338,84°) = (4,5x) ~ 13,84x
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6.4 Drehung

| K& ) 15 Beiden Ergebnissen kann es Abweichungen aufgrund von Rundungsungenauigkeiten geben.

c

y A i
R Cs_ l

G

-8 -7 -6 -5

=27 A i P1

a) [x']=[cos75° —sin75°] [7]_[cos75°-7—sin75°-y]_[1,8—0,97-y]
v

b)

9]

d)

(K1) 16 a)

sin75° cos75° y sin75°-7 +cos75%-y 6,8+0,26-y
B, (71y) hat als Bildpunkt C (1,8 -0,97 - y16,8 + 0,26 - y).
B, (71-2) und C, (3,716,27); B, (710) und C, (1,816,8); B (713) und C, (-1,117,5)
Berechnung der y-Koordinate von B, (7 ly) mit Bildpunkt C, (01_):
0=1,8-097-y < y=1,9
B,(711,9) und C, (016,76 + 0,26 - 1,9) = C, (017,3)
Berechnung der gemeinsamen Koordinate y = y' von B, (7 |y) mit Bildpunkt C, (x'ly"):
y=6,8+0,26-y & 0,74y=6,8 & y=9,2
B, (719,2) und C;(1,8-0,97-9,219,2) = C, (-7,119,2)
Die Punkte C_ sind Bildpunkte der Punkte B, deren x-Koordinate konstant bei 7 liegt.
Demnach miissen die Punkte C_ebenfalls auf einer Geraden liegen.
Fir die Gerade c gilt:
X'=18-097y & y=g-g5X © y=19-10x
y'=6,8+0,26-y & y' =6,8+0,26-(1,9-1,0x") & y'=7,3-0,26X'
Gerade c:y =7,3-0,26x

[cos[?) -sin B] o [cosa] _ [cosa -cosB-sino-sin B] _ [cos (o + B)]

sinB  cosP sino, sinB-coso+cosP-sina)  Lsin(o+ )

b) [cos (-B) -sin (—[3)] [cos oc] _ [cosoc - €os (-B) - sina: - sin (—[3)] _ [cos (o— [3)]

sina sin (-P) - coso + cos (-P) - sino sin (o — )

sin(-p) cos(-P)
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6.4 Drehung

Kapitel 6

K4

e Abbildungsgleichung fiir die Drehung um O (010) mit oo = 180°:

=6 S)ef)-0) vy

X'=—X & x=-X

a) Gerade: [)y(] = [_01 _Ol]o[zxx] = [__ZXXJ b) Gerade: [;] = [_01 _Ol]e[xf3] = [_X_f3]
y' =2 (x) =2x' y'=—-(x)-3=x"-3
g';y=2x g':y=x—3

st 2[5} et %Jol 1))
y' = —(x)2 = —x"2 y'=—(x)?-3==x"2-3
p'ry=—x phiy=-x*-3

y 4 y A

5- 51
p Al sl

3 3

2 27

1 17

©) Gerade: [)v(] [_01 —Ol]o[—o,zsi—o,s}

- [0,25;X+ 0,5]
y' =0,25x + 0,5 =-0,25x' + 0,5
g':y=-0,25x+0,5

Parabel: [;.] = [_01 _01] O] [0,5)(2 —X2x— 0,5]

—X
- [—0,5x2 +2x+ 0,5]
y'=-0,5x2+2x+0,5
=-0,5x'2-2x'+0,5
g'iy=-0,5x2-2x+0,5

X _ -X
%x+2 —%X—Z

y'=—%x—2=%x'—2

d) Gerade: [’;]:[_01 _OJ(D

gy =3x-2
Parabel: [;] = [_01 _01]9[x2 + ;x— 1]
= [_xz —_;x+ 1]

V' =-x2-2x+1=-x2+2x+1

ghy=-x2+2x+1

-
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6.4 Drehung

Kapitel 6

-

¢ Bei der Punktspiegelung der Parabel p: y = x> + a an 0 (010) wird jeder
Punkt P (xx2 + a) auf einen Punkt P' (~x|-(x2 + a)) abgebildet, die Punkt-
spiegelung entspricht der Drehung um O (010) mit o. = 180°.
Abbildungsgleichung fiir die Drehung von p auf p' um 0 (010) mit
o = 180°:
x' -1 0 X -X
[y'] = [ 0 —1] © [x2 + a] - [—(X2 + a)]
X'=-xXx & x=-x'
y'=-(x2+a) =-(x)?+a]l=—x"%-a
p:y=-x’-a

~

Beispiel mit p: y = x2 + 1:
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Kapitel 6 6.5 Abbilden von Funktionsgraphen

__ensesn ] D

[Kx
[Kx

® P(x10,5x +2)

0(010); oo =36,87°
® P(xl0,5x+2) e fIL P'x'ly) ef

[x']_[cos36,87° —sin36,87°]®[ X ]
y') "~ (sin36,87° ¢0s36,87° 0,5x +2

[x-] 3 [O,SX +(=0,6) - (0,5x + 2)] _ [0,5x - 1,2]
y') L 0,6x+0,8-(0,5x+2) J [ x+1,6

XI=O,5X_1,2 X=2XI+294 |_2 ' 4
/\y'=x+1,6 < /\y'=x+1,6 < Yy =X
=>fliy=2x+4

@ Dieses Vorgehen ldsst sich auch bei anderen Funktionen oder Abbildungen anwenden, da es unab-
hangig von der Art des Funktionsterms bzw. der Eintrdge der Abbildungsmatrix ist. Das heift, die
y-Koordinate des Punktes P muss nur an den jeweiligen Funktionsterm angepasst bzw. die Mat-
rixeintrdge missen fiir die jeweilige Abbildung ausgetauscht werden. Anschlieend muss man bei
den resultierenden Gleichungen den urspriinglichen Parameter x eliminieren, um die Gleichung des
Bildgraphen zu erhalten.

N J

Nachgefragt ™

[Kx

@ Die Aussage bzgl. der Parallelverschiebung stimmt: Bei einer Parallelverschiebung der Normalpara-
bel reicht es aus, den Scheitelpunkt zu betrachten und ab diesem Punkt den Graphen der Funktion
nachzukonstruieren, da dieser seine Form unverdndert beibehalt.

Die Aussage bzgl. der zentrischen Streckung stimmt jedoch nicht: Bei der zentrischen Streckung
der Normalparabel mit Z(010) und k > 1 bleibt der Scheitelpunkt mit S(010) = S'(010) alle anderen
Punkte der Parabel werden jedoch gestreckt von P (x1y) auf P (x|2y).

@ Bei Parallelverschiebungen, zentrischen Streckungen und Spiegelungen an der x- oder y-Achse von
Parabeln handelt es sich bei dem Bildgraphen stets wieder um den Graphen einer Funktion. Auch
bei Drehungen um ein Vielfaches von 180° (nicht aber bei anderen Drehwinkeln) entstehen wieder
Funktionsgraphen. Bei anderen Drehwinkeln werden einem x-Wert mehrere y-Werte zugeordnet, was

\ der Definition einer Funktion widerspricht. j

Aufgaben

26

WA RES R EESNARESN

x=x'-2 y'=2¢"2-341=2X"541 flry=2%"%+1

;(] [2x 3]6":[2*)(-3 [ ]_[2XX;22]

x=x"-2 '=2 —2=2X"5_2 f':y=2x‘5—2
) (1)= (o8- 1)o 0= (0501 Jo ()= (652)

x=x'-2 y=0,5-(x'-2)? f':y=0,5(x-2)2

;(] = [o,5xX2— 1]€BV = [O,Sx); - 1] 69[—22] = [0)5(:22— 3]

x=x"-2 y'=0,5-(x'-2)2-3 fliy=0,5(x-2)2-
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Kapitel 6

4

(K5 ) 5

x=x"+1 y'=[%}xl+l+3
b) (3= (on ) (2= iog )
X=x"+2 y'=log, (X' +2) + 4
9 Gl o]
x=Xx"+2 y'=X.2+1

D [J)=le=5. )= (w57 )
x=x"-0,5 y' =Vx'=3,5+1

D;=R
Pry=[3""+3 D =R
Di=R"
f:y=log,(x+2)+4 D; = {xeRIx>-2}
D;=R\ {1}
fry =32 Dp. =R\ {-1}
Df={xeRIx>3}
f':y=\/x——3,5+1 D; = {xeRIx>3,5}

Fiir die Verschiebungen sei v = [a] undx'=x+abzw.x=x'-aundy' =f(x'-a) +b.
Fiir die Ermittlung von v = [E] wird jeweils die Gleichung f (x' —a) + b = g (x") betrachtet.

a) Vx'—a+2-4+b=yYx"-1-2,5
b) xX-a-23-1+b=(x"-5)3+1

C) O,SX'—a+1_2+b=O’5x'+2+3

d) T—VX'—2—2 +3+b=f_T5X'f2 +1
e) 2log,(x'—a-5+1+b=log,x'+3)’ =

=a=3undb=1,5 V=[1?5]

=a=3undb=2 v=[2]
=a=-lundb=5 V=[_51J
=a=-4undb=-2 V=[:;‘]

log, (x' —a—5) +log,(x' —a—5) +1+b =log, (x' +3) +log, (x' +3)

=a=-8undb=-1

=3

Lucia hat Recht. Die Symmetrieachse s einer Parabel mit Scheitelpunkt S (x¢yo) ist senkrecht zur
x-Achse, s: x = x. Urbildparabel und Bildparabel sind identisch, die Funktionsgleichungen sind gleich.

Matrix fiir die Spiegelung an der y-Achse (d. h. o = 90°):

[costser sntsor [ OJund x = x
D £~ Yels) =23
w 1:(5)=( Def3]-(3]

9 1:(7)= (5 Jologu)=loge
D £:(5)=(5 el )=(2

o fi(] =[5 2ol

0 fl:[ﬁ=[—01 (1)]6[2x2x+ 5]=[2x;)i 5]

y=V-x+3
V=%

1y = log, (%)
ry=27>%"1

Ly =3X+2

1y =2x>+5
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6.5 Abbilden von Funktionsgraphen

D ()=l SJole’s=Letal

=p'y=-x2+2x

B [1)=[et 2o o)=L

X'=x-2 =x=x"+2
y'=-x2+2x=—-(x'"+2)2+2(x' +2)

-2x' ——*

y 4
4

Y =X —4xX' =4+ 2X' + 4 =—X"?
=p'ty=—x2-2x

c) Eine Punktspiegelung am Ursprung entspricht
eilner Drehung um 180°. o
[?'] = [_01 —Ol] © [x2 i( ZX] = [—xz_i( ZX] ,’/
X'=-X =>x=-X !
y'=-x2+2x=-x'2-2x'

=p'ty=-x2-2x

y-Achse die gleiche Funktion ergeben.

Spiegelungsmatrix |st[ ! (1)]

1 (=T Yol s)=lets)

X'=—x & x=-x' y'=x2-2,5=(x)2-2,5=x"2-
2 -0 2 -]
3 §]f'ﬂ®&4%§J
= X & Xx=-X' y'=2x4=2(x")4=2x"
8 [ ] [ O]e[lo,;m] = [IO,_Z);xl]
=X & X = —x' y' =10,25xI =10,25 (-x")| = 10,25x'|

b) Damit die Funktion achsensymmetrisch zur Winkelhalbierenden des I. und lll. Quadranten ist, muss

ol 4

Damit die Funktion achsensymmetrisch zur y-Achse ist, muss sich bei einer Spiegelung an der

D, =D, =R
f=f:y=x2-2,5
D;=D;. =R\ {0}

f=fry=-%
D;=D; =R
f=f:y=2x4
D;=D;. =R
f=f:y=10,25x

sich bei einer Spiegelung an der Winkelhalbierenden die gleiche Funktion ergeben.

: iy tet [€OS90°  sin90° 01
Spiegelungsmatrix ist [sin90° —cos90°] bzw. [1 0].

v =2 ool =%

x'=6—x<:>x=6—x'1 y'=x=6-x
2 r:()-(2 3ol )-[ 7]

x'——%@x=—% y'=x=—%
5 ()= Jofi)-[]

x'=%@x=% y'=x=%
4 £ =3 oJollo)= (")

X'==xX-9 & x=-x'-9 y'=x=-x'-9

Schulbuchseite xxx

D;=D;. =R
f=f:y=6-x
D; = D;. =R\ {0}
f=fry=—1
D; = D;. =R\ {0}
f=fry==
D;=D; =R
f=fiy=-x-9



6.5 Abbilden von Funktionsgraphen

Kapitel 6

| KX ) 8 Zunidchst: Beide Vorgehensweisen sind korrekt.
Der erste Ansatz ist die Vertauschung der Koordinaten x und y im Funktionsterm einer Funktion, an-
schlieend muss nach y aufgeldst werden. Die Vertauschung der Koordinaten entspricht grafisch der
Spiege}ung des Graphen an der Geraden mit der Gleichung y = x, was dem zweiten Ansatz entspricht.

fiy=x4-1
erster Anlsatz: zweiter Ansatz:
f1. x = yi— | N_f0 1 L
ot S SN vl o G Pl o Gl
Fliy = (x+ 1) x'=xi-1,alsox=(x'+1)*
: v —x
Damit: y' = (X' + 1)* bzw. f Ly = (x + 1)4
K5 ) 9 a) [)y(] = [(2) (2)] Q[—xzx—szx] = [—2xg)i 6x] D¢=D. =R
x'=2x < x=0,5x' y' =-2x2-6x =-0,5x'2 - 3x' f':y =-0,5x2 - 3x
b) ;] - [_02 —OzJe[x;i 1] = [—2:5):2] D¢=D¢. =R
x'=-2x & x=-0,5x' y'=-2x3-2=0,25x3-2 f:y=0,25x3-2
2 )\;] - [(3; (3)] ®[lOg;§(+ 1] - [BIogi):H 3] D¢=Dp. =R*
X'=3x & x=3x' y' =3log,x+3 = 3log, [%x] +3 f:y =3log, [%x] +3
d) )\;] = [_0675 —0?75] G[O,XSX] = [—0?%7-5(;(,9] D¢=Dp. =R
X'=-0,75x & x=—4x' y'=-0,75-0,5*=-0,75-0,5 %  f:y=-0,75-0,5"3"
! 05 0 X 0,5x B B
[)y(]= [ 0 0,5]® [%]xg} - [o,s{%]xn,s] =Dp.=R

X'=0,5x & x=2x'

=05 Sleloed

1 1.1

-3 0
0 -3

=3X

[

X'=-3x & X =-3X
zua) zu b)
v A
5__
4__
3__
2 I
£ ¢ 1 -3
— ——} e+
0
6 -5 -4 -2 - 1
/ 5 PR X
_2——
zud) zue)
X
1 Z 1 1 1
|‘o\ T >
-3 =2 A 34 X
1
i
-2

29
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Kapitel 6 6.5 Abbilden von Funktionsgraphen

(K5 ) 10 a) p:y=x2+1mitS, (011)

P,: 0,5x2=2x+4=0,5- (x-2)2+2mitS, (212)

b) Schnittpunkt der Geraden S,S, und PP" ist das
Streckungszentrum Z (-210).

¢) Bestimmung der Geraden S,;S, und PP' mit den
y-Achsenabschnittent, = 1 und t, = 4 und den
Steigungen m, = % =0,5und m, = é‘;% =2:
$,5,:y=0,5x+1und PP':y =2x+4
Bestimmung des Streckungszentrums Z als Schnittpunkt
der Geraden S,S, und PP": 1 ‘N‘O
0,5x+1=2x+4<x=-2und0,5-(-2) +1=0 = Z(-210) i
Berechnung des Streckungsfaktors k mithilfe von [ZS,| und 1ZS,I:
k_lz_szl_\/%_z\IE_2

TEITNE s
d) Geraden, die durch das Streckungszentrum verlaufen, sind Fixgeraden. Als Schnittpunkt von S,S,
und PP' liegt Zauf S, S, und PP, damit sind S, S, und PP' Fixgeraden der zentrischen Streckung.

| K1 ) 11 Punktsymmetrie um den Koordinatenursprung entspricht einer Drehung um 0 (010) mit o. = 180°.

. b ++oy[C0S180° —sin180° -1 0
Die Drehmatrix hierbei |st[Sinl800 c05180°J_[0 _J.

P[)=(0 Sl e)=(570)
X=X & x=-x' y'=-3-x2=-3-(x)?=3-x"
f=f'1y=3.x3 = Punktsymmetrie des Graphen von f

(KX > 12 a) fliy=x3mitD=R" b) fl:y=3*mitD=R
-Xx-2
¢ fly=05"1mitD=R d) f‘l:y=[%] 2 g+ 2mitD =R

(K2 ) 13 a) f:y=log,4(2-0,4x) ist nur definiert fiir 2 - 0,4x > 0, d. . fiir 5> x.
D={xeRIx<5} W=R Asymptote: x =5
b) |x 0 | 05 1 1,5 2 2,5 3 | 35
f(x) -3,1 -2,6 -2,1 -1,5 -0,8 0,0 1,0 2,3

) x= log, (2-0,4y)
0,8*=2-0,4y
0,4y =2-0,8
y=5-95
f1(x) =5-2,5-0,8 7 5
d) fF1x) =0
5-2,5:-0,8=0 1
2=0,8" 5 -4/ 2 -1
x = l0g, 52 &
x=-3,1 f
e) Ermittlung der Koordinaten von A: Ermittlung der Koordinaten von B:
1,5 = logy g (2 - 0,4%) 1,5=5-2,5-0,8
0,81% =2-0,4x 1,4 =0,8%
0,72 =2 -0,4x logpg1,4 =x
x=3,2 x=-1,5
A(3,211,5) B(-1,511,5)
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2
3 s
y'J 3 |1,5-logy, [2 —f‘—sx] log, 6 [2 —%x]

2 1

|_z —
X —3x,alsox—2

Dieser Funktionsterm entspricht dem der Funktion f.

g) Schnittpunkt mit der x-Achse: f, (x) = 0
1,5 10gg 5 (2~ 15%|= 0 1:1,5
logy s (2~ 15%|= 0 10,8 A
2 —%x =1 |+ %x— 1
%x =1 | 1—45

x=22,als05(3,7510)
Dreieck SAB mit S (3,7510), A(3,211,5) und B(-1,511,5)
SA = [‘?:25] mit [SAl = 1,60 SB = [‘izgs] mit ISB| = 5,46

h)

. [—o,ssJO[—s,zs]
SA 0SB 1,5 1,5 5,1375

oSO =2 = — == = 0,588
[SAl . [SB] [SA - [SB 1,60 5,46

o= 54,0°

Das ist nicht méglich. Unabhangig vom Streckungsfaktor gilt: Aus einer Parabel entstehen bei zent-
rischer Streckung wieder Parabeln, die fiir Streckungsfaktoren k mit [kl # 1 gestaucht oder gestreckt
sind. Fiir k = 0 entsteht zwar keine Parabel, allerdings auch keine Gerade, weil die Parabel so verklei-
nert wird, dass sie mit dem Ursprung zusammenfillt, also auf einen Punkt ,,geschrumpft® wird.

a) griiner Graph: f:y = logo,2 8-2x)+2

roter Graph: f':y = —% 20,2572+ 4
b) D;={xeRIx<4} W.=R
D¢ =R W, ={y e RIx< 4}

c) Die beiden Graphen werden durch eine Achsenspiegelung an der Ursprungsgeraden mit der Glei-
chung y = x aufeinander abgebildet.

Abbildungsgleichung:
—x .
P(xllog,, 8 -2x) +2) € Fr—>P' (x'|-1- 02X 2+ 4) e

[;] - [(1) cﬂ © [logo,z (8X— 2) + 2] - [logM (Sx_ w0 2]

D [3)=(5 6)oliog,, 6522 <[ "7)

x' =log,,(8-2x) +2 [-2
y' =X
X'—-2= logo,2 8-2x) 0,2~
0,2"2=8-2x | +2x-0,2¥~2
2x=-0,2"2+8 [:2

x=-1.02¢"244
eingesetztiny' = x:
y'=-3:0,2"244
fl=fiy=-3-0,2"2+4
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Kapitel 6 6.6 Verkniipfung von Abbildungen

__ensesn ] N

g B

® Der Punkt P wird durch eine Drehung um 90° im Uhrzeigersinn, also durch eine Drehung um 270°
gegen den Uhrzeigersinn, auf P* abgebildet. Das Drehzentrum ist der Ursprung O (010).

x* €0s270° -sin270° X 01 X
[y*] = [sin 270°  c0s270° ] © [y] = [—1 o] © [y]
® Der Punkt P* wird entweder durch eine Parallelverschiebung mit dem Vektor v = [g] oder durch eine
zentrische Streckung mit k = 2 und Streckungszentrum O (010) auf den Punkt P' abgebildet.
x| _[x* 2 X' _ 4 [x*
[y'] B [y*] @ [2] oder [y] =2 [y*]

® Im Falle der zentrischen Streckung von P* nach P' ldsst sich die gesamte Abbildung durch eine ein-
zige Matrix beschreiben:

[F=2-0)=2-(8 alel1=0c5 3alel)-=(5 dJel)

- J

Nachgefragt ™

@ Die Parallelverschiebung wird mithilfe der Addition der Vektorkoordinaten durchgefiihrt. Da die Ad-
dition kommutativ ist, kann bei gleichem Ergebnis die Reihenfolge von zwei Parallelverschiebungen
vertauscht werden.

Parallelverschiebung mit v = [‘H und w = ["W"X]:
y y
Gel)eli=(6ra = (s vl =[Ge(w)e ()
® Das ist richtig. Jede beliebige Parabel kann in der Formy = a - (x—b)? + c geschrieben werden.
Fithrt man als erstes eine Parallelverschiebung mit dem Vektor v = [_bc] durch, dann wird die bisherige

Parabel so verschoben, dass ihr Scheitel im Ursprung liegt: y* = a - x2. Diese Parabel kann durch eine
K zentrische Streckung mit dem Faktor % auf die Normalparabel abgebildet werden. j

Aufgaben

K5 )

32

—

+ o ) ]

C0S45° —sin 45°] [—2]]

sin45° cos45° 2
=[§ 2ol (%57))= (557 P(-5.6610
., 15 O c0590° S|n90°
b) P 1,5 Q[ sin90° cos90° [3]]
1,5 -
[ &e|[2)]-(3 P (-4,511,5)
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6.6 Verkniipfung von Abbildungen

©

€05 60° —sin 60° ] [ ]
sin60° cos 60°
-0, 87J [ ]

0,87 0,5

2, 24] [3 17]

0,13 0,18
€0s60° —-sin60° ] [ ]
sin60° cos 60°

(
[0
[
(
[087 _?)?7] [ ”
(
(
o5
(

©

A'(3,171-0,18)

©

©

B'(7,9315,26)

©

5, 61] [7 93]
3,72 5,26
€0s60° —-sin60° ] [ ]
sin60° cos 60°

-0, 87} [ ]
0,87 0,5

)|~

©

©

ocolocNIoNI oo gIoegI oo ©n
Ti© T1° S1° Tie Si° S 510 S1° 5o

©

C'(2,1213,69)

a) Verschiebungvon Z (312) auf Z* (010): v:[—3]
b) Parallelverschiebungvon P und Q mitv = [j] auf P* und Q*:

Peln)=2)e3)= ) P (-11-6)

@()=(7)e3)-[5) Q61D
) Dre_hung von P* (71 |-6) und Q* (-61-1) um Z* (010) mit oe = 90° auf P und Q:

P5)= (oo essoe)ol)=1 o)ele)=(5) PGsl-D

& (5)=(Gnser woesoe)o[5)=5 TJe3)=(4) Qal-e)
d) Verschiebungvon Z*(010) =Z (010) aufZ(312) = 7' (312) w= [3]

Parallelverschiebung von P (61-1) und Q (11-6) mit w = [2] auf P'und Q":
o)=Ll vorn
Q:(7)=[5Je (3= (%)

e) Die AbbildungvonZ, Pund QaufZ', P' und Q' entspricht der Drehung
um Z(312) mit oo = 90°:

=[G SelYe Gl
=[ SJel 3Nl (- (2)

Q' @l-4)

Kapitel 6
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Kapitel 6

6.6 Verkniipfung von Abbildungen

Allgemein:

Abbildung von A(x,ly,) auf A" (x'ly") =A'(-y, +51x, - 1)
AbbildungvonZ(312) aufZ'(=2+513-1) =72'(312)
Abbildungvon P(21-4) aufP'(4+512-1) =P'(911)
Abbildungvon Q(-311) aufQ' (<1 +51-3-1)=Q' (41-4)

| K1 ) 4 Carlahat Recht. Da sowohl um Z gestreckt als auch gedreht wird, macht es keinen Unterschied,

welche Operation zuerst ausgefiihrt wird.

Streckung von P (x|y) um Z (010) mit Streckungsfaktor k und Drehung um Z (010) mit o

x' coso —sino k 0 X

[y']=[sinoc cosa]e[[o k]e[y”
coso. —sin(x] [kx]

sino.  coso ky

k~(x-coscx—y-sina)]

k- (x-sina+y-cosa)

k 0] [x~cosoc—y-sinoc]

0 k X-sino+y-coso

k

0

Jollsne o))

| K5 > 5 Quadrat mit der Seitenldnge a = [ABl = 5 LE und den Eckpunkten

34

A(31-4),B(21-4),C(211),D(=311).
Allgemein gilt fiir den Punkt P (x|y) und den Bildpunkt P' (x'ly"):
L(x o1 10 X
P [y] h [1 0]9[[0 —l]O[y]]
_101 x| _[-y
=3 oJel[3)I-()
P'(-ylx)
A'(41-3); B'(412); C'(-112); D' (-11-3)
Da die beiden Abbildungen der Verkniipfung winkel- und langen-

treu sind, ist auch die neue Figur ein Quadrat mit der Seitenlange
a'=5LE.
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6.6 Verkniipfung von Abbildungen Kapitel 6

| K5 ) 6 Allgemein gilt fir einen Punkt P (x|y) und den Bildpunkt P' (x'ly") bei der Drehung um Z (x,|y,) mit dem

Drehwinkel o:

P[] =[(ne wea)oll)eGllelel=((re es)olioyel=l

Drehung um Z (310) mit dem Drehwinkel o = 90°:

wifi)=[0 SJeli el =Blelo)-5) Ay
5:()=[[ oJe(SHleld)-(B)el)-[5) e

TR e
5:(3)-15 Sel5)lel]-()e(5)-[5]  &eso

C L8 Dol el weora
o B0 e - (e[ -() wer

Drehung um Z (014) mit dem Drehwinkel o. = 45°:
w:[5)=[G S lelG el =167 Tlellleld

[

lor s or)eli)=(5%)eli)=(6%5) A @o7i0a)
B[] -| -

5 )

o7 o7t )eluinalleli)=[67 o7)elasslell

-0 osni

1,84 2,16
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Kapitel 6 6.6 Verkniipfung von Abbildungen

| K5 » 7 a) Die Parallelverschiebung von P (x|y) mit v = [:g] und die Drehung um O (010) mit o = 90° sind mit-

(K& ) 8

b)

a)

b)

b)

4]

einanderverkn[lpft.

P[] =[Gnoor csser ell)eBII=0 Jelo3)= 1)
P'(~y +3Ix-5)

Paley  Pi(t)=(2)=[0] Pei-w

1-5 4

P* (x*|y*) entsteht durch Parallelverschiebung von P (xy) mit v} = [_24}, zentrischer Streckung um
0(010) mit k, =2 und (Riick-)Parallelverschiebung mit w; = [‘42]

o {)-[ Bl -3

P'(x'ly") entsteht durch Parallelverschiebung von P* (x*|y*) mit v, [ ] zentrischer Streckung um
0(010) mit k, = 0,5 und (Riick-)Parallelverschiebung mit w;, = [

P (=% aslollHe e l)=(oss)
v A ] P*(2x + 212y - 4)
9 e A*(410)

i B*(1010)
c*613)

P'(0,5 - x*+310,5 - y* + 4,5)
A'(514,5)

B'(814,5)

c'6le)

8-+

|
0 T
-2 -1 1T 2 3 4 5 6 7 8 9 10 x

P [;] - [0(,)55- .y):*::S] - [o(,)és- .(gx—l?:fs] - [yx:zl,‘s] - [;] @ [2?5]

P' (xly) entsteht durch Parallelverschiebung von P (xly) mit v, = 4

2,5)

Es handelt sich um zwei Parallelverschiebungen mit den Vektorenv, = [_45] undv, = [_33].

Die Verkniipfung zweier Parallelverschiebungen ist kommutativ, die Reihenfolge der Abbildungen
ist vertauschbar.

Es gitt vy v, =[5 )o(7]=[5)= [T e[ 5] = vaev,

Es handelt sich um eine Spiegelung an der Geraden y = x mit anschlieRender Spiegelung an der
x-Achse. Die Reihenfolge der Abbildungen ist nicht vertauschbar, da das Ergebnis abh&ngig von der
Reihenfolge ist.

Gegenbeispiel mit P (210):

Pifo SJells oJelal]=[o S)el)=(5)
P41 oJells Slelal]=( olefe)=L)

Es handelt sich um eine Spiegelung an der Geraden y = x mit anschlieBender Parallelverschiebung
mit dem Vektor v = [_3 . Die Reihenfolge ist nicht vertauschbar, da das Ergebnis abhadngig von der
Reihenfolge ist.

ot Do)
(2 oo (3N (5 Jo5)- ()

36  Schulbuchseite xxx



6.6 Verkniipfung von Abbildungen Kapitel 6

d) Es handelt sich um eine Parallelverschiebung mit dem Vektor v = [_‘;] mit anschlieBender

10 Beispiel:

Spiegelung an der x-Achse. Die Reihenfolge ist nicht vertauschbar, da das Ergebnis abhdngig
von der Reihenfolge ist.

s Selge(5]-E el
oy SJollel)-Glel4)-13

o

Theo hat Recht. Bei dieser Verkniipfung
handelt es sich um eine Drehung um den
Schnittpunkt der Geraden um 180°.

(ks ) 11 a)

b)

(K& ) 12 9)

b)

y A

! ! ! »
T T T T T g

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 x

Zuerst werden Q (416) mit v = [:2] auf Q*(010) und 0 (010) auf O* (-4 1-6) verschoben.
Dann wird O* (-4 1-6) um Q* (010) mit oo = 120° auf P* gedreht.
Zum Schluss werden 0%, P* und Q* mit w = [2] auf0(010), P(x'ly") und Q(416) (zurtick-) verschoben.

e:(p)- [ mizlol(e el L)
[ 008; _—00857 6]]@[2]]=[[—7(;,21;28]®[2]]=[151';5222] P(11,215,5)

Die erste Abbildung ist eine Spiegelung an der Geraden y = —x, die zweite Abbildung ist eine

Parallelverschiebung mit dem Vektor v = [_32].

P[5 2ol (312
AQBI-5); B(-41-2)
w530
o270
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Kapitel 6 6.6 Verkniipfung von Abbildungen

c) Die erste Abbildung ist eine Parallelverschiebung mit dem Vektor w = [_32], die zweite Abbildung ist
eine Spiegelung an der Geraden y = —x.

b= L5 Slell)el3)l=5 Sleli23)-(td) Py
w)=(5 Slellge(3)-(5 Slel3)-13)  AGi-®
53)= (5 SlelFlel3)-5 TJel)-(5) a2

| K4 » 13 P(51-2,5 =P'(51-2,5) ist ein Fixpunkt.
X' -0,8 0,6 5 10,5
[y'] =[[ 06 o,sJG[—z,s]]®[—3,5] =
-5,5) (10,5 _ 5 )_(x v
=[ 1 ]®[—3,5]_[—2,5]_[yﬂ | N\ |
P(51-2,5) wird zundchst an der Ursprungsgeraden ¢ -5 —4 -3 — >
a: y = mx auf P*(-5,511) gespiegelt:
cos20.=-0,8 = 200=143,3° = o=71,565°
m =tan71,565°=3 = a:y=3X 3
Anschlieend wird P* (=5,511) mit dem Vektor

V= [10 5] parallelverschoben auf P (51-2,5).

14 a) Es handelt sich um eine Drehung um 90° um Z (010) mit anschlieBender Parallelverschiebung um
den Vektor v = [ 5] P, Q und R sind keine Fixpunkte dieser Abbildung.

P =[G S)el5)els)-le[5)= (5] =Painereay
@ [5)=[( 5le(3lle(5)-Flel5)-(5)  =aE-a#aci2

[0 Jeliels)-(2JelS)-(5)  =r@nreaa

b) Es handelt sich um eine Spiegelung an einer Ursprungsgeraden a: y = mx:
sin2o =-0,8 = 20.=-53° bzw. 200 = 360° - 53° = 307° = o = 153,5°

m =tan153,5°=-0,5 = a:y=-0,5x
P und Q sind Fixpunkte dieser Abbildung, R ist kein Fixpunkt dieser Abbildung.
Pi(5)= (%5 o)e[7)=[7) =P 210 =Pe2ln)
)= (25 3502, )-2) CECREE
v )= 2222 < K211 #8101

@ 15 a) Es handelt sich um eine Drehung um O (010) mit o = 180° und die Parallelverschiebung mit v = [_64]
e e | A B 1 A e ]
X'==x+6x=-X+6
y=X+l=—(x'+6+1=x'-5 Fixgeradeg=g":y=x-5
h': [;] - [[_01 —01] © [2xx— 8” @ [—64] = [—2;): 8] ® [—i] = [—_2Xx++64]
X'==xX+6x=-X"+6
y'=2(X"+6)+4=2x'-12+4=2x'"-8 Fixgerade h=h':y =2x-8
Die Geraden g und h sind Fixgeraden der Abbildung.
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6.6 Verkniipfung von Abbildungen Kapitel 6

b) Es handelt sich um die Spiegelung an einer Ursprungsgeraden a: y = mx.
sin20.=-0,8 = 20.=-53° bzw. 20, = 360° — 53° = 307° = o =153,5°
m =tan153,5°=-0,5 = a:y=-0,5x
g: [;] = [ %68 —8'2] © [2xX 5] = [—2Xx++43]
X'=xX+4ox==xX"+4
y'=-2(x"+4)+3=2x'-8+3=2x'-5 g=g:y=2x-5
() =[5E De)olosd =157
X' =0,2x < x = 5x’
y'=-1,1x=-1,1- 5x' = -5,5x' h#h'":y=-5,5x
Die Gerade g ist eine Fixgerade der Abbildung, die Gerade h ist keine Fixgerade.

16 a) Simons Ansatz ist korrekt: Wenn Fixpunkte existieren, dann muss fiir diese gelten, dass die
Urbildkoordinaten x und y gleich den Bildkoordinaten x' und y' sind. Fiir einen Fixpunkt F (x|y)
muss also gelten: I: x = x" und ll: y = y'. Dies kann zur Bestimmung moglicher Fixpunkte aus-
genutzt werden.

o I e 1 ] 3 o 2 e

l: x=x"und x' =3x+4y-2

Ill:y=y'undy'=5x-3y+20

[t X=3X+4y-2 & 2X=-4y+2 & x=-2y+1

ll: y=5x-3y+20"sy = 5. (C2y+1) -3y +20
14y=25 & y=1,8

linl:x=-2-1,8+1=-2,6 Fixpunkt F(-2,611,8)

b 1 [J]=[55 Talel e[ =ecalel)=(0ocoa.3)

l: x=x"undx'=0,8x—-0,6y + 5
I:y=y'undy' =0,6x+0,8y +5
l: x=0,8x-0,6y+5 & 0,2x=-0,6y+5 < x=-3y+25

ll:y = 0,6x+0,8y + 55y = 0,6+ (-3y +25) + 0,8y + 5
y=-1,8y+15+0,8y+5 < 2y=20 < y=10

llinl:x=-3-10+25=-5 Fixpunkt F(-5110)

12 5 12 5
2 ()= F 2ol 7]
JT s 12 | 5,.12
Y 5 5 7 ey
oy f__12
l: x=x"undx 13x+13y

I:y=y'undy'= ﬁx+13y
| 12 25 1

PXSSIXHTRY S XY S X5y
Lin
ll:y = £x+ 13V%V Ty © V=Y
linl:x =1y Fixpunkt F Gy ly)

Fixpunkte sind die Punkte auf der Geraden g: y = 5x.
x'|_|[f0o1 X -2]_[x 2] _[y-2
- [y']_[[1 o]G[y”@[3]‘[\/]@[3]‘[“3]
l: x=x'undx'=y-2
I:y=y'undy' =x+3
[t x=y-2
l:y = x+3%y y-2+4+3=y+1
y#y+1
Die Gleichungen sind nicht [6sbar. Es gibt deshalb keine Fixpunkte.
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Kapitel 6 6.6 Verkniipfung von Abbildungen

& [[)=Glel)e3)-01005)-1)
[: x=x'
l:y=y'undy'=y+7
l:y#y+7

Die Gleichungen sind nicht losbar. Es gibt deshalb (wie bei einer reinen Parallelverschiebung zu
erwarten ist) keine Fixpunkte.

17 Essind individuelle Antworten moglich, z. B. eine Abwandlung der vorausgehenden Aufgabe:
Die Punkte Q (416) und O (010) sind Eckpunkte eines gleichseitigen Dreiecks OPQ. Ermittle die
Koordinaten von P.
y A
6]

o )-{[(ner Zeemoleel]

-0z oo (|ele)|=[C2)e(c)=(52) P09
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6.7 Losen geometrischer Probleme Kapitel 6

BT D

® Die Punkte B, werden durch eine Drehung um 60° gegen den Uhrzeigersinn auf die Punkte C_ abge-
bildet, da es sich bei allen Dreiecken um gleichseitige Dreiecke handelt, die immer Innenwinkel von
60° besitzen.

® Da die Punkte B, alle auf einer Geraden liegen und alle durch die gleiche Abbildung auf die Punkte C_
abgebildet werden, liegen auch die Punkte C_ alle wieder auf einer Geraden.

3
> [x']_[cos60° —sin60°]®[x]_ 05 8 O[x]_ 0,5x-3V3
y')~ Usin60° cos60° A RE 0,5 3)7

8§ 8 68

; e
X' =0,5X—%\/§=>X=2X' +3\/§
3 3
y' =gx+1,5=g(2x'+3\/§)+1,5=\/§><'+6

\zg':y=\/§x+6 j

Nachgefragt ™~

@ Die Aussage ist richtig, weil man durch den auf P' gestreckten Punkt P auf der Geraden g die Bild-
gerade g' als Parallele zur Urbildgeraden zeichnen kann.

x+1,5

7

Teo-
I P! I ;0 I I 1y
T T T T 0 T R
=5 -4 32 _1—1 T 2 3 N4 X

| K1 > | m Die Punkte P, bilden beziiglich der Geraden g einen geometrischen Ort. Demnach bilden die Punkte

\ P,' nach der zentrischen Streckung wieder einen geometrischen Ort auf einer neuen Geraden. j
Aufgaben
(K& ) 1 7 Mégliches Vorgehen bei der Konstruktion:
—3Th g Die Gerade g wird um A mit oo = 90° auf die Bildgerade g' gedreht.
Wt “D Der Schnittpunkt der Geraden g' und h ist der Eckpunkt D.
Der Punkt D wird um A mit oo = 270° gedreht, dies ergibt B.
3T Der Punkt A wird um B mit oo = 270° gedreht, dies ergibt C.
2T ‘ C
1T 0
1 O 1 1 1 \‘I 1 »
AT L
_ —1__ \ 5
2+ 5
_3——
g
g
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Kapitel 6 6.7 Losen geometrischer Probleme

K1) 2

Berechnung der Geraden g':

g: [;] - [(1) _01]9[0,5;—4] - [_O’S;Jr 4]
X'=-0,5x+4 < x=-2x"+8

y'=x=-2x"+8 gy=-2x+8
Berechnung von D als Schnittpunkt von g' und h. Setze g' = h:
-2X+8=-0,25x+4,5 & 3,5=1,75Xx & x=2 g'Q=4 D(214)
Berechnung von B als Drehung von D um A mit oo = 270°

X0 1 2|1 _[4 _
8: (1) =[5 oJol2)=[4) B 41-2)

Berelchnung von C als Drehung von A um B mit o = 270°
a)=(5)ells dJeF)=(5)ed)=(3) C(612

Die Aussage ist richtig. Werden die Geraden durch eine zentrische Streckung abgebildet, dann wird
jeder Punkt der Geraden abgebildet, insbesondere auch der Schnittpunkt S von g und h auf S'.
S'ist Element beider Bildgeraden g' und h', also Schnittpunkt von g' und h'.

cfo
-3 -2 —11 12 3 4

Zur Ermittlung von B wird die Gerade g: x = 4 mit 60° um C auf g' gedreht und g' und h werden mit-
einander geschnitten.

1 1
g [x'] _ [cos 60° —sin 60°] o [4] _ 05 —5V3 o [4] _ 2533y
"y sin60° cos60° y %\B 0,5 y 243 +0,5y

X'=2-23y & By=-2x'+4 & y=-1,15x'+2,3

y'=2\3+0,5- (-1,15x' +2,3) = -0,58" + 4,6 g':y=-0,58x+4,6
Ermittlung der Geradengleichung firh:y =m, - x+t,:
mh=%_%l=1unds(3l6)eh=6=1-3+th=th=3 h:y=x+3
Setzeg'=h:
-0,58x+4,6 =x+3 < 1,6 =1,58x & x=1;y=4 B(114)
Zur Ermittlung von A wird B um C mit 300° gedreht.

. o _cin3000 05 13
)= mem)olE)-| 3% 5 JolE)-(23) AL
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6.7 Losen geometrischer Probleme

K6 ) 5

(K& ) 6

Yy A
9__

8T g,

8

6 [AMI = 6,7 cm

3T > ™

" [BMI =6,7cm

|
N
-
N
.
o
,
/
o~
€]

i

B ist der Bildpunkt von A bei einer Achsenspiegelung an der Ursprungsgeraden h: y = 0,5x.
Mit m,, = 0,5 ergibt sich fiir o: oo = tan™10,5 = 26,6° 201 = 53,2°.

.,[x']_[cosSB,Z" sin53,2°]®[ X ]_[0,6 0’8J®[ X ]_[3,8X—2,4]
81t y') " (sin53,2° —cos53,2°) ~ 4x-3J) 7 10,8 -0,6) ~l4x-3) " (-1,6x+1,8

X' =3,8x-2,4 & x=0,26x"+0,63

y'=-1,6-(0,26x' + 0,63) + 1,8 =-0,42x' + 0,8 g,'ty=-0,42x+0,8
Setze g,' = g, zur Ermittlung von B als Schnittpunkt von g," und g,:
-0,42x+0,8=—x+6 & 0,58x=5,2 & x=9,0;y=-3,0 B(91-3)
Ermittlung von A als Spiegelung von B an h:
.(x)_ (o6 0,8 9)_(3
A [y] B [0,8 —0,6]®[—3]~ [9] AGI9)

Die Aussage ist richtig. Zuerst wird A mittels Drehung mit 90° um M auf B abgebildet. Die Punkte C
und D erhélt man als Drehung von B bzw. C mit 90° um M.

y A P h . Bestimmung des Tragergraphen g der Punkte C:
6+ | | De 0Q, alsoy, = x, =D (xIx)
i | Q | Zu D (x, %) hat C die Koordinaten 2 - x, und x,
i ; = C(xIx)
T Di i ® Aus xc = 2xund y. = x folgt:
EEANEEEN7” 4 \NEEEN Ye = 0,5x¢ =g:y=0,5x

21 ] CePQundPQ=h:y=mx+t,
i ==== m, = 2% =-2und P (7,510 e h

ol P 0=-2-75+t, =t =15  =hiy=-2x+15

__0 12 M &7 X Setzeg=h:
-1 ! : 0,5x=-2x+15 & x=6 =C(6l13)

=D(313),B(610),A(310)
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Kapitel 6

| K4 ) 7 a) Jeder Punkt B, (xly) wird mit o = 60° um A auf den Bildpunkt C_ (x'ly") gedreht.
Cn (0,5x-0,87y10,87x + 0,5y)

44

6.7 Losen geometrischer Probleme

C. [x'] _ [cos 60° —sin 60°] ® [x] _ [ 0,5 —0,87] ® [x] _ [O,SX— 0,87y]
n*ly')~ lsin60° cos60°)~ ly) 0,87 0,5 y) — 10,87x + 0,5y

1 B,(-41-1) undC, (0,5 (-4)-0,87 - (-1)10,87 - (-4) + 0,5 - (1)) =
B,(01-1) undC,(0,5-0-0,87-(-1)10,87-0+0,5: (-1)) =
B,31-1) undC;(0,5-3-0,87-(-1)10,87-3+0,5- (-1)) =
Die Punkte B, liegen auf g: y =-1.

Die Punkte C_ liegen auf der um A mit o. = 60° gedrehten Geraden g'.
(1) =[oare o

x'=0,5x-0,87y < x=2x"+1,74yundy =-1

y' =0,87 - (2x' +1,74y) + 0,5y = 1,74x" + 2 - (1) = 1,74x" =2
Tragergraph g' fiir C,:

2 B,(21-2) undC,(0,5-2-0,87-(-2)10,87-2+0,5- (-2)) =
B,211) und(,(0,5-2-0,87-110,87-2+0,5-1) =
B,(214) undC;(0,5-2-0,87-410,87-2+0,5-4) =
Die Punkte B, liegen auf g: x = 2.
Die Punkte C liegen auf der um A mit o = 60° gedrehten Geraden g'.

g': [x] _ [O,SX— O,87y]
“ly') 7 10,87x + 0,5y

x'=0,5x-0,87yundx=2=x'=1-0,87y & y=-1,15x"+ 1,15
y'=0,87-x+0,5y=1,74+0,5- (-1,15x' + 1,15) =—0,58x" + 2,32
Tragergraph g' fiir die Punkte C_:

3 B,(-31-0,5) und C, (0,5 (-3)-0,87 - (-0,5)10,87 - (-3) + 0,5 - (-0,5)) =
B,(011) und C,(0,5-0-0,87-110,87-0+0,5-1) =
B,(312,5 und(C;(0,5-3-0,87-2,510,87-3+0,5-2,5) =
Die Punkte B, liegen aufg:y = 0,5x+ 1.
Die Punkte C_ liegen auf der um A mit oo = 60° gedrehten Geraden g'.

Bl treneyt)
x'=0,5x-0,87yundy = 0,5x+ 1 =
x'=0,5x-0,87 - (0,5x+1) < x'=0,065x—0,87 < x=15,4x"'+13,4
y'=0,87-x+0,5-(0,5x+1) =1,1x+ 0,5
=1,1-(15,4x"+13,4) + 0,5 = 16,94x" + 15,24
Tragergraph g' fiir die Punkte C_:

zZu 2

zu 1
y A
4__
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zu 3

C, (-1,131-3,98)
C,(0,871-0,5)
C,(2,3712,10)

ghy=1,74x-2

C,(2,7410,74)
C,(0,1312,24)
C, (-2,4813,74)

g'ty=-0,58x+2,32

C, (-1,071-2,86)
C,(-0,8710,5)
C,(-0,6813,86)

ghy=17x+15




6.7 Losen geometrischer Probleme Kapitel 6

b) Es wird jeweils der kiirzest mogliche Abstand von der Geraden g zum Punkt A berechnet und die zu
g senkrechte Gerade mit B als LotfuBpunkt zu A ermittelt. Aufgrund der Eigenschaft des Trager-
graphen ist der von B auf C, gedrehte Punkt auf der Geraden h' auch der Punkt mit dem kiirzesten
Abstand zu A. Damit ist der Flacheninhalt des zugehdrigen Dreiecks AB,C, minimal im Vergleich
zum Flacheninhalt aller anderen gleichseitigen Dreiecke AB C .

1 y A g’ Die Senkrechte h zur Geraden g: y = -1, welche zugleich A schneidet,
14 hat die Form h: x = 0. Der Schnittpunkt von g und hist B, (01-1).
A amit hat das Dreiec ieselben Eckpunkte wie das Dreiec
0 Damit hat das Dreieck ABC, dieselben Eckpunkte wie das Dreieck
2 1 AP 2 x ARGy A(010), B, (01-1), C, (0,871-0,5)
g —1 B4
il
2 g Die Senkrechte h zur Geraden g: x = 2, welche zugleich A schneidet,
? G hat die Form h: y = 0. Der Schnittpunkt von g und hist B, (210).

CO(O,S -2-0,87-010,87-2+0,5-0) = C0(1|1,74)
Damit hat das Dreieck AB C, die Eckpunkte:
A(010),B,(210), Cy(111,74)

Die Senkrechte h zur Geraden g: y = 0,5x + 1, welche A enthalt,
ergibt sich folgendermafen:
mg-mh=—1 & mh=;—1g < mp=-2
A0lQ)eh=t =0=h:y=-2x
Der Schnittpunkt von g und h berechnet sich wie folgt:
0,5x+1=-2x & x=-0,4;y=0,8=B,(-0,410,8)
Co 0,5-(-0,4)-0,87-0,810,87 - (-0,4) +0,5-0,8) = Co (-0,910,05).
Damit hat das Dreieck ABC, die Eckpunkte:
A(010), B,(~0,410,8), C,(-0,910,05)

Die Gerade g wird um A mit oo = 45° auf den
Tragergraphen g' von D gedreht.

Die Geraden g' und h schneiden sich im Punkt D.
Der Punkt D wird um A mit o = —45° bzw. mit

o. = 315° auf den Punkt B gedreht.

Der Punkt D wird mit v = AB auf C verschoben.
Gerade gum A auf g' drehen:

e [y]=(Gmiee amilolLrs)oB)]ol)

0,71 -0,71 X+3 -3
_[[0,71 0,71]6[—“3”@[2]

1,42x -3 _(1,42x-3 Ly —
=[4,24]®[2]_[ 6,24 ] g'y=6,24
Schnittpunkt von hund g':
6,24 =x-3 & x=-9,24 D (-9,2416,24)

D unl1 AaufB drshen: .
B: 1] = (2225 = 15)o 22 2] ()
=[5 0o 24]e(F)

-[ualel)=[om)  Beas2issn

D verschieben um v = AB = _71:‘42 auf C:

9

-2l cerosetns

Raute ABCD mit
A(=312), B(-4,419,4), C(-10,7113,7), D (-9,216,2)
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-2 -1 /61 203 4 5 6 7 x

Die Gerade g = AC wird an der Geraden h gespiegelt auf g'.
Der Schnittpunkt von g' mit der y-Achse ergibt Q.

Der an der Geraden h gespiegelte Punkt Q ergibt S auf g.
Der Mittelpunkt von Q und S ist der Punkt M auf h.

S wird um M mit o = 90° gedreht und mit k = 2 gestreckt.
Bildpunkt der Drehung und Streckung ist P.

Der an M gespiegelte Punkt P ergibt R auf h.

Die Punkte PQRS bilden die Raute.

b) g=AC:y= mgX + t, mit m —?—; —=O,6

AQRI3)egy= 0,6x+t, = 3=06-2+t, = t, =18 g:y=0,6x+1,8
Spiegelungvon gan h:y =3x-1:
tano=m, =3 = a=71,57°% 20 = 143,14°

(X' _[[cos143,14° sin143,14° X 0 0
s [y] - [[sin 143,14° —cosl43,14°]®[[0,6x+ 1,8]@[1]”@[—1]
-0,8 0,6 X 0)_ (-0,44x~-1,68 0
= [[ 0,6 0,8]6[0,6x+ 2,8”@[—1] = [ 1,08x + 2,24 ] 63[—1]

_ [—0,44x + 1,68]

“11,08x+1,24
X'=-0,44x+1,68 & x=-2,27x"+ 3,82
y'=1,08x- (-2,27x"' + 3,82) + 1,24 = -2,45x" + 5,37 gy =-2,45x+5,37
g'(0) =5,37 Q(015,37)
(X' _[[cos143,14° sin 143,14°
Q '[y']_[[sin143,14° —c05143,14° 5 37 ”
_[(-0,8 0,6 0 _(3.82
- [[0,6 0,8J®[6,37H®[—1] [4,1 ] 5G.8214,1)

Meh:y=3x-1:282202191:h(1,91) =3-1,91-1=4,73  M(1,9114,73)

V: [X'] _ [COS90° —sin 90°] 3 82 l 91 ] l 91
“ly') 7 [Lsin90° cos90° 4 73 4, 73

=[5 e[S [Z 3%] [ror)elins) = (e

W=[2,54—1,91] [0 63] VM = [ 0,63J

6,64 —4,73) ~ (1,91 1,91
- OM MV = [1.91+2-0,63) _ (3,17
P:OM &2~ MV [4,73+2-1,91]_[8,55] P(3,1718,55)
.OM UM —[1,91-2-0,63)_ (0,65
R: OM©2- VM [4,73—2~1,91]_[o,91] R(0,6510,91)
Eckpunkte der Raute: P(3,218,6),Q(0l5,4),R(0,710,9), S (3,814,1)
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K4 > 10 a) g(-0,5 =2-(-0,5-1=-2 B, (-0,51-2)
g(-2)=2-(-2)-1=-5 B, (-21-5)
Mit dem Vektor B,C ,C= [5 5] wird A (-212) auf D, verschoben: D,(3,512)
Mit dem Vektor BzA = [7] wird C(51-2) auf D, verschoben: D,(515)

b) Bestimmung der Geraden h durchAund C:y=m, - x+t,:
m, =525 =7 ~-0,57.MitAe hgilt: 2=-0,57- (-2) +t, & t,=0,86  h:y=-0,57x+0,86
Die Geraden g und h schneiden sich in N:
2x-1=-0,57x+0,86 < 2,57x=1,86 < x=0,72 N (0,7210,44)
Bestimmung des Trdgergraphen t fiir die Punkte D :

Parallelverschiebung von A (=212) mit ﬁ = [_2 f ;;‘+ 1] = [_;X__Xl] aufD,:

[)y(] - [_22]63[—;;—)(1] - [—;x_+x1] D, (B -xl-2x+1)
X'=3-x & x=3-x
y'=-2x+1=-2-3-x)+1=2x'-5 tiy = 2x—5

zu a) und b) zu c)

c) Zwei Vektoren stehen aufeinander senkrecht, wenn ihr Skalarprodukt 0 ergibt.
Es werden die Vektoren v, (von A zu D;) und v, (von Czu D,) berechnet.

o [ x=(2) ) _(x+2 o _ x=5 _[x-5
Vi= [2x—5—2J_[2x—7] V2 ‘[2x—5—(—2)]'[2x—3J
VOV, =(x+2) (x=5)+(2x- 7) - (2x—3) = 5x2 - 23x + 11
Es muss gelten: v; ® v, =0,d.h.: 5x2-23x+11=0

23:\529-4-5-11

Xp = " =826 -2341,76 X, = 4,06; x, = 0,54

Fiir die Punkte auf t ergeben sich D, (4,0613,12) und D, (0,54 1-3,92).

Wegen der Drehrichtung im Viereck ABCD entfdllt D, (0,541-3,92).

Im Folgenden wird nur D, (4,0613,12) weiter untersucht. D, (4,0613,12)

Mittelpunkt der Strecke AC ist M[_ZT+5|¥] =M(1,510)
D, (4,0613,12) wird gm M mit o. = 180° auf B, gedreht:
5: ()= [(riser cmtsor)ol(s e (5o ('s)
=[5 2JeBle($)=(55) B, (1,061-3,12)

d) Es sind individuelle Antworten moglich, z.B.:
Es kann kein Quadrat geben, da die Diagonalen im Quadrat senkrecht aufeinander stehen und sich
im gemeinsamen Mittelpunkt treffen. Dies ist beim Parallelogramm AB CD, jedoch nicht gegeben.
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Mdogliche Konstruktion:

* Zu einem frei gewdhlten Punkt R, auf g = AC ermittelt
man den zugehdrigen Punkt Q, auf h = BC.

® Durch Strecken von Q, ausgehend von R, mit Faktor 2
erhdlt man den Punkt Q,". Dieser wird um R, um 90° im
Uhrzeigersinn auf P, gedreht.

* Die Gerade CP, schneidet ABin P,.

* R, und Q,werden ausgehend von P, gemaf der
Konstruktionsbeschreibung ermittelt.

g=AC:m,=7=2~233undA(ll0)eg  0=%-1+t, & t,=-% gy =23x-23

h=BC:m,=4-2=-3,5undB(610) ch 0=-35-6+t, o t =21 h:y=-3,5x+21

Fiir die Punkte Py, Q, und R, (bzw. kurz P, Q, R) mit x, = x, gilt:

g (xg) =2+ (xq—xg), d.h.: %XR—%= 2-(xg=Xg) © xQ=%xR—%

Durch Einsetzen von x4 = %XR —% in h (x) und mity,, =y erhdlt man:

Vo =35 [2xg — 5]+ 21 =~ Pxg + 45421 = ~Jhxe + B = 7,6x+ 251 ry=-74x+25%

Der Schnittpunkt der Geraden g und r ergibt den gesuchten Punkt R ;:

Ix-L=-3x+3 o x=32F =x=28 g(2,8 =42 R, (2,814,2); P, (2,810); Q, (4,814,2)
| K4 » 12 a) undb) Es sind Punkte auf der einen Rauten-Diagonalen zu

ermitteln, die einen Punkt auf einer Seite von PQR

mit einem Punkt auf der y-Achse verbinden:

e Man spiegelt PQR an g auf P'R'Q" und schneidet
die Seiten von P'R'Q" mit der y-Achse, man erhalt
die Punkte D, und D,,.

® Durch Spiegeln von D, und D, an g erhdlt man
die Punkte B, und B, jeweils auf einer Seite
von PQR.

* Als Verbindung von B, und D, bzw. von B, und
D, erhdlt man die Diagonalen e, = B,D, und
e, = B,D, mit den Mittelpunkten M, und M,

® Durch Drehung von B, und B, um M, bzw. M,
mit 90° erhdlt man die Punkte C," und C,".

Diese werden um M, bzw. M, mit dem Faktor
k=2aufC, und C, gestreckt.

® Durch Spiegelnvon C, und C, an M, bzw. M,
erhdlt man A, und A,.

Die Rauten A;B,C,D, bzw. A,B,C,D, haben die

gewiinschten Eigenschaften.

b 4
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c) Spiegeln der Punkte P, Q, R an der Ursprungsgeraden g: y = 3x auf P', Q', R' und Ermitteln der
Geraden P'Q', Q'R'und P'R": tan . =3 = o .= 72°; 20 = 144°

[X'] 3 [cos 144°  sin144° ]@ [x] _ [—0,8 0,6] o [x] _ [—O,SX + O,6y]
y')~ Usin144° —cos144°)~ ly) ~ 10,6 0,8/~ ly) ™ L0,6x+0,8y

x'=-0,8x + 0,6y und y' = 0,6x + 0,8y

Einsetzen der Koordinaten von P, Q und R ergibt: P'(1,415,2); Q' (-2,814,6); R' (-1,419,8)
Ermitteln der Geradengleichungen und Punkte auf der y-Achse:

PQ:m=2t=5y=2x+5 D, (015)
PR':m=-1,64;t=7,5;y=-1,64+7,5 D2(0|7,5)

Spiegelung von D, und D, an g, d. h. Einsetzen der Koordinaten von D, und D,:

B,(0,6-510,8-5) =B, (314) B, 314)

B, (0,6 -7,510,8-7,5) =B, (4,516) B, (4,516)

Mittelpunkte von D, und B, bzw. von D, und B,: M, (1,514,5); M, (2,2516,75)

Drehungvon B, (314) um M, auf C,' bzw. von B, (4,516) um M, auf C,'
und Streckung mlt dem Faktor 2

-[2 Yol Fele el
of? J [; zﬂn@nsJ

[
|
[ZT;H [ ] [_2:1055] C,(2,517,5)
[
|
’

O

©

0
2
olls 3elllelz2]=(232

2Jels 5Jelarlle(er:)

=[5 2ol e l&ra) =325 ¢, 6.75111,25
Spiegelung von C, an M, bzw. von C, an M.: A, (0,511,5); A, (0,7512,25)
1 l 2 Rautze A;(0,511,5); B,(314); C, (2,;I7,5); D, (OI25) und
Raute A, (0,7512,25); B, (4,516); C, (3,75111,25); D, (017,5)

©

)
)
Jo
)

K5 ) 13 a) 1 | v A Trégergraph t, des Mittelpunkts M, von
0+ Q 0(010) und Q, (x10,75x + 8):
94 ty: M, (25| 2722820) = m, (0,5x10,375x + 4)
8 x'=0,5x & x=2x'
%_ y'=0,375x+4=0,375-2x' + 4
=0,75X' +4 ty:y =0,75x+4
°T Tragergraph t, des Mittelpunkts M, von
5T 4 M, P(810) und Q, (x10,75x + 8):
! . 8(0,75x+8+0) _
. t): Mz[%| X+ 8+ ]— M, (0,5% + 410,375 + 4)
3T X'=0,5x+4 < x=2x'-8
54 y'=0,375x+4=0,375- 2x' - 8) + 4
=0,75x"+1 t,:y=0,75x+1
1
t
%0 1 1 1 1 1 1 1 P
T 0 T T T T T T T

ol 4
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2 Berechnung der Schwerpunkte S, und S, mithilfe
von Q, (018) und Q, (4111) und den Mittelpunkten
D (410) der Strecke OP; E (014) der Strecke 0Q;

F(215,5) der Strecke 0Q,:
Berechnung des Schwerpunkts S, als Schnittpunkt

der Geraden h, = DQ, und h, = EP:

_8-0_ _+H. - Yy =
mDQl—ﬁ——Z,tDQl—S hl.y——2X+8

Mep=0-90=-05tp=4  hyy=-0,5x+4

-2Xx+8=-0,5x+4 & x=3 S, (2,6712,67)

Berechnung des Schwerpunkts S, als Schnittpunkt

der Geraden h; = DQ, und h, = FP:

Fur hy = DQ, gilt: hy:x=4

mep = %382 =33 20,92

0=8-(-0,92) +trp & tmp=7,36
h,:y=-0,92x+7,36

y=-0,92-4+7,36=3,68 S, (413,68)

Berechnung des Tragergraphen der Dreiecksschwerpunkte: t; =S,S,:
m = 3.68-2,67 _ 76
$1S  4-2,67
3,68=076-4+tg o © tgs =0,64 ty:y =0,76x + 0,64

Bei Q,: u(0) = 27,31cm
Bei Q,: u(-1,8) = 26,73cm
Bei Q;: u(-3,8) = 27,3cm

Zur Berechnung des minimalen Umfangs sind die Ldngen der Strecken
0Q und PQ zu berechnen (hier nur die MaRzahlen) und fiir den entste-
henden Term das Minimum zu ermitteln.

u(x) = [OPl +10Ql + IPQl
=8+\x2+g(®2+V(8-x2+g(x)?2
=8+Vx2+(0,75x+8)2 +{(8-x2+ (0,75x + 8)2
=8+11,5625x2 + 12x + 64 +11,5625x% — 4x + 128

Umfang fiirx =-1,8

u(-1,8) = 8+15,0625-21,6 + 64 +15,0625 + 7,2 + 128

=8+6,9+11,8=26,7
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Die Parabel p wird um O mit oo = 180° auf p' gedreht.
Die Schnittpunkte von p und p' ergeben die Punkte P und Q.

pl:[;']=[01 —%]Q[—x2+éx+3]=[x2—2§<—3J
X'=x&x=-x
y'=x2-2x-3=(x")2-2-(=x)-3
=x2+2x'-3 piy=x2+2x-3
Schnittpunkte von p und p':
X2 +2Xx+3=x2+2x-3
6=2x2¢<3=x?
X =%V35y,, =£2V3 P(1,7313,46)
Q(-1,731-3,46)

e Schritt 1: Die Parabel p wird um M (410) gedreht und ausgehend von M mit k = 2 gestreckt,
man erhalt mit dem Zwischenschritt iber p* die Parabel p'.

Schritt 2: Die Parabeln p und p' werden geschnitten, man erhdlt die Schnittpunkte S, und S,,.
Schritt 3: Die Geraden MS, und MS,, schneiden die Parabeln in den gesuchten Punktepaaren
P,(218) und Q, (81-16) sowie P, (610) und Q, (010).

Schritt 1: Schritt 2: Schritt 3:

Abbildung von p auf p':
o 5)-[(2 Sol(Sriee amiewolloc ol ]el4)
(5 9ells Selszilels
=[5 elocilleld)=(mrzelelt)= )
X'=-2x+12 < x=-0,5x"+6

y'=-12x+2x?> =-12 - (-0,5x' + 6) + 2 - (-0,5x' + 6)?
=6x'—72+2-(0,25x'2 - 6x' + 36) = 0,5x'2 — 6X' p':y = 0,5x2 — 6x

- J
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Ermittlung der Schnittpunkte von p und p':

6x—x2=-6x+0,5x2 & 0=-12x+1,5x2 @ 0=x2-8x < 0=x-(x-9)

X, =0;x,=8undy, =0;y,=-16 S,(010); S,(81-16)

Schnittpunkte der Geraden MS,: y = 0 und MS,: y = —4x + 16 mit der Parabel p liefert:
P,(218); Q, (81-16)
P,(610); Q,(010)

| K1 ) | o Friederike hat nicht Recht. Wiirde man eine Normalparabel um 270° drehen, dann wire die Parabel
nach rechts bzw nach links gedffnet. Damit wiirde es fiir jedes x # 0 zwei zugeordnete Werte geben,
k was der Definition einer Parabel widerspricht.
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KX ) 1 a) bisc)

c* 4 C
o
s
ad
51
B 2T B
A 1T A
—— e
—7—6—5—4—3—2—1_101234567x
A
B! b
5
4
e
c T
o s [i2)=[3 Jo[2)-[F)= a2
o [i)-[3 Yoli-[ oo
e (i)-(3 9)ole)-[e)~creste
a w:(i)-(o 8Jof)- ()= x iy
5:(13)-[3 8)o(Z) (2= 712
|

2
1, Xc! 1 0 -6 -6 1
c:fi)-[a 2Jofd)-L)~ s
d) Um das Dreieck ABC direkt auf das Dreieck A'B'C' abzubilden, gibt es zwei Mdglichkeiten. Es han-

delt sich entweder um eine Drehung um 180° um den Ursprung, also um eine Punktspiegelung am
Ursprung:

[x'] _ [cos 180° -sin 180°] ° [x] _ [—l 0 ] o [x] _ [—x}
y'J "~ (sin180° c0s180°) ~ly) L0 1) (y) ™ [y

Oder es liegt eine zentrische Streckung mit k = -1 und Streckungszentrum O (010) vor:

B (0lyg) wird durch Drehung um M (213) mit
o = 180° auf A (x,10) abgebildet.

w3)=[5 Selly)e(G)leC)
gl Y P By

Xy =14 = A(410)
O=-yg+6=>y,=6 =B(0l6)

@ 3 Die Gerade g wird durch eine Parallelverschiebung mit dem Vektor v = [ﬂ in den Ursprung verschoben,
da der Punkt P (-11-1) auf der Geraden g liegt, —(-1) -2 = -1.

Wird die Gerade nun verschoben, so erhalt man fiir P'e g' den Ursprung: [:ﬂ@[i] = [g] = P'(010)
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K5 ) 4 a) undb)

-6 T

B,
a) V=) A (4,511 B'(1,51-6); C'(-0,512)

b) Fiirg=A'B" gilt: m,.q. =ﬁ_}‘75=%z—1,17

A(451)eg=1= [—%}- (4,5 +tyg = tyg =425 gy=-Lx-425

Firh = A'C' gilt: my . = 5275 = 4 = 0,25
A'(-4,511) eh=1=0,25- (4,5 +tyo =ty =2,125 h:y=0,25x+2,125

Die Gerade g = A'B' wird mit oo = 270° um P' (010) auf g' gedreht, daraufhin wird g' mit h ge-
schnitten.

g:[)=(5 iJe {_gx—x 4,25] )

X' =—Lx-4,25 = x=-5x"-%. 4,25

y'=—x=%x'+25—7’5:0,86x'+3,64 g':y=%x+257’5

AV
X 4,25

X

Q' wird bestimmt als Schnittpunkt von h und g':
0,86x + 3,64 = 0,25x + 2,125 & x = -2,48

Q' (-2,4810,25 - (~2,48) +2,125)) Q' (-2,511,5)
R [C] = [(1) —01]6[—12’,55] =[:;Z§] R'(-1,51-2,5)

c) Dadie Parallelverschiebung von P'Q'R' auf PQR winkel- und ldngentreu ist, ist das Dreieck PQR
in ABC so einbeschrieben wie das Dreieck P'Q'R" in A'B'C' einbeschrieben ist.

P (3= () ()=%) P(5,515)
o i]=(e)e )= (22) QG.016,5)
R:(1)=(5a)e )= (52) R(4,012,5)
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(K5 ) 5 g\ vA a) V=[1}z*010);A*31-2); B* (11-4)
34
74 S LX) (25 0] (x). pr
vl b) P[] =% o[} P @sxi25y)
A A, Z'(0l0); A'(7,51-5); B' (2,51-10)
r=7
) N A A A A ) W=[‘1];Z"(—1|3);A"(6,5|—z);B"(1,5|—7)
2 -1 N 283 4 5 6 T X 3
B\\ A d) Es handelt sich um eine zentrische Streckung aus-
=27 A\*‘\\ 1Y gehend vom Punkt Z (-113) mit dem Faktor k = 2,5.
S8 X" _[(25 0 (1 ~1) _(2,5x+1,5
5 S [y] - [[ 0 2,5]9[[\/]@[—3]”@[3]_ [2,5y—4,5]
4T pat NS -
B*Y Fiir eine Fixgerade muss gelten: Ze g,d.h.:—-m+b = 3.
ST Al Alle Geraden mit der Eigenschaft b — m = 3 sind Fixge-
6+ raden, insbesondere ist die Gerade OZ = g: y = -3x
B eine Fixgerade.
71 1\“
g+
T ““‘:\
~10T g

6 Damit das Rechteck einbeschrieben ist, muss jeder Punkt des Rechtecks auf einer der Dreiecksseiten
liegen, insbesondere gilt~ D (xp10), E(xc10), F(xclyp), G (xglyg).
Firg=ACgilt: m,. = 4— 1 A1l0)eg =0=1+t,. =t,=-1 gy=x-1
Fur h = BC gilt: mg. = Z —=-"1 BZIO)eh =20=-7+tg. >ty =7 h:y=—x+7
Firr G (xg x5 —1) € g und F (x| —x; + 7) € h gilt:
Xg—1=—X:+7und 2 -[GFl = DG
Mit [GFl = x. —x und DGl = x; — 1 gilt:
2-1GFl = DGl = 2+ (x;—xg) =xg -1 <:>%XF+%=XG
Mit g (xg) und h (x) gilt:

ow

%XF+%—1 =-Xg+7 C)%XF 233 & 5x. =23 Xp=4,6
Xg=2-4,6+3=221-102_3, Xg = 3,4
D@3,410) und G (3,413,4 - 1) =G(3,412,4) IDGl = 2,4 LE
E(4,610) und F(4,61-4,6 +7) =F(4,612,4) IDEl = 1,2 LE IDGI = 2 - IDEI
(K2 ) 7 a) fiy={2ps+ 1mitD =R\ {-4}W=R\{1}

Asymptoten: x=—4undy =1
b) |x 7| 6| 5| 4| 3| 2]-1]0

fx) | 1,09 | 1,31 | 3,5 - | -1,5]069 | 0,91 | 0,96
Q) 0= +lo-K+4>=-25cx+4~136 X =-2,64
d f.:x:=—10® X _ X

-6 Dol g

X XS X=X

| 1 2,5

y = (X+4)3+1 (X+4)3+1_(X 4)3+1 f:y=m+1
e) f‘l:x=W+1<:>(y+4)3—_ =y= \/ -4 f‘l:y=3\/;2_—’2—4
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Kapitel 6 6.8 Vermischte Aufgaben

a) Ermittlungvon C, und D, als Drehungvon A; bzw. B, an M um 180°:

cil;)=[3 9Jo[%)-[3) cice10
o:})-(3 2Je)-(2) 0,310
b) Umfang:u=4-d, 5 =4-V(4-(-6)?+(B-8)?LE~4- 11,18 LE u= 44,72 LE

IACl=V(-8-8)2+(6+6)? LE=20LE
IB,D,l =V(B3+3)2+ (4 +4)2LE=10LE

Flacheninhalt: A= 3+ [A,C/| - IB,D,| =3 - 20 LE- 10 LE = 100 FE A =100 FE
InnenwinkelmaBe:tan%=:ii——m:=f‘0—'ﬁ=0,5 o, =53,13° =1,

B, =126,87°=3,
) Esgilt: C;(-816) € g:y=-2x-10,da 6 =-2 - (-8) — 10 wahrist.
Mit |A,C,l = 20 LE und [B,D, | = 10 LE erfiillt A;B,C, D, die Eigenschaft A C.|=2-IB D |.
Damit gehort A B,C,D, zur Rautenschar A B C D,.

d) DaC e g:y=-2x-10gilt, ist g der Trdgergraph der Punkte C,. g:y=-2x-10
Der Tragergraph der Punkte A ist die um M mit 180° gedrehte Gerade g':

g" [ﬂ = [_ol —OJ © [—2xx— 10] - [2x_+X10]

X'==xox=-=x'undy' =2x+10=-2x"+10 ghy=-2x+10
Der Trdgergraph h der Punkte B steht senkrecht auf g mit m, = -2 und esgilt B, € h.
mh=—mig=—%=o,5

MitB, e hgilt: 4=0,5-3+t, =t =25 h:y=0,5x+2,5

Der Tragergraph h' der Punkte D, steht ebenfalls senkrecht auf g und es gilt D, € h'.
m,.=m, =0,5
Mit D, € h' gilt: =4 =0,5- (-3) +t,, = t,, =-2,5 h'ty=0,5x-2,5
e) Die Koordinaten der jeweiligen Punkte lassen sich anhand der Tragergraphen ablesen.
A, xI-2x+10); B, (x10,5x + 2,5); C, (x|-2x-10); D (x10,5x - 2,5)
A, (xI-2x+10); B, (x-510,5x); C, (=xI2x~10); D, (=x + 51-0,5x)
IA Cl=V(x=x2+[2x- 10— (-2x+ 10))? LE = 2 - \/5x — 40x + 100 LE
[B,D,]=0,5-IA C,| =V5x2—40x + 100 LE
f) AW=0,5-IAC/|-BD|=05-2-1B,D,-BD,=IBD,I?>=(5x>-40x + 100) FE
g) A(x) quadratisch ergénzt ergibt: A(X) = (5 - (x—4)2 + 20) FE
A (x) ist minimal fiir x = 4 mit A; (412); B; (-112); C; (=41-2); D5 (11-2) und A (4) = 20 FE.

56  Schulbuchseite xxx



6.8 Vermischte Aufgaben Kapitel 6

B ist Scheitelpunkt von p: y = -0,5x? + 2x + 6:

p:y=-0,5-(x-2)2+8 =BQ18)

Die Bildparabel p' entsteht aus der Drehung von p um M (113) mit o = 180°. Die Schnittpunkte der
Urbildparabel p und der Bildparabel p' ergeben die Eckpunkte A und C des Parallelogramms.

0 Vi ) IR PR 5| 1
= [[_01 —Ol]® [—0,5X);:-12X + 3” @ [;]
- [O,Sx_zszi - 3] ® B] - [0,;§2+—22x]
X'==xX+2 & x=-x"+2
y'=0,5-(x"+2)2-2-(x'"+2)=0,5x2-2x'+2 +2x' =4 =0,5x'2 -2 p':y=0,5x2-2
Schnittpunkte von p und p':

-0,5x2+2Xx+6=0,5x2-2 & x2-2x-8=0 & (x+2)-x-4)=0 =X =-2%,=4
p'(-2)=0,5-(-2)2-2=0 = C(-210)
p'(4)=0,5-42-2=6 = A4l6)

D ist Bildpunkt von B (218) bei der Drehung um M mit oc = 180°:

X _[~2+2)_ 0 (o0 B
D'[y']_[p'@)]_[0,5-4—4]_[—2] =D(01-2)
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Kapitel 6 6.10 Das kann ich!

LAufgaben zur Einzelarbeit l

| KX ) 1 Eshandelt sich jeweils um eine Parallelverschiebung von P auf P' mit dem Vektor V.

D P (5)=Jel15)= (s

B 23] =)ol s)-(74)
x'=V3+2=3,73und0=y-\V5y=\5

2 r5g-Clel)- (i)
1,85=3+v, v, =-1,15und3Y/5 =y +\/5 <y =25

f' 2%3-1 log, (x+1) -2 y=57-15

D 1:(5)=[ e 3)=[x12 )

f
X'=x+2ex=x'-2undy' =2x"1-1=2¢3-1

b) f': [;] = [lo; x] ® [:;] = [10;3;1— 2]

x-1lox=x"+1lundy' =log, (x'+1) -2

ol * et

X'=x-2 undy=x.1_1—1,5=%—1,5
D =R\ {3}; We=R\{-1,5}; D, =R\ {1}; W;. =R\ {-1,5}
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6.10 Das kann ich!

Kapitel 6

4  Es handelt sich jeweils um eine zentrische Streckung von P auf P' mit dem Zentrum Z (010) und dem

Streckungsfaktor k.
W) As(0)= (5 ol =72 B A: (=[5 Jeli]=(%) o Ai[5)=[% gsleld=(%)
A'(2,517,5) A'(5,616); A(2,813) A'(0,512)
y A y A y A
7T A 7T 7
6 6 n 6
5 5 51
4 st L A
3 A 3T A 3
2 2 2
1 1 17
ofjz . oy/z, 0jz _
23 % o 3

a) talnoc=1 = q=§5°;20c=90°
()= Srser oestelol;)=(2 Glel)=1Y
b) tana=-1 = o= —4§°; 200 =-90°
(=[5m0 escoomlely)=(5 3Jel)=()
— — O°. —0°
9 t)?'n:x cos(,)0°:>sig0° ° ,)(206_ 1O 0 x]_[x
[y'] - [sin 0° —cos 0°] © [y] - [O —1] © [y] - [—y]

Es handelt sich um Spiegelungen mit besonderen Geraden als Spiegelachse.

a) x-Achse Matrix[é _OJ [é _Ol]e[ﬂ A'(31-1)
b) w,, matrix[2 2] [0 e[ B'(11-2)
) Wiy Matrix[_o1 _01] [_01 _Ol]@[;‘] C'(31-4)
d) y-Achse Matrix['o1 ﬂ [_ol (1)]@[:;] D'(11-3)
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Kapitel 6 6.10 Das kann ich!

(KX ) 7 a)tana=3 = o=71,565% 20 =143,13°

X _(cos143,13° sin143,13°) (2,5]_ (0,8 0,6] [2,5]_ (0,5 ”
[y']_[sin143,13° —c05143,13°]®[2,5]_[0,6 o,s]@[z,s]_[3,5] A'(0,513,5)

b) tana=0,5 = o =26,57°% 20. = 53,14°

[a] _ [cos 53,14° sin53,14° ] [x]

3) 7 (sin53,14° -co0s53,14°) " ly

4)_(0,6 0,8) _(x]_[0,6x+0,8y

[3] = [o,s —0,6] © [y] = [O,Bx— O,6y]

I: 4=O,6x+0,8y=>x=%—%y

Linll

I: 3=o,8x—o,6y%3=o,8-[23—°—§y]—0,6y@y=1,4

Ninl: x=2-%-1,4=48 A(4,811,4)
¢) tana=2 = o =63,43° 20 = 126,86°

[1,2]_[c05126,86° sin126,86° ]@[ X ]_[—0,6 0,8]9[ X ]_[—0,6x+0,4]
y' J 7 sin126,86° -co0s126,86°) ~0,5) ~ (0,8 0,6) 10,5/ L 0,8x+0,3

I 1,2=-0,6x+0,4=x=-%
I: y'=0,8x+0,3

linll: y'=0,8- [—%] +03 6y =-0,77 A(-1,3310,5); A' (1,21-0,77)

| KX > 8 Die Parabel p: y = x? +7 ist symmetrisch zur y-Achse: p (X) = p (-X).
Die Gleichung der an der y-Achse gespiegelten Parabel stimmt mit der Gleichung von p {iberein:
p=p:y=x2+7

(kx> 9 a) R;] [cos45° _sin45°]O[x]=[O,7l —o,71] G[x]=[0,71x—0,71y]

sin45°  cos45° y 0,71 0,71 y 0,71x+ 0,71y

) ()= (S iaen cortaren Ol =[0 Gar)oly)=[oam o)
9 ()= o= (2 e l)=17)

Es handelt sich um eine Drehung um Z (010) mit o = 60°.

i, [x'] _ [cos60° —sin60° 2,4
A [y'] - [sin 60° cos 60°] © [2,2]

_[0,5 —0,87] 6[2,4]
~ 10,87 0,5 2,2

-(35)
13,2

-1 117273 x A(0,713,2)

| KX ) 11 a) Die Gleichung zu f' lisst sich liber die Drehmatrix berechnen.
i [x") _ [cos90° -sin90° x]_[0 -1 x| _[x
f [y] - [sin 90° cos90°]®[—x] - [1 O]Q[—x] - [x]
x'=xundy'=x' flry=x
Alternativ lasst sich die Gleichung zu f' als Senkrechte zu f ermitteln mit m¢=-1und 0 (010) € f'.
b) Die Gleichung zu f' ldsst sich iiber die Drehmatrix berechnen.
v [x"] _[cos180° -sin180° x |_[-1 0 x |_[ —x
f [y] - [sin180° c05180°]®[2x+ 1] - [ 0 —1]9[2“1] - [—2x—1]
X'==xox==x'undy'=-2x-1=2x"-1 flry=2x-1
In beiden Féllen kann man natdirlich auch zwei Punkte, die auf dem Graphen von f liegen, drehen und
anschlieBend eine neue Geradengleichung bestimmen.

| KX » 12 Eshandelt sich um die Verkniipfung einer Drehung und einer zentrischen Streckung.
()= Solen ame)olll =[5 ellas ool
N [165 1(,)5]9[_31,'2641 ] N [_428462 ] P(-2,4214,86)
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6.10 Das kann ich! Kapitel 6

| KX ) 13 Benjamin hat Recht. Fiir eine Drehung darf die Drehmatrix nur verwendet werden, wenn um 0 (010)
gedreht wird. Die Drehung um Z (1] 1) ist moglich mittels der Verkniipfung der Parallelverschiebung
von lel [1) auf Z*(010) mit v = [:ﬂ, der Drehung um Z* (010) mit o und der Parallelverschiebung mit
w=||

1

[5)=[(cese o[ e (2] o2
| KX » 14 Skizze:

3
4—X+3
MACH[% 5 ]= (0,5x1-3x +3,5)
X'=0,5x < x=2x'
y'= —%x +3,5= —% -2x'+3,5= —%x' +3,5 tac, iy = —%x +3,5
3
0—-7x+3
MBCH[O;X L ]=(0,5x|—%x+1,5)

X' =0,5x < x=2x'

Y =-2x+1,5=-2-2x+1,5=-3x"+1,5 tae 1y =—3x+1,5

15 Das ist falsch. Die durch Z (010) verlaufende Gerade f: y = 10x ist eine Fixgerade, es gilt: f=f’: y = 10x.

8

LAufgaben fiir Lernpartner l

K1/6 ) A Dasist falsch. Gegenbeispiel mit g: y =xund v = E]
51 (5] =)= ()
y' X 1 x+1
X'=x+leox=x'-1lundy=x+1=Kx-1)+1=x'
Fixgeradeg=g":y =x

K1/6 B Dasistrichtig.

Ki/6 ) C Dasist falsch. Die Spiegelung an der Winkelhalbierenden des I. und Ill. Quadranten ist [(1) (1)]

Die Matrix [_01 _(;‘J stellt die Spiegelung an der Winkelhalbierenden des Il. und IV. Quadranten dar.

K1/6 D Dasist falsch. Das Drehzentrum O (010) bildet fiir alle o € [0°; 360°[ einen Fixpunkt. AuBerdem sind fiir
o, = 0° alle Punkte Fixpunkte.

K1/6 E Dasistrichtig.

-

K1/6 Das ist falsch. Es ist zwar richtig, dass die Punkte, die einen gemeinsamen geometrischen Ort bilden,
nach der Abbildung wiederum einen gemeinsamen geometrischen Ort bilden. Es ist aber nicht korrekt,
dass diese Punkte nach der Abbildung den ,,gleichen“ gemeinsamen geometrischen Ort bilden.

Als Gegenbeispiel betrachte man eine Gerade und eine Vierteldrehung als Abbildung. Die Bildgerade

steht senkrecht zur urspriinglichen Geraden, ist also nicht ,,der gleiche gemeinsame Ort*“.
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Kapitel 6 6.11 Mathe mit Képfchen

LAbbildungen mit Matrizen darstellen 1
!

WO v ] e[ off off o]  o[F] of] w[

| KX ) 2 Lésungsmoglichkeit:

Die Matrix [_02 (2)] ist keine Drehmatrix, da bei Drehmatrizen die Eintrédge ... aus Sinus- und Kosinus-

coso. —sino

werten gemas der Matrix[sina coso.

Jbestehen. Sinus und Kosinus kdnnen jedoch nur Werte zwischen
-1 und 1 annehmen.

(KX > 3 a) 90° b) 180°  ¢) 60° d) 30°

KX ) 4 a) Drehungum den Ursprung um 0° oder Vielfache von 360° (Identitt)
b) Spiegelunganw,,, (y =x)
¢) Drehung um den Ursprung um 90°
d) Spiegelung an der Geradeny =tan30°-x =
e) Drehung um den Ursprung um 60°
f) Spiegelung an der Geradeny =tan22,5°-x = 0,41 - x

X

E]
3

| KX > 5 a) Drehungum den Ursprung um 30° mit anschlieBender Parallelverschiebung um den Vektor v = [_28]
b) Spiegelung an der Geraden y = tan 50° - x mit anschlieBender zentrischer Streckung mit dem Faktor

k=2,5
c) Spiegelung an der x-Achse mit anschlieBender zentrischer Streckung mit dem Faktor k = 2

LAbbildungen im Koordinatensystem darstellen 1
|

| KX > 6 a) Parallelverschiebung mit dem Vektor v = [:;] mit anschlieBender Drehung um den Ursprung
um 120°

b) Zentrische Streckung mit dem Faktor k = =2 mit anschlieBender Spiegelung an der x-Achse

| KX > 7 a) DasDreieck ABC wird abgebildet auf das Dreieck A'B'C"' durch die Nacheinanderausfiihrung von
zwei Spiegelungen. Die erste Spiegelung erfolgt an der Geraden g, die zweite Spiegelung an der
Geraden h.

b) Das Dreieck ABC wird abgebildet auf das Dreieck A'B'C' durch eine Parallelverschiebung ,,nach
rechts“ um 12 Kéastchen.
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