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Vorwort .

Liebe Lehrerinnen und Lehrer,

zum Schuljahr 2023/24 bieten wir Ihnen eine Hamburg-Ausgabe unseres bewahrten Lehr-
werks mathe.delta fUr die gymnasiale Oberstufe an. Mit mathe.delta Studienstufe Hamburg
unterrichten Sie exakt nach den Vorgaben und Intentionen des neuen Bildungsplans.
Dariber hinaus wurden die 2020 von der Kultusministerkonferenz verabschiedeten,
bundesweit geltenden Bildungsstandards fiir die allgemeine Hochschulreife berlcksichtigt.
So wird ein motivierender und fundierter Mathematikunterricht gewahrleistet, der pass-
genau auf die Abiturprifung vorbereitet.

Selbstverstandlich bieten wir Ihnen auch volle Unterstlitzung Uber das Schulbuch hinaus:
Unser digitales Lehrermaterial click & teach unterstiitzt Sie optimal bei der Gestaltung
des Unterrichts und bietet zahlreiche Zusatzmaterialien wie Losungen, Arbeitsblatter,
Erklarfilme und vieles mehr.

Wenn Sie mehr Uber mathe.delta — Hamburg erfahren mochten, kontaktieren Sie mich!
Ich berate Sie gern.

Ihr Schulberater fiir Hamburg
Dr. Matthias Lentz

Mobil: 0171 6012386
E-Mail: lentz@ccbuchner.de




Studienstufe
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mathe.delta Studienstufe Hamburg

Herausgegeben von Axel Goy.
Bearbeitet von Benjamin Castillo-Schulz, Axel Goy, Dominik Hilbert, Christoph Hempfer,
Romy Hempfer, Catrin Koninger und Tobias Sildatke unter Mitwirkung von Veli Akyildiz.

mathe.delta Studienstufe Hamburg ist auf die Mathematik-Studienstufe zugeschnitten
und ermdglicht eine passgenaue Vorbereitung auf die Abiturprifung. Hierflr wurde flr
mathe.delta Studienstufe Hamburg ein neues Konzept entwickelt, das eine Fiille gangiger
Prifungsfragen stellt, die Operatoren schult und an mehreren Stellen und durch unter-
schiedliche konzeptionelle Elemente die Abiturprifung simuliert.

Jedes Kapitel ist in mehrere Untereinheiten gegliedert und enthalt eine Reihe verschiedener,
aber in jedem Kapitel immer gleicher Seitentypen, die Sie als Lehrkraft bei Ihrem Unterricht
mit mathe.delta Studienstufe Hamburg unterstitzen. Die Ausflihrungen ab Seite 6
erlautern die didaktischen Intentionen der einzelnen Strukturelemente.



Das Lehrwerk auf einen Blick

Mit mathe.delta Studienstufe Hamburg arbeiten Sie und lhre
Klasse digital:

Fur Schiilerinnen und Schiiler:
Digitales Schulbuch click & study

Das digitale Schulbuch click & study bietet Ihren Schilerinnen
und Schilern die vollstandige digitale Ausgabe von mathe.delta
Studienstufe Hamburg, einen modernen Reader mit zahlreichen
nutzlichen Bearbeitungswerkzeugen sowie einen direkten
Zugriff auf Links und Zusatzmaterialien, die im gedruckten
Schulbuch Uber Mediencodes zuganglich sind.

Fir Lehrerinnen und Lehrer:
Digitales Lehrermaterial click & teach

Fur eine schnelle und unkomplizierte Unterrichtsvorbereitung
bieten wir mit click & teach ein digitales Lehrermaterial an.
Enthalten sind neben samtlichen Losungen der Aufgaben
weitere Zusatzmaterialien wie Arbeitsblatter oder Erklarfilme.

WELES informationen Z:en
unseren digitalen Angebo

p den
Seiten 62-69 '

click & teach-Demo

ISBN 978-3-661- Aktionspriifpreis | Lieferbarkeit

mathe.delta Studienstufe Hamburg 63025-0 ca.35-€ | 15— €* 3. Quartal 2023

click & teach Studienstufe

and Einzellizenz . WEB 630271 ca. 36,50 € | Ladenpreis 3 Quartal 2023
Digitales Lehrermaterial

(Digitaler Freischaltcode)

Stand Marz 2023. Anderungen und Irrtiimer vorbehalten.

* Dieses Angebot gilt nur fur Einzelbestellungen (keine Klassenséatze) und nur, wenn Sie Mathematik fiir die Studienstufe in Hamburg
unterrichten. Gliltig bis 30.06.2023.

Erscheint auch als digitale Ausgabe click & study.

% Nur erhaltlich auf www.ccbuchner.de. Weitere Lizenzformen des digitalen Lehrermaterials click & teach finden Sie ebenfalls
auf unserer Webseite. Eine Bestellung von click & teach ist ausschlieSlich dort mdglich. Damit Sie schnell mit dem digitalen
Lehrermaterial arbeiten kdnnen, erscheint click & teach frihestmdglich mit einem Teil der Materialien und wird sukzessive
erganzt. Um mit der aktuellsten click & teach-Version arbeiten konnen, ist ein regelmaliges Update erforderlich.



Auftaktdoppelseiten und Startklar

Auf der Auftaktdoppelseite wird der dem Kapitel zugrunde liegende Leitgedanke vorgestellt
und aufgezeigt, was in den einzelnen Unterkapiteln thematisiert wird und gelernt werden kann.

Einstieg und

Ausblick

Roter Faden e
durch das Kapitel ke

Vorstellung de

wesentlichen

Inhalte

und Flachenberechnung:
Integralrechnung

Einstieg

In diesem Kapitel beschaftigen wir uns mit Fragen wie dieser: Mithilfe einer Fit-
ness-App st es maglich, die momentane Geschwindigkeit wéhrend eines Lauftrai-
nings aufzuzeichnen. Kann man damit auf die zuriickgelegte Strecke schlieBen?
Wir fragen also, ob wir aus der (Geschwindigkeit) den i
Bestand (den zuriickgelegten Weg) berechnen kénnen.

In einem zweiten Schritt bestimmen
wir die Funktion des zuriickgelegten
Wegs s (1) rechnerisch aus der durch

die App vorgegebenen Funktion des
Geschwindigkeitsverlaufs.

In einem ersten Schritt werden wir
den zuriickgelegten Weg anhand

eines Geschwindigkeitsverlaufs aus
der App bestimmen.

Am Ende des ersten Unterkapi- Am Ende des zweiten

tels knnen Sie Besténde geo- Unterkapitels kannen Sie
‘metrisch aus einer graphisch | eine Bestandsfunktion aus
vorliegenden Anderung konst- der Funktion einer Ande-

fuieren, indem Sie den Bestand e ey
indem Sie die Stamm-

als Flache unter einer Kurve
interpretieren.

funktion berechnen.

In einem fiinften und sechsten
Schritt berechnen wir Flacheninhalte
werden wir den gelegten Weg unter Funktionsgraphen und deuten
G sie je nach Sachzusammenhang als
Bestand.

In einem dritten und vierten Schritt

In den Unterkapiteln 5
und 6 wenden Sie das
erworbene Wissen an,
um Flachen zu berechnen
und Bestinde in Realsitu-

ationen zu rekonstruieren.

mit dem Integral

nung Integrale berechnen.

— . - —
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Das Ergebnis habe ich schon, jetzt brauche ich nur noch den Weg, der zu
ihm fihrt. (Carl Friedrich GauB, 1777-1855)

i ein i kann, je nach Art
der Aufgabs Manchmal ist twendig, die i
2u dndern und ein Problem z.8. durch Riickwartsarbeiten anzugehen.
Dieses, Denken und Losen von hinten* ist ein wichtiges mathematisches
Prinzip, mit dem wir uns in diesem Kapitel beschaftigen.

Impuls zum
Kapitel

Ausblick

Die Idee des Riickwartsdenkens wird Ihnen in diesem Kapitel immer wieder begeg-
nen, 2.B. bei der graphischen Ermittlung von Bestinden aus gegebenen Anderungs-
raten oder beim Bestimmen von Stammfunktionen. Dabei kehren wir unsere
bisherige Denkweise um und schlieBen von der gegebenen Anderungsrate auf den
Bestand einer Grofe.
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In Startklar konnen die Schilerinnen und Schiiler wesentliche Inhalte der vergangenen Schul-
jahre wiederholen. Dieser intensiven Wiederholung liegt die Idee zugrunde, dass Vorwissen
ein wesentlicher Faktor fir Leistung ist und dass Kompetenzen aus vergangenen Schuljahren
gerade in einem hierarchisch aufgebauten Fach wie Mathematik besonders wichtig sind.

- 6 W Ich kann schon ...

Ebenengleichungen bestimmen

Eine Ebene k mit einem Stitz- und zwei
oder durch eine Koordinatengleichung beschrieben werden.

Beispiel: U eine Parametergleichung der Ebene E zu bestimmen, die die Punkte A(1]2]3),
B(5/1/6) und C(~3|-2|4) enthalt, wahlen wir als Stiitzvektor z.B. den Ortsvektor von A und

o -4
als Spannvektoren die Vektoren AB und AC: E: x = [ 2 | +r (4) +5 <74)v

3 1
Die Koordinatengleichung bestimmen wir, indem wir die drei Punkte in ax, + b, + cx; = d

einsetzen und das entstehende LGS l6sen. Wir erhalten E: 11x, - 16x, - 20x; = -81.

Die gegenseitige Lage von Geraden und Ebenen untersuchen

Fiir Geraden g: X = p +r+u und h: X = q +5-V gibtes folgende Falle:
1 U undV sind kollinear: U = t-v.
= gund hsind parallel: Der Punkt P liegt nicht auf h.
= gund hsind identisch: Die Punkte P und Q liegen auf g und h.
2 U undV sind nicht kollinear: Schnittpunktansatz: p +r-0 = +5-V
= gund h schneiden sich: Es gibt r und s, sodass der Ansatz erfilt st.
= gund hsind windschief: Es gibt kein r und s, sodass der Ansatz erfillt it.
Mégliche Lagebeziehungen zwischen einer Geraden g und einer Ebene E:
= gschneidet E:g und E haben genau einen gemeinsamen Punkt.
= gist echt parallel zu E: g und E haben keinen gemeinsamen Punkt.
= gliegtin E: g und E haben unendlich viele gemeinsame Punkte.
9 Bg
2K 2 &
S w
Filr eine Gerade : X = (p) +t (u,) und eine Ebene E: ax,+bx + cx, = d gilt:
P us
Besitzt die Gleichung a (py + t-u) + b (py + t-u) 4 C(py +t-u) = d ..
= genau eine Losung, so schneiden sich g und E.
= keine Losung, so sind g und E parallel.
= unendiich viele Losungen, so liegt g i .
Mégliche Lagebeziehungen zwischen zwei Ebenen:
= Sie konnen parallel zueinander iegen, ohne identisch zu sein. %/
= Sie konnen identisch sein. fe]
= Sie konnen sich in einer Schnittgeraden schneiden.
Fiir zwei Ebenen E: X = p +1-U +5-V und
B3 = pr-uf -V gilt: Besitzt die Gleichung ¥ = x* ...
= keine Losung, so sind die Ebenen E und E* parallel.
= eine von rund s unabhangige Losung, so sind die Ebenen E und E* identisch.
= eine von r oder s abhangige Losung, so schneiden sich die Ebenen E und E* in einer Schnitt-
geraden.
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Abstande, Winkel und Lagebeziehungen

Aufgaben 1

[ Bestimmen Sie eine zur Ebene E: -2, + X, + 2x, = 0 parallele Ebene F, die den Punkt
A(1]2]3) enthalt.
Lésung:
Filrdie Ebene F gilt F: ~2% +x, + 2, = d. Durch Einsetzen
der Koordinaten von A erhalten wir d = 6. Somiterhalten wir
die gesuchte Gleichung fiir F: ~2x,+ X, + 2% = 6.

Beispiele und
Aufgaben zur
Sicherung des

Vorwissens

Bestimmen Sie eine Parametergleichung und eine Koordi-
natengleichung der Ebene E, die die Punkte A (0]-33),
B(4]-210) und C(1]118) enthat.

1.2 Bestimmen Sie die Gleichung der Ebene E in der Abbildung
mithilfe ihrer Spurpunkte.

) Untersuchen Sie die Lagebeziehung der beiden Ebenen E: x,+x; + 3% = 6 und

2 -2
F: 2% + 2%, - X; = 1 und priifen Sie, ob die Gerade g: X = (1 ) 4t ( 2 ) die Ebene
schneidet. 4

Lésung:

Wir,
X =6-X-3x.

% -3% 6 -1 -3
4040 (o)(r)(u)
% =040+ 0 0 1

X = =1+2+2%

0 1 0
;:(0)+r-(ﬂ>+s‘<1)
Xo= 142642 -1 2 2

Dacin f beiden
anderen Ebene ist, schneiden sich die Ebenen E und F

i Eundgsetzen
von g i die Gleichung von E ein und erhalten: (2~ 20)+(1+20)+3(4+3t) = 6.
DieLosung t = ~1 setzen wir in die Gleichung von g ein und erhalten den Schnittpunkt
Stl-1/1).

~

1 Untersuchen Sie jeweils die Lagebeziehung der Ebenen E und F.
@) E 3%t =1 Fx+36-%=5
b) E: X+ % 4% = 6; F: 2+ 2%+ 2% = 1

Losungen der

Aufgaben im
a5=(3) s (o)r=(2) (}) Anhang

2.2 Untersuchen Sie die Lagebeziehung der Geraden g und h.

2 -4 4
2.3 Untersuchen Sie die Lagebeziehung der Ebene E und der Geraden g.

1 3
E3%-2%+5%=21;g:X = (3)”-(71)
1 5
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rkapitel: Entdecken, Verstehen und Aufgaben

Jedes Unterkapitel beginnt mit einer einflihrenden Doppelseite, an deren Beginn unter
Entdecken eine Einstiegsaufgabe steht, und auf der anschlieRend unter Verstehen (ankniipfend
an die Einstiegsaufgabe) das Wesentliche langsam und ausfihrlich erkldrend entwickelt wird.

7 / 7.2 Von Tabellen zum Rechnen mit Matrizen

Lineare Algebra

Ein Backer betreibt drei Filialen F,, F, und Fs. Diese werden taglich von der Backzentrale u.a.

®),L ick (L), Croissants (C) und beliefert. Die ein-
zelnen Stiickzahlen fiir Montag, Dienstag und Mittwoch hat der Backer in Bestellmatrizen
zusammengestellt:

Montag Dienstag Mittwoch

B L CV B L C Vv B L C V
(zoo 250 75 so) F (zzo 230 100 40) Fy (mu 300 50 mn) F
150 200 50 30|F, 120 160 75 30|F, 250 200 40 75 |F,
100 300 25 35/F; 250 240 50 50/ Fs 200 250 55 60/ Fs

Fiir Montag werden von Filiale F, also 200 Brtchen, 250 Laugengebéicke, 75 Croissants und

50 Vollkombrote bestellt.

= Was bestellt iliale F, am Dienstag und Filiale F; am Mittwoch?

= Der Backer bezahlt am Mittwoch eine Zwischenrechnung an die Zentrale. Dazu stellt er
eine Matrix mit den von Montag bis Mittwoch auf. Bestimmen Sie diese
Matrix.

g Y
Bestimmen Sie die zugehdrige Gesamtbestellmatrix und geben Sie einen Rechenaus-

druckan, mit dem
Wochen errechnen kann.
= DieEi inzel kwaren i Euro lassen sich darstellen als Preis-
0,20 B
= _[o3ofL
vektor B = | /2| . Bestimmen Sie die Hohe der Rechnung fr jedie der ilalen am
|'m v Montag.

IS Tabellen und Listen tauchen in vielen Kontexten auf. Die Tabelleneintrége sind hiufig Zahlen,

mit denen bei Veréi a g i i -
gefiihrt Matrizen sind
also Tabellen, it denen man rechnen kann. Matizen sin ein Schlsselkonzept der linearen
Algebra, sie spielen aber in vielen Gebieten der Mathematik eine Rolle.

[ Merke

Unter einer Matrix (Plural Matrizen) versteht man eine recht- a o
eckige Anordnung (Tabelle) von Zahlen ay < [; i, j € N. < | an ag -
. Eine mxn-Matrix ist aus m Zeilen und n Spalten aufgebaut. ay ag
Merkwissen g
Addition zweier Matrizen A und B: Ay

tibersichtlich
und kompakt

bn an + by ay + by

+f ! =% :
by Bt + Dot Bpn + D

Multiplikation einer Matrix A mit einer Zah! k & R:

314

ix heiBt quadratisch, i iele Zeilen wie Spalten hat, d.h.wenn m = n
gilt.Ist eine Matrix quadratisch, nennt man die Komponenten, die sich auf der Diagonale von

Verstandnis
links oben nach rechts unten befinden (ar; 2z ... ; 20s), Hauptdiagonale der Matrix.
0,20 B
N durch

Im Einfiihrungsbeispiel sollte mit dem Preisvektor p = 50| ¢ 2uch die Hohe der Rechnung
ol fiihrlich
bestimmt werden. Schauen wir uns exemplarisch die Filiale F, an und berechnen nur die Kos- a u s u r Ic e
s B L v .
ten firden Montagseinkauf,der wie folgt aussieht: )0 o5 7c g H erl e Itu n g
Zur mu: p it der jeweiligen
Anzahl iplizi und alle’ also (in Euro):

K'=0,20-200+0,30-250 +0,50-75 +1,10- 50 = 207,50.

Wir kénnen dies auf allgemeine Vektoren und Matrizen ibertragen und erhalten folgenden

Zusammenhang:

Merke
Das Produkt A - X einer Matrix A mit einem Vektor X wird definiert durch das Skalar- Erklarvideo
produkt der Zeilenvektoren der Matrix M mit dem Vektor . Das Ergebnis ist ein Vektor y : Jor

) )

Wichtig st, dass der Vektor X ebenso viele Eintrage hat wie die Matrix A Spalten besitzt.

Matrizen sind Ihnen z. B. schon im
net. Daher wissen Sie auch, wie man Matrizen in den Taschenrechner eingibt und wie man mit
ihnen rechnen kann:

Erklarvideo

Eingabe der Matrizen A und B Eingabe eines Vektors v
1l Lo @ . W N
231 492 ]
403 153 3
2-A A+B AV
( X
2xA1 04| BB Le 1AV N
462 633 ?
806 556 ?
Gelten fir die Addition von Matrizen di , die fiir die reellen Zahlen gelten? Wir schau-

en uns exemplarisch fiir das Kommutativgesetz die Addition von 2 2-Matrizen A und B an:

ED Y R YR D

SRR R

315

Auf den folgenden Seiten finden Sie ein reichhaltiges Angebot an Ubungsaufgaben. Die Aufgaben
sind durch Farbkategorien nach aufsteigendem Komplexitatsgrad geordnet: Griine Aufgaben
erfordern einfache Rechenoperationen; blaue Aufgaben sind vernetzende Standardaufgaben
und verkniipfen z.B. unterschiedliche Darstellungsformen miteinander. Rote Aufgaben vertiefen
das Erlernte und bewegen sich zuweilen auf erhohtem Anforderungsniveau.

7 / 75 Matrizen und Abbildungen

Lineare Algebra

Aufgaben

e 1 Berechnen Sie die Bildpunke A . C'und D'der Punkte A(210),8(60), C(614) und
L R i 01516 fir eineineare Abbildung,die durchdie Abbildungsmatix M = ()
‘anwenden | as -1
anrene N gegeben ist.

Losung:

-1 0).(2)_ (-2
(o,s 71]'10):‘1

-1 0 »

(II,S -1 '(j) :(_7) X
rechnen Sie mit der Abbil 'M=(’3‘ ’Az)die ip
inkte A(1]2),B(~4(3) und C(2]-3).

Lernen am
Beispiel durch -

o durch V= ) beschrieben.
ge|OSte Aufgaben Wie lauten die Koordinaten des Bildpunktes von P (~1]4)2

Welcher Punkt P wird auf P'(6]3) abgebildet?

00 1 -3
Gegeben ist die Abbildung s (X) = A-X +V mit A = (o 10 ) und V = ( 2 >
10 -05 4

berechnen / a) Bestimmen Sie den Bildpunkt von P(-12|-3). 1 3
I b) Bestimmen Sie die Gleichung der Bildgeraden g'der Geraden g: X = (1>+x»(z).
Lésung: 1

a) Fiirden Ortsvektor OP’ des Bildpunktes P von P gilt

00 1\ [-1\ [-3\ [-3\ [-3\ [-6
01 0 ) (z)+(z): 2 +(z):<4>¢9'(—5/4/4,57
10 -05) \-3/ \a) \os/ \4/) \45
o000 TN\ (1430 [-3 3+t -3 t
b) Q’X':(O 10 ) <z+zr)+(z>:( 242t +(1): 4+zr)
10 -05) \3+¢) \a) \-os+250) \a/ \3s+25t
0 7
(4)(1)
35 25,

L /0 1
Die Gleichung der Bildgeraden lautet g ' = ( 4 ) +t ( 2 )
35 25,
[ a) Bestimmen Sie den Bildpunkt von A(2|-2|-2) bei der Abbildung
= P 120 = (]
sX)=A-x+vmitA=(2 1 0 undv:(A)
321 2

0 -2
b) Bestimmen Sie mit derselben Abbildung die Bildgerade von g: ¥ = (72) +t ( 4 )
-2,

[@ Bestimmen Sie jeweils das Bild der Geraden g unter der Abbildung s.
o gX= () ()X = 9%

-2 -3 4
01 - 4
2 3)X+(-5
-2 1 2

_ (3 AN
b) g:x:(71)+lﬂ(1);$:x‘
-2 -4
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[ Nachgefragt /
= Erlautern Sie, welche Abbildung durch die Einheitsmatrix beschrieben wird.
= Beschreiben Sie am Beispiel der Punkte A(7|~3) und B(~4|2), wie Sie deren Bildpunkte
bei der Spiegelung an der x-Achse bestimmen.
Beschreiben Sie, wie Sie den Punkt P bestimmen, der bei der Spiegelung an der x-Achse auf
den Punkt P'abgebildet wurde.
Erlautern Sie, wie die Abbil i und die Matrix bei dery-Achse
aussehen.

Impulsfragen

zur Zwischen-
reflexion

Gegeben ist das Dreieck PQR mit P(5]3),Q(3|7) und R(-1]5). Ermitteln Sie jeweils die
Koordinaten der Eckpunkte P} Q'und R'des Bilddreiecks bei der ...
a) Verschiebung mit dem Verschiebungsvektor V = (3)
b) Spiegelung an der x-Achse und anschlieBender Spiegelung an der y-Achse.
) Streckung mit dem Streckfaktor k = 0,5 und dem Ursprung als Streckzentrum.
d) Streckung mit dem Streckfaktor k = ~0,5 und dem Punkt P als Streckzentrum.

[EJ Konstruieren Sie jeweils das Bild des Dreiecks ABC mit A(213), B(6]4) und C(4]6) bei
einer Spiegelung an der Achse a und dberprifen Sie Ihr Ergebnis rechnerisch.

a) aistdie x-Achse. b) aistdie xyAchse. ) aistdie Gerade x, = —x,
[ ) Berechnen Sie die Bildpunkte von A (0]2), B(4]3) und C(2]5) mit der (" peispier
(12 | Matrizenmultiplia-
idinosmatrix My = (3 4)’ | tionalsVerkettung
b) Fiihren Sie mit den Bildpunkten aus a) jeweils die Abbildung mit der \gazicuoen i

Matrix M, = ('2‘ _“) durch.

) Durch welche Matrix M; lisst sich die Gesamtabbildung beschreiben?
Wie lasst sich M; aus M, und M, berechnen?

d) Vevvnl\sland\ggn Sie den Satz: 4.
Sinddurch s;:x' = A-X' und s, x = B-X' zwei Abbildungen gegeben, so giltfiir itre
Verkettung in der Reihenfolge ersts, dann s," x' = ...

Lésung:

a sidpunkesvons (1 2)-(9) = (3] =#wule
sidpunkes'vons: (3 2)-(3) = (}9) = ewol29
sidpuneCvonc: (1 2)-(2) = (12) = cazlze

b) sidpunieavons: (5 1)-(3) = (3) = wwlo
sidpuniesvong: (7 1)-(20) = (M) = s04l-0

)[ (71

Bildpunkt C*von C*: (
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Klausurvorbereitung: Grundlagen — Klausuraufgaben — Reflexion

Auf den Seiten zur Klausurvorbereitung finden Sie mehrere, zum jeweiligen Kapitel
passende Aufgaben, die auf schriftliche Klausuren vorbereiten.

- 8 Klausurvorbereitung

Im Folgenden finden Sie keine vollstandigen Klausuren, wohl aber Aufgaben, die zu diesem
Kapitel passen und Teil einer Klausur sein konnten.

Aufgabe 1
N . Berecnen i die Bnomisoefizenten Eroffnet werden die jeweiligen

2 (3) o (z) el Aufgaben durch ein Warm Up

B Bestimmen Sie den Erwartungswertder x| 0 | 1| 2 |
folgenden Wahrscheinlichkeitsverteilung. | p, | 02 | 04 | 04 | m |t ZWGI b | 3 d rel Ba s | sa ufg a be n
C Erstellen Sie eine Tabelle zu der Binomialverteilung mit n = 2 und p = 0,3.
Ein Multiple-Choice-Test enthlt 20 Wissensfragen. Zu jeder Frage gehoren drei Antwor-
ten, von denen jeweils genau eine richtig st. "
a) DerTest gilt als bestanden, wenn mindestens 12 Aufgaben richtig gelost wurden. Wie Muster fur
groB ist die Wahrscheinlichkeit, allein durch Raten genau 12 Aufgaben richtig zu losen?
b) Wie gro ist die Wahrscheinlichkeit, alein durch Raten mindestens 12 Aufgaben richtig b
Klausuraufgaben
<) Begriinden Sie, dass die Anzahl der richtigen Antworten binomialverteilt ist, wenn man
davon ausgeht, dass die Bewerber bei allen Fragen raten. Berechnen Sie Erwartungs-
wert E und Standardabweichung o dieser Verteilung. Welche Werte x, liegen in einer
G-Umgebung um E?
d) Die Verteilung der tatséichlichen Ergebnisse sieht so aus:
‘A"“h“'d‘"g" Obis2 | 3bis5 | 6bis Qbisll‘ 12bis 14 ‘ 15bis17 ‘ 18bis 20 | Summe
Antwortenx,
3 Lo [ o1 o 02 | 03 | 02 | o5 | 1 |
Zeigen Sie, dass sich die o-Umgebung um E dieser Verteilung mit der in c) berechneten
tiberschneidet. Erlautern Sie, was diese Uberschneidung bedeutet.
€) Um die Aussagekraft des Tests zu verbessern, wird der Vorschlag gemacht, zu jeder
Frage eine weitere gl it hi {1 Die Besteh: soll so
gewahlt werden, dass die Wahrscheinlichkeit, durch reines Raten zu bestehen, unter
0,01 liegt. Wie muss diese Grenze gewahlt werden?
Aufgabe 2
N
A Gegeben ist eine Normalverteilung mit 1 = 10.
a) Bestimmen Sie P(4 < X < 10), wenn P(X < 4) = 0,2.
b) Bestimmen Sie P(8 < X < 12), wenn 0 = 2.
B Berechnen Sie tund ichung fiir eine i i mit

n=36undp =05
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- 8 Klausurvorber

d) Arzte fordem aus itlichen Griinden, dass auBerdem auch solche Athleten
ausgeschlossen werden, bei denen sowohl der H-Wert als auch der R-Wert mehr als 1,5
Standardabweichungen nach oben abweicht. Welcher Anteil der Athleten wiirde dann
falschlicherweise ausgeschlossen?

€) Eswird diskutiert, die Grenzwerte so festzulegen, dass die 5% der Athleten mit den

Abgeschlossen werden diese Seiten Pacsen e e 5 o At it e hctonf e e
durch einen zusammenfassenden 7 vl cachen Gahen S auch o o S st vrn et st
Uberblick iiber typische Aufgaben- e
formate und Fragestellungen, die e sehen e Koo

. . - X . vonE \gswert und ichung einer beliebigen diskreten
im Kontext des Jewe|||gen Kap|te|- Vertellung,die durch eine Tabelle gegeben ist
= Berechnung von tungswert und ichung einer Bi

P die durch n und p gegeben st
themas auftreten konnen. = Gestimmung defenigen Werte, diender -Ugebung um Ellege (o beliebige
diskrete il und fiir Bi i il

Bestimmung der Wahrscheinlichkeit, dass ein Wert in der 0-Umgebung um E liegt (fiir
beliebige diskrete Verteilungen und fiir Binomialverteilungen)

Bestimmung weiterer kumulierter Wahrscheinlichkeiten wie P(X < 0), P(X = u),

P(u < X < 0) fir diskrete Verteilungen

. von qu inlichkeiten fiir diskrete
Verteilungen

Ll il kumulierter Wahrscheinlic iten wie P(X < 0), P(X = u), P(u< X = 0)
fiir Normalverteilungen, die durch 1 und o gegeben sind.

- il von zu Wahrscheinlig i fiir
lungen, die durch 1 und o gegeben sind.

. von inlichkeiten zu i unter der

Symmetrie der Randkurve

= Interpretation von Berechnungen im Sachzusammenhang

. eines Sac in

= Begri fiir die Annahme ei i Wahrscheinlichkeitsverteilung
(z.B. Binomialverteilung) aus dem

ReﬂeXion von typi- Typische Aufgabenteile fiir den Warm up:

= Einfache Binomialkoeffizienten bestimmen

schen Inhalten von . ehkeiten aus ifachen i

- und i aus einfachen
= Vierfeldertafeln erstellen
Klausuraufgaben B
- inlichkeiten aus il i unter der

Symmetrie oder der Tatsache, dass die Flache tber der o-Umgebung um E bei allen
Normalverteilungen 0,68 betragt.
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Abiturvorbereitung: Musteraufgaben und Reflexion

Unter Abiturvorbereitung finden Sie mehrere, zum jeweiligen Kapitel passende Aufgaben, wie
sie im Abitur gestellt werden kénnen.

- 2 Abiturvorbereitung

E Landflucht ist ein globales Phanomen unserer Zeit. Derzeit leben in Deutschland 77 Pro-
zent der Menschen in Stadten oder Ballungsgebieten und nur 15 Prozent in Dorfern mit
weniger als 5000 Einwohnern. So wachst auch Miinchen mit derzeit rund 1500000 Ein-
wohnern jéhrlich um 0,75 %.

a) Skizzieren Sie den Graphen der diesem Bevélkerungswachstum zugrunde liegenden
Funktion.

b) Erklaren Sie, weshalb es sich um kein lineares Wachstum handeln kann. Wie misste die
Bevolkerung wachsen, wenn ihr ein lineares Wachstum zugrunde liegen wiirde?

©) Geben Sie einen F i f(x) an, der das Bevol beschreibt.

d) Erldutern Sie die Bedeutung der Ableitung an einer bestimmten Stelle fir die zugrunde
liegende Realsituation.

) Untersuchen Sie das Monotonieverhalten von f.

f) Von,Megacities” spricht man ab einer 6l von 10000000 Eis
Wann ware Miinchen nach dem zugrunde liegenden Modell eine Megacity?

) Diskutieren Sie die Grenzen des vorgegebenen Wachstumsmodells.

Muster [EJ Gegeben sind drei Funktionen und hre Graphen:
filx) = -(x-3)-e™ f) = ~(x-3)- & 00 = x-@-3

Abituraufgaben a4

-18 -16 ~14 ~12 ~10 -8 -6 -4 -2 214 6 8 10 12 14 16 18 X

a) Entscheiden Sie begriindet, welcher der Funktionsterme zu welchem der abgebilde-
ten Graphen passt. Gehen Sie insbesondere darauf ein, weshalb der Graph B zuf, ()
gehort.

b) Erlautern Sie, wie man auf Basis des Funktionsterms f,(x) = —(x~3) - e* durch Betrach-
ten groBer und Kleiner Werte fiir x den Kurvenverlauf erschlieen kann. Gehen Sie
dabei auch auf den Verlauf des Graphen zwischen ~1<x <2 ein.

) Berechnen Sie den Hochpunkt von f, x) sowie seine Nullstelle und beschreiben Sie Ihre
Vorgehensweise.

d) Beschreiben Sie die Bedeutung der x-Achse fiir den Graphen von f, (x).

e) Ermitteln Sie die Steigung des Graphen von f, x) zeichnerisch und rechnerisch.

f) Ermitteln Sie zeichnerisch die Stelle, an der der Graph von f, x) die Gerade y = ~3x+3
schneidet. Erléutern Sie, warum die rechnerische Bestimmung dieser Stelle schwierig st.

g) Finden Sie eine Realsituation, die vom Graphen von f, (x) beschrieben wird. Gehen Sie
dabei auch auf die wesentlichen Abschnitte und Eigenschaften des Graphen ein.

h) Nehmen Sie Stellung zu folgender Aussage:

Wachstum kann stets gut durch eine Exponentialfunktion beschrieben werden:*

90

Exponentialfunktionund Logarithmus

d Fragen zur i auf das Abitur Hilfe
Beschreiben Sie den Verlauf des Graphen der natiirlichen Exponentialfunk- 5.68
tion unter ischer F: i .
Erldutern Sie am Beispiel der Exponentialfunktion, was man unter einer H H -
Eate o B 60 Den Abschluss bildet eine Zusam

Sie in denen i { eine | 5.63/4,

Rolle pcen. P menstellung von typischen Fragen,

Beschreiben Sie an einem Beispiel, was man unter einer verketteten Expo- 70
i versteht und wofiir Sie die gebrauchen kénnen. |~ i ol T i ili

Filhven Sie ein Beispil i eine zusammengesetzte Exponentialfunktion an, die | ¢ o wie sieim Ab |t urzum Jewel | Ig en

‘man mit der Produktregel ableiten kann. }

escheben i magicht mehree verfahren, it denen S ponenta | S0 Kapitelthema gestellt werden kon-

gleichungen I5sen konnen. 74 X

Eruter e onkastn Bispiel was manunterdem, i versteht,|5.65,74 nen. Die Fragen regen zum Reflek-
Warum ist der natiirliche Logarithmus In nur fiir positive Zahlen definiert? S.65 . .

Wos vt ater der Elerschen 2] Wi am man s brecnr, tieren an, fordern zum Beurteilen
welche Eigenschaften besitzt sie? Gehen Sie dabei auch auf die Zahl e als $.65

Grenavert i und Argumentieren auf und dazu,

Zu welchem Zahlbereich gehért die Zahl e? Welche andere bekannte Zah!
weist ahnliche Eigenschaften auf? Kontextualisieren Sie Ihre Antwort, indem | S.65 H

i allgemein aut Zahberiche und e Egenschaten eingehen. Verfahren oder Vorgehensweisen
Grenzen Sie am konkreten Beispiel die Operationen Potenzieren, Radizieren

und Logarthmi a, : zu beschreiben.

Erlauter Sie folgenden Satz:,Wurzelfunktionen verhalten sich zu quadrati-

schen wie die L it zur 575
Erlautern Sie (mdglichst an einem Beispiel), weshalb man die Exponential-
funktion einem Wachstum nur fir einen bestimmten Zeitraum zugrunde | 5.81
legen kann.

Sie, welche i am Graphen

der Exponentialfunktion bewirken. Gehen Sie dabei auf die Parameter a, b S.68,69
unddin f(x) = a-b*+d ein.

I ) ! 573/
Diskutieren Sie das Steigungsverhalten von Potenzfunktionen und . .
Exponentialfunktionen im Vergleich. ;‘:f":'g! Reﬂ exion von typ I-

Warum ist die Ableitung von f(x) = €™ nicht f'(x) = &7 Begriinden Sie 5.68.60 SChen |n halten von

graphisch-geometrisch, indem Sie den Graphen von f(x) = e zeichnen.
Finden Sie (mdglichst mehrere) Begriindungen, weshalb die Ableitung von b‘ b
60— ¢ nich 1) x ¢ i 565 Abituraufgaben
Wie kénnen Sie auf Basis einer Wertetabelle entscheiden, ob ein exponen-
tielles Wachstum vorliegt? Erkléren Sie, wie Sie dann den Anfangsbestand S.80
und den Wachstumsfaktor bestimmen.
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Alles im Blick und Horizonte

Die Doppelseite Alles im Blick macht zum einen transparent, dass der Bildungsplan exakt
abgebildet wird und damit eine solide Abiturvorbereitung gewahrleistet ist. Zum anderen wird

aufgezeigt, wie unser Lehrwerk den Bildungsplan konkretisiert und umsetzt. Schliel3lich werden

die fur das jeweilige Unterkapitel wesentlichen Kompetenzen und Aufgaben genannt und es
wird dargelegt, an welchen Stellen man sie tiben kann und wo man im Buch dazu Hilfe findet.

- 1 Alles im Blick

stichwortartige
Bildungsplan-
beziige

Reflexion
tiber typische
Aufgaben-
stellungen mit
Hinweisen
zum Uben

In diesem Kapitel haben Sie gelernt, ..

ten und zu untersuchen.

Im Detail haben Sie gelernt, ..

ipfen, di Funkti bzulei-

Summen-, Faktor- und Potenzregel der Ableitung; Tangentengleichungen auftellen

Abiturwissen Das haben Sie gelernt
die Regel fir konstanten | Wi haben Termbausteine additiv miteinander verknipft und so.aus.

Faktor,

i bleiten | diese ab, i die Po-

wenden. h

. die Faktorregel und die
Summenegel anschaulich

seht,
zubegrlnden. der Ausgangsfunktion.
o Nulstellen,
suchen. und
.. Tangentengleichungen
aufstellen
Beispielaufgaben | Hilfe
11/6-8 5.22/5
- an
112 sam
aus den
. s.23/15,
tonie und Extrema zu untersuchen. e 18
5.26,27;
Tangentengleichungen aufzustellen 1201 cn
Produktregel und Quotientenregel
Abiturwissen Das haben Sie gelemt
Wirhaben
piele iar
g hand
wenden. Rechtecksfacheninhalts und seiner Veranderung haben wir uns die Pro-
Graphen von zusammenge- | 1 €9 E Komnen P P
rodukt) 2u
untersichen.
Hilfe
3 5.2417

Ableitungsregeln

N n . 1.4
Verkettete Funktionen und die Kettenregel 33777——J
Abiturwissen Das haben Sie gelernt
bl von | Wir haben Termbauste und so mit-
bei de di einander
st Wir haben sie
ist, zu verwenden.
eizEiicn von zusammengesetzien ‘wendig st (wie z.B. f(x) = (x+2)?).
Funktionen (Verkettung mit linearer
: Die Kettenregel kommt z. B. dann zur Anwendung, wenn unter
innererFunkton) zu untersuchen. | (1%
flx) = V2x+3). 8.
bei f(x) = (x+1)°) i
Sie haben als typische Aufgaben kennengelernt, ... Beispielaufgaben | Hilfe
e
Funktion zu definieren. ve 53815
... verkettete Funktionen abzuleiten. 89 5.38/7
5 5.39/10
Funktionen und ihre Kapis ]
Abiturwissen Das haben Sie gelernt
Wir haben al Termbaustein”.
B.mit a
2ubringen. Wir
Periode von Funktionen
" betrachtet.
RS sod oibei Periode und Die Ableitung der Sinus- und Kosinusfunktion haben wir uns durch
Amplitude zu benennen sowe die e
Wirkung der Parameter hinsichtlich
oregel aufk Funktionsterme erwe
UGS lsbungen und Streckungen Kettenregel auf komplexere Funktionsterme erweitert.
Rl e wirz.B. Vorginge
" h .
unter Zuhilfenahme der Kettenregel,
Sie haben als typische Aufgaben kennengelernt, ... Hilfe
e 134 s.442
9 9,12 5.45/8
il 15,16 5.4717-19
55

Die Seitenkategorie Horizonte bietet auch Inhalte fir das erhohte Niveau und blickt Giber das
durch den Bildungsplan vorgegebene Standardniveau hinaus. Es werden interessante Aspekte
beleuchtet, die an die Inhalte des Kapitels ankniipfen und Ausblicke auf Kompetenzen liefern,
die in unterschiedlichen Studiengéngen hilfreich sein konnen.

4

Die Integration
lasstsich geo-
metisch als
Flichenbestim-
mung beschrei-
ben. Deshalb
nennt man die
Formeln zur

[ Versuchen si u den folgenden Funkti finden. Beschreiben Sie

dabei auftretende Schwierigkeiten.

_sin() _e -
a) g = 5% b) 0 =< 90 =25

[E] Passen Sie in die Fliche unter dem Graphen von f
mit () = 200
ein, deren FlachenmaBzah sie bestimmen konnen
(2.B. Rechtecke, Dreiecke), und schopfen Sie den Fli-
cheninhalt unter der Kurve damit moglichst gut aus.

im Intervall [0;3] Flachenstiicke

Es kommt vor, dass wir ein bestimmte d d
Integralrechnung berechnen kinnen (siche Augabe 1). Ursache hierfir kann z.B. sein,dass wir
die Stammfunktion der Funktion nicht ermitteln knnen. Ein Beispiel hierfiir ist die Funktion f
mit f = {1 WEM 1S XS0 it 141,1] keine Stammfunktion besitzt
Twenn0<x<1)
Diese Funktion f st aber sehr wohl Riemann-integrierbar. Dies liefert uns einen Hinweis darauf,
wie man trotz fehlender Stammfunktion und damit ohne den HDI dennoch Flichen unter einer
Kann, namiich indem man die Fliche durch Auslegen mit bekannten Fls-
henstiicken (bei Rechtecke) annahert.

Dazu wird dasIntegral einer Funktion  ber dem Interval [3; b dargestellt ls Summe aus dem
Wert Qeiner Quadraturformel und dem Fehler E¢ [f(x)dx = Qq+ By,

Eine Q dabei im All-

sen Berechnung
auch Quadratur-
formeln,

186

gemeinen aus einer gewichteten Summe von
Funktionswerten: Qy = (b-2)- 2 wy-f(x),
wobei die Stellen x Stiitzstellen heiBen und
die Zahlen wy Gewichte. Es existieren verschie-
dene Ansitze, wie Stitzstellen und Gewichte
50 gewahlt werden kénnen, dass der Quadraturfehler E;méglichst Klein wird.

sk % xs b=

Eine erste Naherungsformel

Wir schépfen den Flicheninhalt unter der Kurve
der Funktion fmit () = x-(x-17+0,1 im
Intervall [0,1; 0,7) durch Trapeze aus. Es gibt ver-
schiedene Moglichkeiten zur Bestimmung dieser

X

n
durch Sehnen zwischen Funktionswerten erset- =010 | 0102 /03 04|05 0607
zen,die Intervall [a,b] sind. Dies fuhrt zur Man kann
aber auch n der Mitte der Teilintervalle die Tangente an die Funktion legen und erhilt dann
die Tangententrapezformel oder Mittelpunktsregel.

[EJ Berechnen Sie den Flicheninhalt der beiden Trapeze (Punktkoordinaten: A(0,110,18),
8(0410,24), C(0,7]0,16), bilden Sie die Summe (Sehnentrapezregel) und vergleichen Sie
mit dem exkaten Flacheinhalt von 0,13 FE.

Integralrechnung

Eine zweite Naherungsformel

Wir betrachten die Funktion f mit f(x) = 1,2-sin (x)
im Intervall [a; b] = [0; 2,92]. Wir konnen den
Graphen von f recht gut durch eine Parabel g an-
nahern, die in den Punkten mit den Koordinaten
(1), a]f(a), (16} und (252 [[252)) mit
dem Graphen von f iibereinstimmt.

I3 2) Berechnen Sie fiir die Funktion g mit g (x) = ~0,5x- (x~3,1) das Integral im Intervall
10,2921 ichen Sie mit dem Wert d von £(x) = 1,2-5in (x) in dem-
selben Intervall

b) Vergleichen Sie den Wert des Integrals mit A =
Was stellen Sie fest?

(g +a-9[252] + gtb)).

WirKonnen as Ergebnis festhalten dass man den Wert des Integrals {(x)dx gut iber die
Flicheninhaltsformel A = 2=2. (f(a) + 4 (242 + f(b) annaher kann. Dies nennt man
auch die Kepler'sche Fassregel, benannt nach Johannes i

Kepler, der sie im Kontext seiner Suche nach einem Ver- N\
fahren entdeckte, mit dem er das Volumen von Wein- Sy
fassern bestimmen wollte. r erhielt eine gute Naherung ~ ——————+———+——

fir das Volumen eines Fasses wie in der Abbildung durch - ~

V=%»a-(q,+4>qz+qs1, wobei a die Lange des

Johannes Kepler
Fasses und g, g; sowie g, die Inhalte der Querschnittsflichen sind. Der Faktor 4 stelltalsoein (1571 1630)

Gewicht* im obigen Sinne dar.

durch eine Funktion zweiten Grades approximiert.

s Man kann allge-
Berechnen Sie das Integral [ (x>~ 2x + 3)dx einmal mithilfe des HDI und einmal mithilfe ‘mein zeigen:
o Die Kepler'sche

der Kepler'schen Fassregel. Was stellen Sie fest? Fasstegel liefert

bei der Integra-

[ Berechnen Sie folgende Integrale naherungsweise mithilfe der Keplerschen Fassregel. tion ganzatio-
p B )
1 2 @ naler Funktionen
3 [[5)ex B J[3-efox o flefo e
) lich dritten
Man kann zeigen,dass gt 7 = [ [+ dx. Welcher Naherungswert ergibtsich daraus Grades exakte

fir 7 mit der Kepler'schen Fassregel? it
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Erweiterung der Differentialrechnung I:

Ableitungsregeln

Einstieg

In diesem Kapitel wollen wir die Arbeitsweise eines Mathematikers simulieren.
Die Phdanomene, mit denen wir uns beschdftigen, sind einerseits Terme, anderer-
seits ihre zugehdrigen Graphen mit ihren Eigenschaften wie Extrempunkte oder
Monotonieverhalten. Wir gehen dabei so vor, dass wir Terme auf verschiedene

Arten miteinander kombinieren.

In einem ersten Schritt kombinieren

wir Terme, indem wir sie additiv mit-
einander verkniipfen.

In einem zweiten Schritt kombi-
nieren wir Terme, indem wir sie mul-
tiplikativ miteinander verkniipfen.

Am Ende des ersten
Unterkapitels konnen Sie
Funktionen wie

f(x) = 2x°+3x>+6
ableiten sowie auf
Monotonie, Symmetrie
und Nullstellen

untersuchen. /

In einem dritten Schritt kombinieren
wir Terme, indem wir sie miteinander

verketten. Dabei entsteht eine innere
und eine duBere Funktion.

Am Ende des zweiten
Unterkapitels haben Sie
die Produktregel als
neue Ableitungsregel
kennen gelernt und
konnen Funktionen wie
f(x) = (x+5)°- (x-3)
ableiten.

In einem vierten Schritt nehmen
wir den Sinus und Kosinus hinzu
und kombinieren sie mit linearen
Termen.

Am Ende des dritten
Unterkapitels haben Sie die
Verkettung von Termen
kennengelernt und kdnnen
Funktionen wie

f(x) = 3x +4)° mit der
Kettenregel ableiten.
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Am Ende des vierten “.
Unterkapitels kdnnen Sie
Funktionen wie
f(x)=4-sin(x+2)

ableiten sowie auf Mono-
tonie, Symmetrie und
Nullstellen untersuchen.




Kapitel 1: Erweiterung der Differentialrechnung |

i’

Was ist Mathematik? Der renommierte Mathematiker Keith Devlin
beantwortete diese Frage sinngemaB wie folgt: Mathematik ist die
Wissenschaft von den Mustern. Sie untersucht abstrakte Muster, z.B.
Zahlenmuster, Termmuster oder Muster in Graphen. Dabei geht es
z.B. darum, Ahnlichkeiten zwischen zwei Phdnomenen zu erkennen
und diese in Beziehung zu setzen zu Ahnlichkeiten zweier anderer
Phanomene.

Ausblick

Die Mustererkennung, die sich als roter Faden durch das Kapitel zieht,
spielt sowohl beim Zusammenspiel zwischen dem Aussehen des Terms
und dem Aussehen des Graphen eine Rolle als auch beim Erkennen
und Entdecken der Ableitungsregeln.

11



. 1 m Ich kann schon ...

Lineare Funktionen untersuchen und zeichnen

Lineare Funktionen haben die Funktions-
gleichung y = m - x + c. Der Graph ist eine
Gerade, wobei m deren Steigung angibt und
c den y-Achsenabschnitt, d. h. die y-Koordi-

nate des Schnittpunktes mit der y-Achse. ;’b/zizfﬁt”tc
Die Steigung kann mithilfe des Steigungs-
dreiecks berechnet werden: —
-3 -2
_ YN
T X=X

12

Quadratische Funktionen untersuchen und zeichnen

Quadratische Funktionen haben die Funktionsgleichung f(x) = a- (x - d)’ + e (Scheitel-

punktform) oder f(x) = ax* + bx + ¢ (Normalform) oder f(x) = (x + m) - (x + n) (faktorisier-

te Form). lhren Graphen nennt man Parabel.

= DerVorfaktor a bewirkt eine Streckung oder Stauchung der Parabel und macht eine Aus-
sage (iber ihre Offnung:

O<a<1

a>1

-1<a<0

a<-1

nach oben geoffnet,
gestaucht

nach oben geéffnet,
gestreckt

nach unten gedffnet,
gestaucht

nach unten gedffnet,
gestreckt

= Der Parameter d bewirkt eine Verschiebung der Parabel in x-Richtung (fiir d < 0 nach links,
fur d > 0 nach rechts).

= Der Parameter e bewirkt eine Verschiebung der Parabel in y-Richtung (fiir e < 0 nach
unten, fir e > 0 nach oben).

= Der Scheitelpunkt hat die Koordinaten S(d|e).

Jeder der drei Darstellungen hat ihren Vorteil:

Darstellung

Scheitelpunktform

Normalform

Faktorisierte Form

Funktionsgleichung

fx) =a-x-d?+e

f(x) = ax*+ bx+c

f(x) = (x+m)-(x+n)

Beispiel

f(x) = 2(x-2,5%-4,5

f(x) = 2x*-10x+8

f(x) =2(x-1)(x-4)

Direkt ablesbar

Scheitelpunkt S (2,5|-4,5)
Streckfaktor 2

Schnittpunkt mit y-Achse
(0]8); Streckfaktor 2

Nullstellen N, (1]0) und
N, (4]0); Streckfaktor 2

Hat eine Parabel zwei Nullstellen, liegt die x-Koordinate des Scheitels in der Mitte der Nullstellen.

Man kann die Normalform durch quadratische Ergdanzung in Scheitelpunktform tiberfiihren:

Term in Klammer zu bino-
mischer Formel erganzen

1. Schritt: f(x) =2x*-10x+8 = 2-(x*-5x+4)
Ausklammern des Vorfaktors
2. Schritt: f(x) =2-(-5x+4) =2-(x*-5x+6,25-6,25+4)

3. Schritt:
binomische Formel erzeugen

f(x) =2-(X*-5X+6,25-6,25+4) = 2-((x* - 5X + 6,25) — 6,25 + 4)
=2-((x-2,5?2-2,25)

4. Schritt:
mit Vorfaktor multiplizieren

F(x) =2-(x-257-4,5
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Ableitungsregeln

Aufgaben 1

Bestimmen Sie rechnerisch die Gleichung einer linearen Funktion, deren Graph durch den
Punkt P(3|-1) verlduft und die Steigung % hat.

Lésung:

Eine lineare Funktion hat die Gleichung y = m - x + c. Die Steigung m = 4—7 ist gegeben.

Den y-Achsenabschnitt c berechnet man durch Einsetzen der Koordinaten des Punkts P:

-1 = 4—7 3+c=>c=-1- 4—7 -3 = -1,75. Die Geradengleichung lautet somit y = 4—7x— 1,75.

1.1 Bestimmen Sie rechnerisch die Gleichung einer linearen Funktion, deren Graph ...
a) die Nullstelle 2,5 und den y-Achsenabschnitt —1 % hat.
b) durch die beiden Punkte A(-2|-0,75) und B(4,6]1,2) verlduft.

1.2 Zeichnen Sie jeweils den Graphen der Funktion.
a) y=15x+2 b)y=—%x—1 Qy=2

Aufgaben 2

Bestimmen Sie den Scheitel der quadratischen Funktion f mit f(x) = x*+ 5x + 5.

Losung:

Uberfiihren von Normal- in Scheitelform durch quadratische Ergéinzung:

f(x) = X2+ 5x+5 = (X*+5x+6,25) - 6,25+ 5 = (x+2,5)°~ 1,25 = Scheitel S (-2,5[-1,25)

2.1 Bestimmen Sie jeweils den Scheitel der quadratischen Funktion f.
a) f(x) = x*-4x+5 b) f(x) = —-2x*+4x-6 o f(x) = -2x*-5

2.2 Skizzieren Sie die Graphen der folgenden quadratischen Funktionen f, indem Sie die Null-
stellen und daraus den Scheitel bestimmen.
a) f(x) = -2x*+2x+4 b) f(x) = x*-x-1 o f(x) = -x*-6x-8

2.3 Gegeben sind drei Gleichungen, die alle die gleiche Funktion beschreiben:
100 =-2x-1 445 2 f0=-20c+D(-2) 3 f()=-2¢+2x+4

a) Weisen Sie nach, dass es sich um die gleiche Funktion handelt.
b) Geben Sie fiir die jeweilige Darstellung die direkt ablesbaren Informationen tiber den
Funktionsgraphen an und skizzieren Sie anschlieBend das Schaubild.

2.4 Leiten Sie jeweils aus der Funktionsgleichung wesentliche
Eigenschaften des zugehdrigen Graphen ab und skizzieren
Sie anschlieBend den Graphen.
a) fX) =x*+7x+12 b) f(x) = -(x+1)(-x-1)

2.5 Geben Sie die Gleichung der Funktionen f, g und h zu den
abgebildeten Funktionsgraphen an.

2.6 Gegeben sind die drei folgenden quadratischen Funktionen:
f(x) = (x + 4) gx) = -(x=5°+9 h(x) = -x*-8.
a) Geben Sie zu jeder der drei Parabeln den Scheitelpunkt sowie den Schnittpunkt mit der
y-Achse an.
b) Priifen Sie rechnerisch, ob der Punkt B(3%|6,75) auf dem Schaubild von g liegt.

¢) Das Schaubild der Funktion f wird an der x-Achse gespiegelt, um eine Einheit nach
oben und sechs Einheiten nach rechts verschoben. Wie lautet die neue Funktions-
gleichung?

13
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Die Wirkung des Exponenten in Potenzfunktionen erklaren und Potenzfunktionen

14

ableiten

Potenzfunktionen haben die Funktionsgleichun
das Aussehen des Graphen.

g f(x) = X, re Z. Der Exponent r bestimmt

gerade Hochzahl

Potenzfunktionen mit natiirlichen Hochzahlen

ungerade Hochzahl

Beispiele: f(x) = x% x% x™

Beispiele: f(x) = x3 x”; x"

Definitionsmenge D = R

Definitionsmenge D = R

Nullstelle bei (0] 0)

Nullstelle bei (0| 0)

Tiefpunkt bei (0]0)

kein Extrempunkt, monoton steigend

gemeinsame Punkte:
o), (111, (=1]1)

gemeinsame Punkte:
o), (111), (=1]-1)

symmetrisch zur y-Achse

punktsymmetrisch zum Ursprung

Potenzfunktionen mit neg

gerade Hochzahl

ativen ganzen Hochzahlen

ungerade Hochzahl

Beispiele: f(x) = x°% x™% x®

Beispiele: f(x) = x3 x%; x™

Definitionsmenge D = R\{0}

Definitionsmenge D = R\{0}

keine Nullstellen, x-Achse und y-Achse sind
Asymptoten

keine Nullstellen, x-Achse und y-Achse sind
Asymptoten

kein Extrempunkt, aber untere Schranke 0

kein Extrempunkt, monoton fallend

gemeinsame Punkte:
(1) und (-=1]1)

gemeinsame Punkte:
(1) und (-1]-1)

symmetrisch zur y-Achse

punktsymmetrisch zum Ursprung

Die Graphen nennt man Hyperbeln; sie bestehen aus zwei Asten, die sich an die Koordinaten-

achsen anschmiegen. Die Koordinatenachsen sind die Asymptoten.
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Ableitungsregeln

Aufgaben 3
Die Abbildung zeigt das Schaubild einer

Funktion f, deren Gleichung die Form
y = a-Xx" hat.

Welche Aussagen konnen Sie ohne — I
Rechnung iiber a und r machen? Bestimmen -6 -4 -2 2 8
Sie die Parameter a und r anhand der
gegebenen Punkte P(1]|-3) und Q(3|-1).

Losung:
r muss negativ (z. B. wegen Definitionsliicke bei x = 0) und ungerade (z. B. wegen Punkt-
symmetrie) sein, a muss negativ sein, damit fiir positive x negative Werte entstehen.
Aus-3 = a- 1" (Punkt P) folgt a = -3. Damit folgtaus —1 = -3 -3"(PunktQ) r = - 1.
Die Gleichung der Funktion flautet somit y = =3 -x™" = —%
3.1 Die Abbildung zeigt Schaubilder der
Funktionen f und g; ihre Gleichungen haben f T \g
beide die Form y = a-x".
Bestimmen Sie mithilfe der Punkte P, Q bzw. .
R, S fiir beide Funktionen a und r. 321 234

3.2 Gegeben ist das Schaubild einer Potenz-
funktion f der Form y = a - x".
Welche Aussagen konnen Sie iberaund r 4+
machen? Begriinden Sie lhre Antwort. Es ist P ] L
keine Rechnung verlangt. -3 -2 23 4

a4

3.3 Skizzieren Sie die Graphen der folgenden Funktionen.
fix) = = gx) =x> hx) = x*-1 ix) =x% j) = -1

3.4 Eine Funktion der Form f(x) = a-x" (n € N) geht durch die Punkte A(-1]-4) und
B(0,5/0,125). Bestimmen Sie die zugehérige Funktionsgleichung.

3.5 Welche Potenzgleichung der Form a-x" = d (ne N)

A
ist in der Abbildung graphisch dargestellt? Die Punkte A 3
und B haben die Koordinaten A(-2|2) und B(1]-0,25). 24
Bestimmen Sie die Losung rechnerisch (mit dem WTR). & 1
3.6 Die Funktion fist gegeben durch f(x) = %X_Z; x = 0. 1 >
a) Skizzieren Sie das Schaubild von f. 1T Nl 3
b) Um wie viel Prozent verandert sich der Funktions- i
wert, wenn x (x > 0) verdoppelt wird? 27
3.7 Die Abbildung zeigt das Schaubild einer BT
Funktion, deren Gleichung die Form y = a-x"
hat. Welche Aussagen kénnen Sie ohne Rech- 'y Erweiterung:
nung tiber a und r machen? T P ‘Q Warzelfunktion

Bestimmen Sie die Parameter a und r anhand
der gegebenen Punkte P (1]0,5) und Q (4] 1).

-1 e

w
»
»i
o
~
oo
B3 4

15
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Symmetrie ganzrationaler Funktionen und deren Verhalten im Unendlichen
untersuchen

Erklarvideo
n '|'1‘..

Mediencode
63025-02

Der Graph einer Funktion f ist achsen- y
symmetrisch zur y-Achse, falls fiir alle
Werte von x gilt: f(-x) = f(x).

y
f(x) =x3 - 2x

Der Graph einer Funktion f ist punkt- T x / ’\/ x
symmetrisch zum Ursprung, falls fiir alle f) =x*-x
Werte von x gilt: f(—x) = —f(x). achsensymmetrisch punktsymmetrisch

Das Verhalten des Graphen von f mit

fX) =a, X"+a,_1- X" "+...+a-x+a
fiir x| — o hdngt nur von a, und n ab:
Ist n gerade und a, > 0, verlduft der Graph
von links oben nach rechts oben.

Ist n gerade und a, <0, verlduft der Graph
von links unten nach rechts unten.

Ist n ungerade und a, > 0, ,kommt” der
Graph von links unten und verlduft nach
rechts oben.
Ist n ungerade und a, <0, ,kommt” der
Graph von links oben und verlauft nach
rechts unten.

Die Ableitung erklaren

= Wihrend der Differenzenquotient die Sekantensteigung und damit die mittlere Ande-
rungsrate angibt, gibt der Differentialquotient die Steigung der Tangente an eine Kurve an

16

und damit die momentane Anderungsrate.

Als Ableitung bezeichnet man den Grenzwert des Differenzenquotienten. Die Ableitung
einer Funktion in einem Kurvenpunkt gibt die Steigung des Funktionsgraphen in diesem

Kurvenpunkt an:
(o) = lim (=10,
h—0
YA
4__

Sekante

Tangente

) = f(x0)
X=X

Differenzialquotient: lim
X=>Xg

< y

£ Tangentensteigung
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Ableitungsregeln

Aufgaben 4

{1 Untersuchen Sie den Graphen von f(x) = x>+ 4x* + 5x - 6 auf Symmetrie und auf sein
Verhalten im Unendlichen.
Losung:
Da f(x) gerade und ungerade Exponenten enthdilt, liegt keine Symmetrie vor. Der h6chste
Exponent ist 3, der Vorfaktor von xist positiv. Deshalb strebt der Graph fiir x— — oo gegen —oo
und fiir x— oo gegen oo, d. h. er verlduft ,von links unten nach rechts oben”

4.1 Untersuchen Sie die Graphen von f auf Symmetrie und auf ihr Verhalten im Unendlichen.
a) f(x) = 2 +3%° b) f(x) = - x*+3x*+ 1 o fX) =X+ +x
d) f(x) = -x*-3x-1 e) f(x) = x-(x+2?>-2 f) f(x) = (x-1)°

4.2 Ordnen Sie aufgrund ihres Verhaltens fiir x— + e jedem Graphen die passende Funktion
zu. Skizzieren Sie die Graphen der beiden Funktionen, die nicht abgebildet sind.
y y

fx) = -x*"+4x+2 fx) =x*+x+2

&()=x3+x2+1/[i(x)=x5—2x2—x+1/ -

T 1 x

4.3 Vervollstdndigen Sie den gegebenen Ausschnitt so, dass die Eigenschaften des Graphen
wiedergegeben werden, die Sie fiir wesentlich halten.

r A
y y o5ty
T+ 05+ !
| | | | _I‘| _(I)' :5 ;

=t ~051

|
N
|
=
<y
K.=J
v
-
-
1
(=]
w
|
t

=21 -1+

f(x)=(x—1)-(x+1)(x—2)(x+2)/ M M

. Aufgaben 5
E Bestimmen Sie die mittlere Anderungsrate von f mit f(x) = x¥* -9 im Intervall I = [0; 1]

und die lokale/momentane Anderungsrate an der Stelle 2.
Losung:
mittlere Anderungsrate:

f)-f0) _ -8--9 _
1 1

momentane Anderungsrate: Differenzenquotient fiir x, = 2:
foo +h) —flx) _ (2+h*-9)-(2°-9) _ 4+4h+h*~9-4+9 _ h’+4h _hh+4) _
= = = = =h+4
h h h B h h
Fiir h— 0 strebt der Ausdruck gegen 4; die momentane Anderungsrate ist also 4.

5.1 Bestimmen Sie die mittlere Anderungsrate von fim angegebenen Intervall I.

a) f(x) =x41=10;3] b) fx) =2+1;I=1[-1;2]

o f(x) =2x%+x I=11;3] d) fx) =x3+2¢ -x; I =1[0;1]
5.2 Bestimmen Sie die momentane Anderungsrate der Funktionen f an der Stelle x,.

a) f(x) = 2x°+3x% X = -2 b) f(X) = -Xx*+3X°+1; % = 1

QA fX)=X+X+X X =2 d) fX) =Xx-X+22-2;% =9

17
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Funktionen auf Monotonie und Extrempunkte untersuchen

Das Vorzeichen von f'(x) gibt Auskunft iber Steigen und Fallen des Graphen von f:
= InIntervallen, in denen f'(x) > 0 ist, ist f streng monoton steigend.
= InIntervallen, in denen f'(x) < 0 ist, ist f streng monoton fallend.

Ein Vorzeichenwechsel von f'(x) kennzeichnet lokale Extrempunkte von f:

= An einer Stelle, an der f'(x) das Vorzeichen von + nach — wechselt, liegt ein Hochpunkt
von f(x) vor.

= An einer Stelle, an der f'(x) das Vorzeichen von — nach + wechselt, liegt ein Tiefpunkt
von f(x) vor.

Hochpunkt

fallend

steigend steigend

Tiefplunkt

7 6 -5 -a 773 IR 1 2 3 4 5 6 1 X

Y

Funktionen auf einfache und doppelte Nullstellen untersuchen

Um die Nullstellen einer Funktion mit dem Funktionsterm f (x) zu bestimmen, 16st man eine
Gleichung f(x) = 0. Je nach Aussehen der Gleichung bieten sich dabei (wenn mdglich) unter-
schiedliche Verfahren an:

Art des Funktionsterms Vorgehensweise Beispiel
Gleichungen, bei denen in jedem | Ausklammern erzeugt ein Pro- 0=x-2x*-x=x-(x*-2x-1)
Summanden ein x (bzw. eine dukt, von dessen Faktoren man Nach dem Satz vom Nullprodukt
Potenz von x) auftaucht die Nullstellen leichter bestimmen | ist xy; = 0, die anderen beiden

und auf das man den Satz vom erhilt manaus xX*-2x-1=10

Nullprodukt anwenden kann. mit der Mitternachtsformel.
Gleichungen der Art x"-c = 0 Umformen zu x" = ¢ und n-te 0=x"-16 & x*=16

Waurzel ziehen = Xna = +V16 = +2
Gleichungen, die auf binomische | Das Distributivgesetz riickwarts 0=4x"-9=(2x+3)-(2x*-3)
Formeln zurtickzufiihren sind anwenden und dann die liefert nach dem Satz vom

Nullstelle(n) eines jeden Faktors Nullprodukt fiir 2x* -3 = 0

bestimmen die beiden Nullstellen ++/1,5.

Zuweilen kann man Funktionen fin der Form f(x) = (X = X;) - (X = Xp) - (X = X3) - ... - (X — X;)

schreiben (x; € R). Dann sind Xy, X,, ..., X, Nullstellen. Wird der Linearfaktor (x — x;) mitn

potenziert, nennt man x; eine n-fache Nullstelle (fiir n = 2: doppelte Nullstelle).

= |st der Exponent gerade (also 2, 4, ...), so ist die Nullstelle zugleich Extremstelle, d. h. der
Graph beriihrt die x-Achse an der Stelle x;.

= |st der Exponent ungerade (also 1, 3, ...), so schneidet der Graph die x-Achse an der Stelle x;.

18
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Ableitungsregeln

Aufgaben 6

Untersuchen Sie f mit f(x) = x* + 2x + 3 auf y
Monotonie und Extrempunkte. 6T
Geben Sie auch die Art des Extremums an. 5T
Losung: ol

f'(x) =2x+2;

) = 2%+2=0=x=~-1 i
Fiir x <=1 ist f'(x) < 0, d.h. der Graph féllt a2
. . . Tiefpunkt
hier monoton, fiir x > =1 ist f'(x) > 0, d.h. 14
der Graph steigt hier monoton. f" hat also einen T T ] T 1]
Vorzeichenwechsel von — nach + bei x, = 1. 4 3 2 1 2 3 X
Der Punkt T(-1/2) ist also ein Tiefpunkt des
Graphen der Funktion f.

6.1 Untersuchen Sie die Funktionen auf Monotonie und auf Extrempunkte. Geben Sie gege-
benenfalls auch an, ob Hoch- oder Tiefpunkte vorliegen.

a) f(x) = 0,5 -1 b) f(x) = —2X* +x
o f(x) = 2x°+x d) f(x) = 0,25 +4x*-2
e) f(x) = Vx; I =1[1;4] f) f0 = 1 I=153]

6.2 a) Geben Sie eine ganzrationale Funktion vom Grad 2 an, die ein lokales Maximum
besitzt, das im I. Quadranten liegt.
b) Geben Sie eine ganzrationale Funktion vom Grad 3 an, die ein lokales Maximum und
ein lokales Minimum besitzt.
c) Geben Sie eine ganzrationale Funktion vom Grad 4 an, die insgesamt drei Extrema

besitzt.
Aufgaben 7
Ermitteln Sie die Nullstellen der Funktion f mit y
f(x) = —2x*+ 12x* - 18x rechnerisch und zeichnerisch. ‘Nt
A | | | Z
Losung: 7N
f(x) = -2x°4+12x*-18x = -2x- (x>~ 6x+9) = -2x- (x-3)? s
Nach dem Satz vom Nullprodukt erhdlt man als Nullstellen xy; = 0
und xy, = 3. B
7.1 Ermitteln Sie die Schnittpunkte der Graphen der Funktion f mit der x-Achse.
a) f(x) =3x*=3x-2 b) f(x) = x*-6x o f(x) =x3+3x*-2x
d) f(x) =x*- 0¢-4) e fx)=x>(x=1) f) f(x) = 0C+2x+1)-(x*=-2x+1)

7.2 Geben Sie jeweils Gleichungen zweier Funktionen an, die die angegebenen Nullstellen
haben.
a) =2, X%2=-3 b) x=1,x=2,x:=3 ¢ X =0undxy,=1

d) xx = %/ XNz = —% e) xy1=-0,1, X2 =-02,x3=-03 f) xn= \/7 und xy, = 3\/f
7.3 Skizzieren Sie zu den gegebenen Funktionsgleichungen jeweils einen passenden Graphen.
Ll = -6c+376-1) / f(0) = x+17(x-27 /

[£00 = —x-6¢-1)-6¢-4) / £,() = —x(x—2)°

19
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Im Folgenden sollen Sie Termbausteine miteinander kombinieren, zu Funktionen zusam-
mensetzen und Regeln finden, wie die Ableitungsfunktion einer solchen kombinierten
Funktion aussieht. Konkret sind folgende Termbausteine vorgegeben:

= Berechnen Sie von jeder der aus diesen Termbausteinen entstehenden Funktion die
Ableitung.

[ f00=3 || 0= | [ Ra=x | Fo= || fw=x-1 | fam=
fa(x) = x+1 \\ fa(x) = I fs(x) = x+2 \\ f's(x) =

fo(x) = 4x-1 \\ fle(x) =

Als erste Kombination betrachten wir die Verknlipfung mittels der Addition und addieren z.B.
die Termbausteine (x +2) und (4x - 1). Dies ergibt f(x) = (x+2) + (4x-1) = 5x+ 1.
Wir fragen uns, welche Auswirkung diese Addition auf die Ableitung f’ der Funktion f hat.

Es ist leicht zu erkennen, dass die Ableitung f'(x) = 5 ist, denn bei f(x) = 5x + 1 handelt es
sich um eine Gerade mit konstanter Steigung 5. Die Ableitung von g(x) = x+2 ist 1,da es
sich um eine Gerade mit der konstanten Steigung 1 handelt; die Ableitung von h(x) = 4x -1
ist 4, da es sich um eine Gerade mit der konstanten Steigung 4 handelt.

Schauen wir uns noch eine andere Kombination an: Wir multiplizieren den Baustein (x + 1)
mit sich selbst, addieren den Baustein (x — 1) dazu und erhalten
f)=0x+1)7+Xx-1)=x+2X+1+x-1=x+3x

VA
201

15T

Ermittelt man graphisch die Ableitungsfunktion dieser Terme, erhalt man obenstehendes Bild
(die Ableitungsfunktionen sind jeweils in derselben Farbe wie die Funktionen gestrichelt).
Man erkennt, dass die Ableitungsfunktion des Summenterms die Summe der Ableitungen der
beiden Summanden ist. Dies bestéatigt das Ergebnis von oben. Wir kdnnen also festhalten:

Summenregel fiir Ableitungen:
Die Funktion f = g + h hat die Ableitung f'mit f'(x) = g’(x) + h’(x).
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Nun kombinieren wir den reinen Zahlterm 3 g VA
mit Termen so, dass er einen Vorfaktor darstellt.
Man erhilt z.B. den Term 3x. Wir schauen uns 0T
die Steigungen der zugehorigen Funktionen f ol
an: g(x) = x hat die Steigung 1, h(x) = 3x
hat die Steigung 3. g1
Nun kombinieren wir 3 mit g (x) = x-x = X’ 1
und erhalten den Funktionsterm f(x) = 3x%
Der Vorfaktor verandert die Offnung der 61
zugehdrigen Parabel und damit deren
Steigung. Man erkennt leicht, dass der Vor- 5+
faktor 3 auch in diesem Fall in die Ableitung
(gestrichelte Graphen) miteinflief3t. AT
Soz.B.ist f'(2) = 12 und g'(2) = 4, also ol
f'(2) = 3-9d'(2). Wir kdnnen also festhalten:
Pal
Faktorregel fiir Ableitungen: (S
Die Funktion f = c- g (x) (c € R) hat die /
Ableitung f'mit f'(x) = c- g'(x). _=3 _=2 _=1 /j 1| é ; X

Nun kombinieren wir den Term x multiplikativ mit sich selbst und erhalten die Funktion
f(x) = x% Stellt man die Funktion graphisch dar, erhilt man eine Parabel, deren Steigungen
eine Gerade ergeben.

Wir nehmen ein weiteres x hinzu und erhalten den Funktionsterm f(x) = x°. Durch Zeichnen
des Graphen und graphisches Ableiten erhalt man den Graphen von f'(x).

VA i ¢

Die Analyse des Steigungsgraphen ergibt: Der zugrunde liegende Term ist f'(x) = 3%

Wir haben anhand dieser Beispiele plausibel gemacht:

Potenzregel fiir Ableitungen:
Fir jede natlrliche Zahl n als Exponent hat die Potenzfunktion f(x) = x" die Ableitungs-
funktion f'(x) = n-x""".

21
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L J

n Bestimmen Sie f'(x) mithilfe der Potenzregel.

. a) fx) =x* b) f(x) = x" o f=1 d) f(x) =+ e) fx) =x7°
Zur Erinnerung: X
-1_ 1.
X =x a Leiten Sie f (x) mithilfe der Potenz-, Summen- und Faktorregel ab.
x?=1; a) f(x) = 4x’ - 5x b) f(x) = 6+6x-6x 0 f(x) =x(1-3x)
d) f(x) = (2-3x)? e) f(x) = 7x(2x-4) f) f(x) =2+3(4x-5)

x'2=x—7kf£irke/\l

B Wie groB ist die Steigung des Graphen von fim angegebenen Punkt P?
a) fx) =2x°-x; P2|6) b) fx) =-3x>+2x%P(1]-1) ¢ fx) =x*@2-x); P(-1]|3)

Bestimmen Sie die Steigung der Tangenten an den Graphen von f jeweils an der Stelle
Xo = 1.
a) f(x) =2(x—1+1 b) f(x) = =30 +2) + o fx) =x+(2-x7

Nachgefragt ’

= Erliutern Sie, wie man die Funktion f mit f(x) = (2x — 3)? mithilfe der Potenz-, Summen-
und Faktorregel ableiten kann.

= Selina sagt: ,Wenn eine Funktion durch Multiplikation des Gliedes mit der hdchsten x-Potenz
mit 4 gestreckt wird, so muss man auch die Steigung an dieser Stelle mit 4 multiplizieren.”
Wahlen Sie eine Funktion und nehmen Sie Stellung zu dieser Aussage, indem Sie auf eine
der Ableitungsregeln Bezug nehmen.

Beispiel In welchen Punkten hat der Graph der Funktion f mit f(x) = x*-2x*- 1 eine Tangente
Tangentensteigung parallel zur x-Achse?
Losung:

Eine Tangente parallel zur x-Achse hat die Steigung 0. Gesucht sind also alle Stellen, an denen
die erste Ableitung der Funktion gleich 0 ist.
F(X) = 3x°—4x; 3x2-4% =0 < Xe- (3%-4) =0 = X5 =0; X, = 1,3

G Bestimmen Sie die Punkte des Graphen mit einer waagrechten Tangente.
a) f(x) = (0,25x-2)? b) f(x) = (1-2x)(1+2x+3x) ¢ f(x) =x*(1-x)

Bestimmen Sie die Punkte des Graphen, in denen die Tangente die Steigung 2 hat.
a) fx) =3x+2X+x+1 b) f(x) = x-2)(x+3) o f(x) = 2x+1

a Find the points on the graph with the given equation where the tangent to the graph is
parallel to the straight line with the equation y = -3x - 1.
a) f(x) = =3x*+3x b) f(x) = 3x*+1 o f(x) = (x+1)?%+3

a Ermitteln Sie rechnerisch den Extrempunkt oder die Extrempunkte der Funktion f. Handelt
es sich jeweils um einen Hoch- oder Tiefpunkt?
a) f(x) = =x° + 3% b) f(x) = x*+0,5%x* - 2x o fx) = (x+17°-2x-2

) Gegeben sind die Funktion f, mit f,(x) = (x +3)* -3 und f, mit f,(x) = —(x-2)? +2.
Bestimmen Sie alle Punkte, an denen die beiden Graphen dieselbe Steigung haben.
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Jedem Punkt des Graphen der Funktion f
Iasst sich eine Tangentensteigung
zuordnen. Hierzu zeichnet man in jedem
Punkt ein Steigungsdreieck ein; die
Steigung dieses Dreiecks kann man leicht
ermitteln.

Ordnet man nun jedem x-Wert als y-Wert
diese Steigung zu, erhdlt man einen
Graphen, der die Steigungen und damit
die erste Ableitung des Ausgangsgraphen
darstellt.

Diesen Vorgang nennt man graphisches
Differenzieren.

Beispiel
graphisches Differen-
Zieren

A 23

Zeichnen Sie zundchst den Graphen der Funktion f (z. B. mithilfe einer Wertetabelle oder
eines Funktionsplotters). Ermitteln Sie dann den Graphen der Ableitungsfunktion von f
durch graphisches Differenzieren. Kontrollieren Sie lhr Ergebnis anschlieBend durch Ablei-
ten der Funktion mithilfe der bekannten Ableitungsregeln.

a) f(x) = —(x+2)*-1 b) f(x) = 2x*+2 c) f(x) = =0,25x* + 3x

m Welcher Ableitungsgraph passt zu welcher
Funktion? Ermitteln Sie hierzu die Ableitung
der Funktion und ordnen sie diese einem
Schaubild zu.

1 f(x) =x*+5x+10
2 f(x) = 0,25x°- (2 -x) +2x
3 f(x) = -0,5x* +2x* - 2x

m Skizzieren Sie jeweils den Graphen der Funk- _14 B _12 /4
tion und anschlieBend den ihrer Ableitungs- _
funktion. Nutzen Sie hierzu signifikante

Punkte und Ihr Wissen (iber Kurvenverlaufe.
a) fx) = (x=3)%+1 b) f(x) = x>+ 2x o fx) =x*-2x+1

Untersuchen Sie den Graphen von f mit f(x) = x* - 6x* + 3 auf Symmetrie. Beispiel
Losung: Symmetrie
Maéglichkeit 1: Bei ganzrationalen Funktionen gilt: Tauchen im Term nur Potenzen von x mit

gerader (ungerader) Hochzahl auftauchen, so ist der Graph achsensymmetrisch zur y-Achse
(punktsymmetrisch zum Ursprung). Da man 3 als 3 - x° schreiben kann und 0 in diesem Fall als

gerade gilt, ist der Graph von f achsensymmetrisch.

Méglichkeit 2: Allgemein gilt stets: Ist f(x) = f(—x), ist der Graph achsensymmetrisch zur

y-Achse; ist f(-x) = —f(x), soist der Graph punktsymmetrisch zum Ursprung. Wir (iberpriifen:

f(-x) = x*-6x?+3 = f(x), also ist der Graph von f achsensymmetrisch zur y-Achse.
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Beispiel
Nullstellen

Satz von Vieta:

Sind p und q die Koef-
fizienten der quadrati-
schen Gleichung
x>+px+q =0 und

X, und x, ihre Lésungen,
dann gilt:
p=-0+X)

q =X X

24

Untersuchen Sie den Graphen von f auf zwei unterschiedliche Arten auf Symmetrie.
a) f(x) = —%xz—x b) f(x) = 2X° +2x>—x c) f(x) = =0,25x% + 4%
d) f(x) = —(x+1)*-1 e) f(x) = (x=3)2+2x f) fX) = xX*-C+xX-x+1

Die Abbildung A zeigt den Graphen einer Funktion f. Genau eine der Abbildungen B
bis D stellt den Graphen der Ableitungsfunktion f'von f dar. Finden Sie durch Ausschluss
heraus, welche der drei Abbildungen dies ist, indem Sie bei jedem der beiden tibrigen
Graphen angeben, warum es sich nicht um den Graphen der Ableitungsfunktion fhan-
deln kann.

A 4y B 4y c .y D L4y

-
|

-
|

iy
T

\ a3
¥ <
y <

Manchmal gibt es kein Verfahren zur direkten Bestimmung der Nullstellen ganzrationaler
Funktionen. In diesem Fall kann man die Gleichung so umwandeln, dass die Bestimmung
der Nullstellen in die Bestimmung der Schnittstellen zweier Funktionsgraphen
transformiert wird. Dies wird an zwei Beispielen dargestellt.

Bestimmen Sie die Nullstellen der Graphen Ly
folgender Funktionen: i
a) fmit f(x) = x*-4x 2
b) gmit g(x) = =X’ +5x -2 LN R
Lésung: -2 -15 -1-05 0, 152 X
a) Ausklammern von x?liefert: Nl

X(x*-4) =0 = X°(x+2)(x-2) =0 -4

=S55=0X%=-2x3=2

b) Man wandelt die Gleichung —x*+5x—-2 = 0 umin —x° = —=5x + 2 und bestimmt
graphisch (ndherungsweise) die Schnittstellen der Funktionsgraphen, die der linken und
der rechten Seite der Gleichung zugrunde liegen.
X, =-158x =04 x =13

Bestimmen Sie die Nullstellen folgender Funktionen graphisch und wenn moglich auch
rechnerisch.

a) f(x) = x*-6x+9
d) f(x) = x®-2x*+3x
g) f(x) = 2x*=5x-1

o f(x) =x*+3x-4
f) f(x) = -x*+2x-1
i) fox)=-x*+2x-1

b) f(x) = x¥*-5x+6
e) f(x) = X®-4x* +4x
h) f(x) = X*-4x+4

Finden Sie jeweils den Fehler und korrigieren Sie ihn.
a) f(x) = =5x°=0,5%% f'(x) = =10x*-0,5x

9 fx) =5 i) =33

b) f(x) = x™* f'(x) = —-4x73
d) f(x) = B i) = 55
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Im Folgenden finden Sie einen Beweis fiir die Faktorregel mittels des Differenzen-
und Differentialquotienten. Vervollstandigen Sie im Heft die Tabelle, indem Sie jede
Umformung kommentieren und dabei auch sagen, warum sie gemacht wurde.

Vorgehensweise symbolisch = Vorgehensweise verbalisiert | Ziel der Umformung

f(x) = k-g(x)
f(x+h) - f(x) allg. Form des Differenzen- Aus dem Differenzenquotient wird spa-
h quotienten ter der Differentialquotient abgeleitet.
k-g(x+h)-k-g(x)
h
k-(g(x+h)-g(x)
h
£00 = lim f(x+ h) - f(x) allg. Iform des Differential-
h—0 quotienten

(k g(x+h) —g(x)) Ubergang zum Differential-
AR

f'(x) = lim ;
h—0 quotienten

. . [gx+h)-g(x
(o= g5

f'(x) = k-g'(x)

Auf dhnliche Art wie in Aufgabe 21 kann man auch die Summenregel beweisen.
Vervollstandigen Sie den Beweis; kommentieren Sie jeden lhrer Schritte.

Vorgehensweise symbolisch Vorgehensweise verbalisiert = Ziel der Umformung
f(x) =g +k(x
f(x+h) —f(x)

h
g(x+h)+k(x+h)-gx) -k(x Differenzenquotient fiir eine

h Summe von Funktionen

£00 = lim f(x+ h) - f(x) allg. Form des Differential- Der Differentialquotient liefert die

T hoo h quotienten Ableitung.

Diff ial ient fir obi
£ = lim ( ) i er.entla quotient flir obige
h—0 Funktion

f'(x) =

f'(x) = g'(x) + k'(x)

Nachgefragt :

= Eine Verschiebung der urspriinglichen Funktion um zwei Einheiten nach links verschiebt
auch die Ableitungsfunktion um zwei Einheiten nach links.” Stimmt das? Untersuchen Sie.

=, Zwei verschiedene Funktionen kdnnen nicht die gleiche Ableitungsfunktion haben.”
Stimmt das? Begriinden Sie Ihre Antwort.

= Axel meint: ,Wenn man den Graphen einer Funktion an der y-Achse spiegelt, so spiegelt
sich auch der Graph der zugehdorigen Ableitungsfunktion an der y-Achse.” Hat er recht?
Begriinden Sie.

= Catrin meint: ,Wenn man den Graphen einer Funktion an der x-Achse spiegelt, so spiegelt
sich auch der Graph der zugehhérigen Ableitungsfunktion an der x-Achse.” Hat sie recht?
Begriinden Sie.
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Unter einem Mikroskop sind spannende Dinge zu entdecken: kleinste Tierchen im Wasser-
tropfen, Unterschiede zwischen Salz und Zucker, die Facettenaugen von Fliegen usw. — alles
Dinge, die bei der oberflachlichen Makrosicht nicht zu erkennen sind.

Dasselbe wollen wir nun auch mit Graphen von Funktionen machen: Lassen Sie sich von
einem Funktionenplotter den Graph einer Kurve erstellen, z.B. den der Funktion f mit
f(x) = —x* + 14x. Zoomen Sie nun an verschiedenen Stellen den Graphen, jeweils mehrfach.

Ay

6__

4__

2T A A
R RN
4 2 4 6
a /4T

_6——

= Beschreiben Sie Ihre Beobachtungen.

= Erldutern Sie mithilfe Ihrer Beobachtungen den folgenden Satz:
,Eine Kurve kann man sich aus unendlich vielen unendlich kleinen Geradenstiicken
zusammengesetzt vorstellen.”

¥

Fall 1: Tangente an einen Punkt des Graphen

Die im Einstieg thematisierte Funktionenlupe zeigt, dass die Tangente in einem Punkt P des
Graphen die beste lineare Approximation (Naherung) der Kurve in einer Umgebung dieses
Beriihrpunktes P ist. Als eine Tangente an den Graphen von fim Punkt P (a|f(a)) wollen wir
fortan diejenige Gerade bezeichnen, die den Punkt P enthdlt und den Graphen in P beriihrt,
die also in P dieselbe Steigung wie der Graph von f hat.

In vielen Zusammenhdngen ist es wichtig, die Gleichung der Tangente zu kennen. Im Folgen-
den wollen wir ein Verfahren erarbeiten, wie man die Tangentengleichung fiir einen Punkt P
des Graphen bestimmen kann.

Aus vergangenen Jahrgangsstufen wissen wir, dass Geraden mithilfe einer Gleichung

y = m-Xx+ c angegeben werden kdnnen, wobei der Parameter m die Steigung der Geraden
angibt und der Parameter c den y-Achsenabschnitt, also die y-Koordinate des Schnittpunkts
mit der y-Achse. Die Steigung der Tangente entspricht gemaf der mit der Funktionenlupe
gewonnenen Erkenntnis der Steigung des Graphen im Punkt P. Diese wird durch die 1. Ablei-
tung in dem Punkt wiedergegeben, also ist m = f'(a).

Nun miissen wir noch ¢ bestimmen. Hierzu nehmen wir den Punkt P (a|f(a)), setzen dessen
Koordinaten in die allgemeine Geradengleichung y = m - x + ¢ ein und ermitteln tiber die
Punkt-Steigungs-Form den Parameter c:

f(a) = m-a+c da m = f'(a) ist, erhalten wir f(a) = f'(a)-a+c = c=f(a)-f'(a)-a
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Insgesamt erhalten wir so fiir die Gleichung der Tangente: y = f'(a) - x + f(a) - f'(a) - a.
Ausklammern von f'(a) ergibt:
y =f'(a)- (x-a) +f(a).

Erklarvideo
P
; 7

Eine Gleichung der Tangente an den Graphen von fim Punkt P (a|f(a)) erhélt man mit der
allgemeinen Tangentengleichung t(x) = f’(a) - (x - a) + f(a).

Fall 2: Tangente von einem Punkt auBBerhalb des Graphen an den Graphen

Nun wollen wir die Gleichung der Tangente ermitteln, die von einem gegebenen Punkt B (b|d)
auBlerhalb des Graphen an den Graphen gelegt wird. Es ist also nicht bekannt, in welchem
Punkt P(a|f(a)) der Graph von der Tangente beriihrt wird, wohl aber ist bekannt, dass der
Punkt B(b|d) zur Tangente gehdrt. Ebenso ist bekannt, dass die Tangentensteigung der Stei-
gung im Punkt P (a|f(a)) entspricht.

1. Schritt: Ausgangspunkt ist die allgemeine Gleichung der Tangente in P (a|f(a)); sie lautet
y = f'(a) - (x—a) +f(a). Da f'bendtigt wird, leiten wir f(x) ab.

2. Schritt: Der Punkt B (b|d) muss auf dieser Tangente liegen. Man macht also die Punktprobe I dem Fall, dass keine
mit dem Punkt B (b|d). Dazu setzt man in der Tangentengleichung fiir x die Koordinate b und Tangente existiert, hat

fiir y die Koordinate d des Punktes B ein. Man erhilt die Gleichung d = f'(a) - (b —a) + f(a). die Gleichung im 2.
Schritt keine Losung

3. Schritt: Da B(b|d) gegebenist,istin d = f'(a) - (b —a) +f(a) nur noch a unbekannt. Man (Beispiel:

bestimmt a; moglicherweise hat die Gleichung mehrere Losungen a;, a5, as ... f(x) = x% B(0[1).

4. Schritt: Durch Einsetzen der Losungen a; erhdlt man die gesuchten Beriihrpunkte
A;(a;|f(a;). Die zugehérigen Tangentengleichungen lauten: y; = f'(a) - (x - a;) + f (ay).

Legt man eine Tangente von einem Punkt B (b|d) auBerhalb des Graphen von fan den Liegt der Punkt auBBer-

Punkt P(a|f(a)) des Graphen an, so hat die zugehérige Tangente die Gleichung halb des Graphen, gibt

t(x) = f'(a) - (x— a) + f(a), wobei man a iiber die Gleichung d = f'(a) - (b — a) + f(a) es oft zwei oder mehr

ermittelt. Tangenten an den
Graphen.

Eine Gerade n, die senkrecht zur Tangente an den Graphen in P
verlauft, heil3t Normale. Sie haben bereits gelernt, dass fiir die
Steigungen m; und m, zweier Geraden, die senkrecht zueinander
stehen, gilt: m;- m,=-1, also m, = —ml1. Daraus folgt:

Ly

Normale an Gydurch A,

Die Gleichung fiir die Gerade, die im Punkt P (a|f(a)) senk-
recht auf der Tangente an den Graphen einer Funktion f steht,
nennt man Normalengleichung. Sie lautet (mit f'(a) = 0)

n(x) = -ﬁ-(x-anf(a).
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_

Aufgaben

Beispiel
Tangente von auf3en

Erklarvideo
] L

[E 3
Mediencode
63025-04
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n Bestimmen Sie die Gleichung der Tangente t an den Graphen von fim Punkt P.

a) f(x) = 2x*-1; P(3]f(3)) b) f(x) = x* P(2[f(2)
o) f(x) =x*+0,5x P(-3|f(-3)) d) f(x) = x*+5x; P(-2|f(-2))
e) f(x) =x-x5 P(1]f(1) f) fix) = %; P(-3[f(-3))

a) Bestimmen Sie die Gleichungen der Tangenten t an den Graphen von f mit
f(x) = %xz, die von dem auBerhalb des Graphen liegenden Punkt B (4]2) angelegt
werden.

b) Berechnen Sie den jeweiligen Steigungswinkel der Tangenten.

Losung:

a) Mit f'(x) = fx liefert der Ansatz 2 = f'(a) - (4 - a) + f(a) die Gleichung

2= fa-(4—a}+3laz. Wir lésen nach a auf:

8, 22, 1 2_8_ 1.2, . 12,8 _5_
=34d 3a+3a 34 3a<:>3a+302 0

< a’-8a+6=0=a, =4+316 = a, = 7,16, a, = 0,84
Fiir a; erhdlt man mit dem Ansatz t(x) = f'(a;) - (x—a;) + f(a;) die Gleichung
t(x) =4,77-(x-7,16)+ 17,09 = 4,77x - 17,06.
Fiir a, erhdlt man mit dem Ansatz t(x) = f'(a,) - (x - a,) + f(a,) die Gleichung
t(x) = 0,56-(x-0,84)+ 0,24 = 0,56x - 0,24.

b) Fiir den Steigungswinkel a gilt: tan (@) = f'(a). Fiir a, erhdlt man somit a; = 78,17° und
fiir a, erhdlt man a, = 29,25°.

B Bestimmen Sie die Gleichung(en) der Tangente(n) t an den Graphen von f, die von dem

auBerhalb des Graphen liegenden Punkt B (b|d) angelegt wird (werden), und berechnen
Sie den jeweiligen Steigungswinkel.
a) f(x) = x4 P(0]-1) b) f(x) = 0,5x% P(1]-2) o f)=1:P2/2

Bestimmen Sie die Gleichung der Normalen n an den Graphen von fim Punkt P.

a) f(x) = X’ +5x; P(1]6) b) fx) =% P(0,5]0,125) ¢ f(x) = vx -x; P(4]-2)

Nachgefragt ’

Urspriinglich haben Sie Tangenten in der Geometrie als Kreistangenten kennengelernt.
Welche Gemeinsamkeiten, welche Unterschiede bestehen zu den Tangenten an Funktions-
graphen?

Erldutern Sie, wie man Kreistangenten konstruieren kann.

Die geometrische Konstruktion von Tangenten an Funktionsgraphen funktioniert nur bei
sehr wenigen Funktionen wie z.B. bei Parabeln. Recherchieren Sie, wie man mittels der Tan-
genten an eine Parabel deren sogenannten Brennpunkt konstruieren kann.

B Geben Sie die Gleichung der Tangenten und der Normalen an den Graphen der Funktion f

in den Punkten P (1]f(1)) und Q(-1|f(-1)) an.

a) f(x) = % b) (o) = &4 0 fo) =1
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Ableitungsregeln

(3 a) Zeigen Sie, dass sich die Graphen der Funktion f mit f(x) = 0,25x*~3x*+ 9x und g
mit g (x) = =x* + 5x in einem Punkt schneiden und in einem Punkt beriihren.
Ermitteln Sie jeweils die Koordinaten der Punkte.

b) Bestimmen Sie die Gleichung der gemeinsamen Tangente der Graphen von f und g.

Ein Auto rutscht bei spiegelglatter Fahrbahn von der by Beispiel
Strecke, die durch den Graphen der Funktion f Tangenten im Anwen-
mit f(x) = 4 - 0,5x* beschrieben werden kann. dungskontext

a) Das Auto rutscht im Punkt (-1,5]2,875) von der Stre-
cke. Prallt es gegen einen Felsen, der bei (05) liegt?
b) Das Auto pralltim Punkt (0|6) gegen einen Baum.
Die zu Hilfe gerufene Polizei muss nun rekonstruie- / . \ >
ren, wo das Auto die Strecke verlassen hat.
Losung:
a) Wirermitteln die Tangentengleichung an den Graphen von fim Punkt (-1,5/2,875). Mit
dem Ansatz t(x) = f'(a)- (x—a) + f(a) erhalten wir mit f'(x) = -x, a = —1,5 und
f(a) = 2,875 als Tangentengleichung
tix) =f(-15-(x+15)+f(1,5) = 1,5-(x+1,5)+ 2,875 = 1,5x+5,125.
Setzen wir x = 0 ein, erhalten wir t(0) = 5,125. Das Auto prallt nicht gegen den Felsen.
b) Wirermitteln die Tangentengleichung (iber den Ansatz t(x) = f'(a) - (x—a) + f(a), wobeia
liber die Gleichung d = f'(a)- (b—a) +f(a) ermittelt wirdund b = 0, d = 6 ist.
d=f'(a)-b-a)+fla) & 6=-a-(6-a)+4 < a,-6a-2=20
S a,;=3+V2+9=3%332=0a =632 a,=-032
Die Stelle a, scheidet aus, da das Auto von links kommt. = a = -0,32.
Das Auto hat die Strecke im Punkt (-0,32/3,95) verlassen.

ﬂ Ein Heuhaufen kann mit der Funktionsgleichung

f(x) = —-x* + 4 modelliert werden. An den Haufen soll

eine Leiter so angelehnt werden, dass sie ihn in einer

Hohe von 3 m vom Boden aus beriihrt.

a) Bestimmen Sie die Tangentengleichung im
Punkt (3]f(3)).

b) Unter welchem Winkel zum Boden muss die Leiter
angelegt werden? Berechnen Sie dazu den Schnitt-
winkel der Tangente mit der x-Achse.

¢) Wie weit vom Ful3 des Heuhaufens muss die Leiter auf
dem Boden aufgesetzt werden?

Nachgefragt g

= Lassen Sie von einem Plotter die Graphen der Funktionen f; mit f;(x) = x'° + 1 und f, mit
fo(x) = \lxz -2x+ 1 +1 zeichnen. Die Graphen scheinen ziemlich ,eckig” zu sein. Zoomen
Sie in die ,Ecken” und erldutern Sie den Zusammenhang zum Inhalt dieses Kapitels.

= Recherchieren Sie, was man unter ,Hullkurven” versteht, zeichnen Sie mithilfe eines Funktio-
nenplotters die Hillkurve einer Funktion und erldutern Sie den Zusammenhang zum Inhalt
des Kapitels.
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Zur Erinnerung:
3. binomische Formel
(x+1)-(x=1 =x2-1

30

Kombiniert man die beiden Terme x und
(x + 2) durch Multiplikation, erhalt man

X - (x + 2). Die Abbildung zeigt die Graphen
dieser Funktionen.

= Warum kénnen Sie anhand der Graphen
entscheiden, dass die Ableitung eines
Produkts nicht gleich dem Produkt
der Ableitungen beider Faktoren ist, |

d.h.wenn f(x) = g(x)- h(x) gilt, ist =25 -NJ5 -1 =)
f'(x) = g'(x)- h'(x)?

Bisher haben wir vor allem ganzrationale Funktionen, z.B. f mit f(x) = x>+ 2x - 1, betrachtet;
in ihnen sind Termbausteine (hier x°, 2x und 1) entweder additiv oder subtraktiv verkniipft.

Im Folgenden wollen wir die multiplikative Verkniipfung von Termbausteinen betrachten.

Zunichst verkniipfen wir die beiden Termbausteine (x* - 1) und (x + 2) additiv miteinander

und schauen uns sowohl die Graphen von f,(x) = x*~ 1 und f,(x) = x + 2 an als auch den
Graphen der durch Addition entstandenen Funktion f5(x) = (¢ = 1) + (x +2) = x> + x +1.

Man erkennt: Die Addition der beiden Funk-
tionen verandert den Graphen der Funktion,
die den hoheren Grad hat (also f; (x)), nicht
wesentlich, er verschiebt sich, wodurch sich
auch die Anzahl der Nullstellen andert; der
prinzipielle Kurvenverlauf aber ist dhnlich.
Nun multiplizieren wir die beiden Terme mit-

einander und betrachten die daraus resul- 5 15 _wﬂk
tierende Funktionsgleichung und deren =
Graphen:

Wir sehen, dass sich nun einiges verandert
hat: Der prinzipielle Kurvenverlauf hat
sich ebenso verandert wie die Anzahl der
Nullstellen, die Anzahl der Extrempunkte,

Xy

das Steigungsverhalten, die Monotonie.
Insofern ist es folgerichtig, dass sich auch
die Ableitung andert, wenn das Produkt aus NS
Termen gebildet wird.

Bildet man das Produkt zweier Funktionen, entsteht eine neue Funktion mit ganzlich
anderen Eigenschaften als die beiden Ausgangsfunktionen. Unter anderem ist auch deren

Steigungsverhalten vollig verschieden und somit deren Ableitung.

0571 15 2
f,
———t—t—
0571 15 2 X
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Ableitungsregeln

Im vorliegenden Fall ist die Ableitung des Produkts der beiden Funktionen f; und f, leicht zu
bestimmen, denn das Ausmultiplizieren und anschlieBende Ableiten liefert das Gewiinschte:
00 =0-1)-x+2) =x+2x*-x-2

fu(x) = 3% +4x-1.

In vielen Fallen ist es aber wiinschenswert, manchmal auch gar nicht anders mdoglich, die
Ableitung direkt (ohne Ausmultiplizieren) zu bestimmen.

Wir starten mit einer Vermutung: Ist die Ableitung der Funktion f(x) = u(x) - v(x) vielleicht
f(x) = u'(x)-v'(x)?

Fiir obiges Beispiel wiirde dies mit u(x) = ¥’ =1 und v(x) = x + 2 bedeuten:

fa(x) = 2x- 1 = 2x, also eine lineare Funktion. Die Steigung des Graphen von f, (x) wiirde also
bestandig zunehmen. Das ist falsch, wie man am Graphen der Funktion f, (x) sieht.

Wir missen also einen anderen Weg wahlen: Fiir jeden Wert von x kdnnen wir u (x) und v (x)
als Lange und Breite eines Rechtecks interpretieren und das Produkt von u und v als dessen
Fldcheninhalt.

Andern wir x um den Betrag h, hat dies
Auswirkungen auf u und auf v, beide ' '
Rechtecksseitenlangen dandern sich und

somit auch der Flacheninhalt des Rechtecks.

Den Rand kann man in zwei Teile zerlegen

und die Flicheninhalte jeweils berechnen: vk
v(x+h)

(ux+h)=u(x)-v(x)

(v(x+h)=v(x)-u(x+h)

4

Wir erinnern uns: Die Ableitung an einer Stelle x kann man mithilfe des Differentialquotienten

f(x + h) - f(
h

berechnen: f'(x) = AIFT}) X Der Differentialquotient gibt die (momentane) Anderung

(hier: des Flacheninhalts) an.
Da uns die Ableitung interessiert, wenden wir diese Definition auf unsere Veranschaulichung

mittels der Funktionen u und v an. Die Subtraktion der beiden Rechteckflachen liefert bei
gleichzeitiger Division durch h:

f'(x) = lim flcr =09 r;]) —f lim LX) —ubd ?_u(x) - v (x) + lim u (x) LS 1]

h—0 h—0 h—0 h

= u’(x) - v (x) + u(x) - v'(x)

Wir erhalten damit die

Produktregel der Differentialrechnung:
Ist f das Produkt zweier Funktionen u und v, d. h. gilt f = u - v, so kann man die Ableitung Merkregel:
dieses Produkts wie folgt berechnen: f'(x) = u’(x) - v (x) + u (x) - v'(x). (u-v)=u-v+u-v
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L J

Beispiel Leiten Sie mit der Produktregel ab: f(x) = x*- (x - 3).
Produktregel Losung:

Mit u(x) = x> und v(x) = (x-3) ergibt sich:

f'(x) = 3x% (x=3)+x3 1 = 3x°-9x%+ x> = 4x°- 9x?

a Leiten Sie mit der Produktregel ab.

a) f(x) = (1+2x)? b) f(x) = x-(x+5) ¢ f(x) = x-vx
d) f(x) = x-Vx e) f(x) = (x+2)- (2x-3) f) f0 = x=1)-Vx
B Ergdnzen Sie die fehlenden Bausteine.
a) fx) = x+4%f(x) = -x+4+ -1
b) fx) = Vx- (x+1); F/(X) = - (x+1)+Vx-1
c) f(x) = 2x- \/—f(x =2 +2x-
d) f(x) = Bx+2)-2x=-3); fx)= - + -2
Lésungen zu 4: u Leiten Sie ab, indem Sie 1 erst ausmultiplizieren bzw. indem Sie 2 die Produktregel
2x-2; 3x% 3x°+4x; anwenden. Vergleichen Sie Ihre beiden Ergebnisse.
3C+2x-1; -4+ 3x; a) f(x) = Q2 +x) b) f(x) = (x—1)? Q f(x) = x(E+x-1)
40~ 16x d) f(x) = (x+2)*(x— 2)2 e) f(x) = (x+1)(C-x+1) f) f0) =x(1-%)
B Bilden Sie die erste Ableitung auf zwei verschiedene Arten.
a) f(x) = x+1)(3x-3) b) f(x) = (-1 (x+1) o f(x) = (X +2)?
d) f(x) = 3x-Vx e) f(x) = 3%+ Vx f) fx) = 322V

a Welche Regeln werden fiir die Bestimmung der
) o N Potenzregel
Ableitung jeweils benétigt? Summenregel

a) fx) =x30¢-1) b) f(x) = x*- (x—1)?

Q) £ = xx d) f(x) = (X+2)2(x 1)
Produktregel

e) f(x) = (¢-x7 f) f(x) = V2x - %

Nachgefragt ’

= Entscheiden Sie, bei welchen der angegebenen Funktionen die Produktregel zur Bestim-
mung der Ableitung angewendet werden kann und ob dies jeweils sinnvoll ist.
fi(x) = x-x f,x) = m-x° fx) = (x=1) f(x) = x2-+

X
= Geben Sie ein Beispiel fiir einen Funktionsterm an, bei dem die Anwendung der Produktre-
gel das Aufstellen der Ableitungsfunktion erleichtert.
= Zeigen Sie an einem geeigneten Beispiel, welcher der beiden Vorschlédge fiir die Ableitungs-
regel von Produkten f(x) = u(x) - v(x) richtig ist.
1 f'(x) = u'(x)-v'(x) 2 /(X)) =u'X)-vx)+uX)-v'(x)

Wo steckt der Fehler?

a) f(x)=2x-Vx; f'(x) 2-\/;+2x'% b) f(x) = (C=2)% f(x) = 420 -2)

0 fX)=xx+3); F)=2(x+3)+x2-3 d) f(x)=v4x-Vox; f'(x) = 2x- VOx + V4x - 3x
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Ableitungsregeln

Zeigen Sie, dass die Funktion f’ die Ableitung der Funktion f ist:

f'x) =6-(3x+2); f(x) = Bx+2)>~

Losung:

Wir leiten f(x) = (3x+2)? = (3x+2) - (3x + 2) nach der Produktregel ab:
fiix) =3-Bx+2)+(3x+2)-3=9x+6+9x+6 =18x+12 =6-(3x+2).

ﬂ Zeigen Sie jeweils, dass F diejenige Funktion ist, deren Ableitung f ist.
a) F(x) = 2x-4)% f(x) = 8x-16 b) F(x) = (x2_§)2; f(x) = 4x3—§x
Q F) =03=-1)-(x+1); f(x) = 3 +2x- 1
d) F(x) = (+3x)-(3x-3); f(x) = 3(3x*+4x-3)

% m Calculate the derivatives of f and determine all x for which the graph of f has a horizontal
tangent.
a) f(x) = 3(x+1)? b) f(x) = 8%+ 4x
m Geben Sie jeweils eine Funktion f an, die die Ableitungsfunktion f' besitzt.
a) f'(x) = x+4x° b) f'(x) =4 o fx =0
d) f'(x) = 2+0,5x e) f'(x) = (1-x? f) £(x)=(x-1)7

Esist f'(x) = 2 - x + 3x%. Geben Sie jeweils diejenige Funktion f an, die die Ableitung f’
besitzt und deren Graph ...

a) durch den Ursprung verlauft. b) durch den Punkt P (2]|-3) verlduft.

@ Aus den beiden Funktionen f, (x) = x? A Ay / V%
T 7

und f;(x) = 3x -2 wird die Funktion
\\2__ /

f3(x) = x*- (3x - 2) gebildet.
Im Bild sind die Graphen von f;, f,, f5, f3, f3 S
und f3 dargestellt. Welcher Graph gehort -2 =15 -1 =05
zu welcher Funktion bzw. Ableitungs- /
funktion?
m Welcher der abgebildeten Graphen gehért zur Ableitungsfunktion von f mit
f(x) = (X*+x) - (x— 1)? Begriinden Sie Ihre Entscheidung.
1 y 2 N
2__
2
2 -1571 -05 05 1 15 2 X N i+ 3
ot -2 -15 -1 —w 115 2
-2

S
£

-2 _1:7(];'_’9"5/1 152X -2 -15 -1 =05
1 2

Beispiel
Produktregel

Die Funktion F nennt
man auch Stamm-
funktion von f.
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Eine Skizze hilft.

Ay

Doppelte Nullstelle
heif3t, dass dort Null-
stelle und Extremstelle
zusammentfallen.

34

E Schatzen Sie den Wert der Steigung an den angegebenen Stellen und tberpriifen Sie lhre
Ergebnisse rechnerisch.

a) fX) =x*(x-2)+3;% =-05; %, =1 b) f(x) = = x(C+3x*=1); X, = =0,5; X, = 1

yA yA

6+ 6+

54 54

4 4+

3 3+

2+ 2+

1+ 1+
/ I I I I X | | | | | X
105 | 05 1 15 2 25 //6,5 05 1 15 2 25 13

St 1

m a) Bestimmen Sie die Nullstellen xy und x, der Funktion f mit f(x) = WX - (x=1).
b) Welche Steigung haben die Tangenten an den Graphen der Funktion f in xy und xy?
¢) Uberpriifen Sie, ob der Graph der Funktion f eine waagerechte Tangente besitzt.

Uberpriifen Sie folgenden Satz: Wenn der Graph von f mit f(x) = 3x* - 4x an der Stelle
Xo = a eine waagerechte Tangente hat, dann hat auch der Graph von g mit g (x) = [f(x)I?
dort eine waagerechte Tangente.
= Ermitteln Sie zundchst die Stellen mit waagerechter Tangente.
= Stellen Sie den Term g (x) auf; ermitteln Sie die Stellen mit waagrechter Tangente.
= Vergleichen Sie anschlieend.

w Der Graph der Funktion f, mit f;(x) = —(x+ 1)? besitztan x, = —1 eine doppelte Nullstelle.

a) Zeigen Sie, dass auch der Graph der Funktion f, mit f,(x) = x - f;(x) die x-Achse im
Punkt (- 1]0) beriihrt.

b) Ist ein Hochpunkt des Graphen von f; auch ein Hochpunkt des Graphen von f,?
Untersuchen Sie.

¢) Durch die Hinzunahme eines weiteren Faktors x erhalt man die Funktion f; mit
f5(x) = —x2- (x + 1)%. Welche Veranderung bewirkt dies am Graphen? Uberlegen Sie
und Uberpriifen Sie anschlieBend durch Rechnen.

@ Der Graph der Funktion g, mit g; (x) = (x + 2)*- (x— 1) besitzt zwei doppelte Nullstellen.

a) Geben Sie diese beiden doppelten Nullstellen an.

b) Begriinden Sie, dass es sich tatsachlich um doppelte Nullstellen handelt, d. h. weisen
Sie das gleichzeitige Vorhandensein von Extrema an diesen Stellen nach.

c) An welchen Stellen besitzt die Tangente an dem Graphen von g, die Steigung —4?

d) Beschreiben Sie (ohne vorherige Berechnung), wodurch sich der Graph der Funktion
g> mit g, (x) = (x+2)*+ (x - 1) von dem von g, unterscheidet.

e) Weisen Sie nach, dass man g (x) in der Form g;(x) = 2(x + 2) (x— 1) (2x + 1) schreiben
kann. Bestimmen Sie mit dieser Darstellung die Monotoniebereiche der Funktion g, (x).

f) Untersuchen Sie die Funktion g, auf Symmetrie.
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Ableitungsregeln

Ist ein Faktor eines Funktionsterms ein Quotient, in dessen Nenner die Variable steht, erhalt

man eine Quotientenfunktion: f(x) = u(x) ﬁ = ﬁ Die Ableitung dieser Quotienten-

funktion ergibt sich aus der Produktregel man nennt sie Quotientenregel: Fiir die Ablei-

tung f' des Quotienten f(x) = VX ; zweier differenzierbarer Funktionen u und v gilt

oy W(X) - v(x)—u(x)-v'(x)
Fbd = (v (x)?

3 2
Bestimmen Sie die Ableitung der Funktion f mit f(x) = 2"2;2’( mit der Quotientenregel. Beispiel

Gibt es noch eine andere (vielleicht geschicktere, weil we)rgigé(r aufwéndige) Moglichkeit? Quotientenregel
Losung:
Mit u(x) = 2x>-2x? und v (x) = x>~ x ergibt sich u’(x) = 6x>~4x und v'(x) = 2x-1.
Fx) = (6x*=4x)- (¢ =X) = (2x°=2x) - (2x=1) _ (6X°~4%) = (2%)-(2X=1) _ 6x-4-4x+2 _2x=2 _ ,
(x*-x)? (x*-x) x-1 x—1
In diesem Fall ist es geschickter, den Funktionsterm vor dem Ableiten zu vereinfachen:
2x%(x-1)

2x°-2x2 -1 _ 7 —
flo === =0y =2x=FW=2

Ermitteln Sie jeweils die Ableitung der Funktion f.

a) f(x) = 21 b) fx) = 232 Q fix) =5
_ 3 X -4 Bx+3)-(x-1)
d) f(X) - 2X3 e) f( ) X- (X 2) f) f( ) 4 (2 1)
An welchen Stellen hat die Ableitung der Funktlon den Wert a? .
1-x% _ _ 4 —
a) fl =—"a=-3 b) f(x) = r,a— 1 Q f)="—ra=-1

An welchen Stellen stimmen die Funktionswerte von f"und g’ iberein? Was bedeutet dies
geometrisch? Skizzieren Sie jeweils die Graphen der Funktionen f und g.
a) f(x) = —= g0 = 1= b) £ = =2 g0 = (x~27

x-1 1
X

Uberpriifen Sie an Beispielen und beweisen oder widerlegen Sie folgende Aussage: Hat
der Graph von f an einer oder mehreren Stellen die x-Achse als waagrechte Tangente, dann
hat auch der Graph von g(x) = f ) , X # 0, mindestens eine waagrechte Tangente.

Nachgefragt :

= Skizzieren und erldutern Sie die Vorgehensweise, wie man die Produktregel herleiten kann.

= Fiihren Sie ein Beispiel an, bei dem das Aufstellen der Ableitung unter Zuhilfenahme der
Produktregel sehr sinnvoll ist und den Arbeitsaufwand minimiert. Fiihren Sie ein zweites
Beispiel einer Funktion an, die man sowohl mit der Produktregel als auch ohne die
Produktregel ableiten kann. Fiihren Sie drittens ein Beispiel an, bei dem man die Produkt-
regel zwar anwenden kann, bei dem sie aber keine Erleichterung bringt.

= Erldutern Sie an einem Beispiel, dass die Faktorregel ein Spezialfall der Produktregel ist.

= Erldutern Sie an einem Beispiel, in welchem Kontext man die Differentialrechnung
(und damit zum Beispiel auch die Produktregel) anwenden kann.

= Recherchieren Sie: Was versteht man unter dem isoperimetrischen Problem?
Was hat es mit dem Inhalt dieses Kapitels zu tun?
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1.4 Die Verkettung von Funktionen und die Kettenregel

uev liestman
U verkettet mit v

36

Mit einem 3D-Drucker kénnen in mehreren Schritten komplexe Werk-
stiicke hergestellt werden. Dabei baut jeder Schritt auf das Ergebnis
des jeweils vorangehenden Schritts auf.

= Ahnliches ist auch in der Mathematik méglich. Inwiefern kann man
Funktionen wie f mit f(x) = (x+ 1)* oder g mit g(x) = V3x-1 als
Hintereinanderausfiihrung von Funktionen interpretieren?

= Finden Sie weitere Beispiele fiir eine solche Verkettung” von
Funktionen.

Bisher haben Sie Funktionen bzw. Termbausteine stets durch die Operatoren +, —, - und :
verkniipft. Nun lernen Sie eine neue Art der Verkniipfung kennen: die Verkettung. Bei der Ver-
kettung werden Funktionen hintereinander ausgefiihrt.

Wir betrachten hierzu als Beispiel die Funktion f mit f(x) = (x + 2)%. Man wird zunéchst (x + 2)
berechnen und das Ergebnis anschlieBend quadrieren. Zuerst wird also mit v der Funktions-
wert v (x) = (x + 2) ermittelt und dann wird auf diesen Funktionswert die Funktion u mit

u(x) = x> angewendet.

x [ Funkionv /s vt /[ Funktionu /> [u(v(0)

Die nebenstehende Wertetabelle spiegelt

X v(x) u(v(x))
diesen Prozess wider. 1 1 ;
Graphisch umsetzen kann man ihn, indem man 05 15 225
zunachst das Schaubild von v (x) = (x + 2) 0 2 2
zeichnet und anschlieBend auf Werte dieses 05 Yy 625
Schaubilds die Funktion u (v (x)) = (x + 2)? 1 3 '9
anwendet.

y
4
= N

Man bezeichnet eine solche Art der VerknUipfung als Verkettung f = u v zweier Funktionen.

Beim Verketten zweier Funktion u und v entsteht eine neue Funktion f = uev mitdem
Funktionsterm f(x) = u (v (x)).

Beispiel I:

V(X) = Xx+2, u(x) = x* = f(x) = u(v(x) = (x+2)?

v: X — v (x) wird innere Funktion und u: x+— u(x) wird duBere Funktion genannt.
Beispiel II:

V(X) = 2+ 3% ux) =sin(x) = f(x) = u(v(x)) = sin(2+ 3x).
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Ableitungsregeln

Die Frage ist nun: Wie sieht die Ableitung solcher verketteter Funktionen aus?

Wir versuchen, diese Frage zu beantworten, indem wir die Verkettung zunachst auflésen und
die daraus entstehende Funktion ableiten. Wir nehmen hierzu den Termbaustein (4x - 1) und
multiplizieren ihn mit sich selbst; so erhalten wir (4x — 1)

Die Funktion f mit f(x) = (4x — 1)* kénnen wir — wie oben beschrieben - als Verkettung von
v(x) = (4x—1) mit u(x) = x* verstehen. Wir |dsen die Verkettung nun auf:

f(x) = 4x-1%=@x=1)-@x-1) = 16X -4x-4x+1 = 16X* - 8x+ 1. Zur Erinnerung:
Diesen Ausdruck konnen wir leicht ableiten: 2. binomische Formel
f'(x) = 32x-8 = 4-(8x—2) = 4-2- (4x - 1). (a-b)*=a’-2ab+b’

Wir vergleichen diesen Ausdruck mit der Ableitung der inneren Funktion und der Ableitung
der duBeren Funktion: v(x) = (4x-1) = V'(x) =4
ux) = X = Uu'(x) = 2x

Dieses Beispiel legt die Vermutung nahe, dass man die Ableitung einer verketteten Funktion
bildet, indem man die Ableitung der inneren Funktion mit der Ableitung der duf8eren Funktion
multipliziert. Wir wollen diese Vermutung anhand zweier weiterer Beispiele tiberpriifen.

1 Wirbildenaus u(x) = x-1 und v(x) = 3x a) die Verkettung u(v(x)) und b) die Ver-

kettung v (u(x)) und bestimmen jeweils ihre Ableitungen.

a) uvX) =uBx) =0Bx-1=3x-1
Die Ableitung davon ist 3. Berechnen wir sie nach unserer oben formulierten Vermu-
tung, erhalten wir als Ableitung der inneren Funktion u die Zahl 1 und als Ableitung
der duBeren Funktion v die Zahl 3. Das Produkt ergibt ebenfalls 3.

b) viu(x)) = v(ix-1) =3(x-1) =3x-3
Die Ableitung davon ist wiederum 3. Berechnen wir sie nach unserer oben formulierten
Vermutung, erhalten wir als Ableitung der inneren Funktion v die Zahl 3 und als Ablei-
tung der duBeren Funktion u die Zahl 1. Das Produkt ergibt wieder 3.

2 Wir betrachten die Funktion f mit f(x) = Vx> + 4x + 4 und D = R*. Zur Berechnung der
Ableitung formen wir zundchst um: f(x) = y(x + 2)* = x + 2. Die Ableitung ist 1.
Berechnet man die Ableitung iiber unsere Regel, ist u(x) = X’ + 4x + 4 die innere Funk-
tion u. lhre Ableitung ist u'(x) = 2x+4 = 2(x + 2).

Die duBere Funktion vist Vx = x°%, ihre Ableitung ist v'(x) = 0,5x % =
2(x+2) -1
2-y(x+27

1
2Vx

Insgesamt ergibt sich als Ableitung f'(x) =
Drei Positivbeispiele gentigen natirlich nicht, um einen Satz zu beweisen. Das war hier aber

auch gar nicht der Anspruch, sondern wir wollten ihn nur plausibel machen. Wir kénnen auf
dieser Basis also festhalten:

Die Ableitungsregel fiir eine verkettete Funktion f(x) = u(v(x)) lautet: Merkregel:
i leitung mal
f'(x) = u'(v(x)-v'(x innere Ableitung
¥ (o) duBBere Ableitung
Dabei ist

u'(v(x)) die Ableitung der duBeren Funktion an der inneren Funktion und
v'(x) die Ableitung der inneren Funktion.
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1
_

Aufgaben

Beispiel
innere und dulSere
Funktion

Beispiel
Kettenregel
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[l Bilden Sie u(v(x)) und v(u(x)).

a) u(x) = 3x; v(x) = 4x b) u(x) =5x; v(x) = x-4 c) ux) =2
ADu=2x+1v)=1-x¥ e ux=x-2vx)=vx f) uX =%;v(x) = x?

a Bilden Sie uov und vou fiir u(x) = 2x+1 und v(x) = Vx*-1.

B Bilden Sie f(x) = u(v(x)) und g(x) = v(u(x)) fir u(x) = 2+x und v(x) = lz

X

[} stellen Sie die Funktionen f als Verkettung zweier Funktionen u und v dar.

a) fx) = (x+4°  b) fX) =V2¥+3 O fR =527  d) f) =x+6x+9
Bestimmen Sie die innere Funktion v (x) und die duBere Funktion u (x) der Funktion f,

die als Verkettung von u und v interpretiert werden kann: f(x) = (x + 2)>. Bestimmen Sie
anschlieBend f(x) = v(u(x)).

Losung:

Als innere Funktion wdéhlt man v (x) = x + 2, als éulSere Funktion u (x) = x>

viuk) = (x)+2 = x>+ 2.

a Die Funktion f kann als Verkettung u o v aufgefasst werden. Bestimmen Sie die innere

Funktion v und die duB3ere Funktion u.

a) f(x) = V3x-2 b) f(x) = # Q) f(x) = X2 +8x+16
_ 3 — A _ a2 — 2X
d) f(x) = Newared e) fx) =x"-4x"+4 f) fx) yrr

Nachgefragt g

Ebenso wie in der Mathematik ist auch im Alltag die Reihenfolge der Verkettung

von Ausdriicken in der Regel von Bedeutung. Untersuchen Sie folgende Beispiele auf
u(v(x) = v(u(x) bzw. u(v(x)) = v(u(x)).

a) Macht der Sprache und Sprache der Macht

b) Studie der Themen und Themen der Studie

¢) Rundfahrt der Sieger und Sieger der Rundfahrt

d) Liga der Champions und Champions der Liga

e) Teiler der Zahl und Zahl der Teiler.

Erldutern Sie anhand einer Wertetabelle, dass die Reihenfolge bei der Verkettung der
Funktionen f mit f(x) = 3x -2 und g mit g(x) = Vx+ 1 eine Rolle spielt.

In der Regel ist u(v(x)) # v(u(x)). Geben Sie drei Beispiele an, in denen u(v(x)) = v(u(x)) ist.

Bilden Sie die erste Ableitung der Funktion f mit f(x) = (4 + 5x)* auf zwei Arten.
Losung:
1 Mithilfe der Kettenregel: u(v) = v% u’(v) = 2v; v(x) = 4+5x V'(x) = 5;
f'(x) =u'(v)-v'(x) = 2-(4+5x)-5 = 40+ 50x
2 Mithilfe einer binomischen Formel erhdlt man f(x) = 16 +40x + 25x% somit ist
f'(x) = 40+ 25-2x = 40+ 50x.
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Ableitungsregeln

a Bilden Sie die erste Ableitung der Funktion f mit von f(x) auf zwei verschiedene Arten.
a) f(x) = 2x-2)? b) f(x) = (x+ 1)} Q f(x) = —

2% -x
d) f(x) = —=X e) f(X) = Vx*+2x+1

: f) f(x) = (x*-10x+ 25)7?
2X°-x

ﬂ Leiten Sie ab und vereinfachen Sie (wenn mdglich) das Ergebnis.

a) f(x) = 2Qx+4)° b) f(x) = Vx> -1 o f(x) = ﬁ
d) f(x) = X1 e) fx) = Vx*+5

. f) f(x) = (5x*-2x)73
Untersuchen Sie f mit f(x) = (5x + 5)* auf Monotonie und auf Extremstellen.

Lésung:

Nach der Kettenregel mit v(x) = (5x+5) und u(x) = x*ist f'(x) = 2(5x+5)-5 = 50x+ 50.
Aus 50x + 50 = 0 erhdlt man x = -1.

Da f'(x) < -1 fiiralle x < -1 gilt, ist die Funktion fiir x < —1 streng monoton fallend;

fiir x > =1 ist f’(x) > 0, hier ist die Funktion also streng monoton steigend.

Daan x = -1 ein Vorzeichenwechsel in der 1. Ableitung von — nach + vorliegt, handelt es sich
um eine Minimalstelle.

% m Find the intervals of monotonicity of the given function f and identify its extrema.
a) () = V22 +1 b) f() = 5 0 f) = (x+17°-2x-4

xX*+0,5

Unter welchem Winkel schneidet der Graph der Funktion f die y-Achse im angegebenen
Intervall I?
a) f(x) =sin(x+1)-Vx+1;I=[0;m] b) f(x) = cos’(x+1)=0,5; I = [0;2]

@ Vorgelegt sind die sechs Funktionsterme

Zur Erinnerung:

Beispiel
Monotonie

Zur Erinnerung: Schneidet
der Graph die x-Achse an
der Stelle x,, berechnet
man den Schnittwinkel &
iiber a = tan™(f' (x,)).

L =x/ [f0)=2x-1

Finden Sie heraus, welcher der folgenden Terme gleich f;(g; (x)), f; (9, (x)), f(gs(x)),

f,(91 (), £2(92(x)), (g3 (X)), f3(g:1(x)), f3(g2(x)), f3(gs(x)) ist.
32x-1) 3-6x 3x X2 2x*-3 9%° - 6x+ 1 xt-2x2 +1

m Gegeben sind die Graphen der Funktionen u und v. Bestimmen Sie fiir xo = 0, x; = 1
und x, = 2 naherungsweise U (v (Xo)), U (v (x;)) und u(v(x,)) sowie v (u(Xo)), Vv (u(x,))
und v (U (Xy)).

(2 -3x)?

3-3x
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(B Bestimmen Sie zunichst die beiden
Funktionsterme von u und v aus
den jeweiligen Graphen und
ermitteln Sie dann u (v (x,)) und
v(u(xo)) flr x, = -1, 0 und 1.

02 04 06 08 10

m Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = (0,5x* - 1)°. Welcher der abgebildeten Graphen ist
der von f'(x)? Argumentieren Sie.

Bestimmen Sie die Funktionen, die die angegebenen Ableitungen haben.

a) £/ = 30c+1) 2 b) /0 = -2 — Q) f'x) = 4(x+3)’
d) f'(x) = 12(x +3) o) f/() = X f) i ==2

m Wo steckt der Fehler? Korrigieren Sie.

a) f(x) = (4x- 17 b) f(x) = ¥3x"-x o 00 = 3
f(x) = 3 (4x—1)? f(x) = 5(6x-1) 00 = oo

m Fiir welchen Wert von k entsteht ein Graph, der an der Stelle x, einen Extrempunkt besitzt?
Geben Sie auch an, ob es sich um einen Hochpunkt oder einen Tiefpunkt handelt.
a) fx) = (x+k?+x7% b) f(x) = (+kx)% o fx) = (x+k?*-1%
Xo = -2 Xo =1 Xo =1

@ Man kann auch drei Funktionen miteinander verketten und davon die Ableitung
bestimmen.
a) Ermitteln Sie die Ableitung von k(x) = f(g (h(x))), indem Sie zunachst die Ableitung
von g (h(x)) bestimmen und dann noch mit f verketten.
b) Fiihren Sie das Ganze am Beispiel k(x) = (V3x -1 )2 durch.

Uberpriifen Sie an einem Beispiel fiir g (x) = [f(x)]* den Satz:,Falls der Graph von f an der
Stelle a eine waagrechte Tangente hat, dann hat auch der Graph der Funktion g an dieser
Stelle eine waagrechte Tangente.”
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Ableitungsregeln

An den Graphen von f mit f(x) = V16 - x* 4y Tipp:
wird im Punkt A (xo|f(xo)) eine Tangente > Fiir die Steigungen m;
angelegt (siehe Zeichnung). und m; zweier senkrech-
a) Bestimmen Sie die Steigung der N :’G;’“de” gitt:
oMy = —1.

Tangente mithilfe der Eigenschaft
der Tangente, dass sie senkrecht
zum Radius steht.

b) Bestatigen Sie lhr Ergebnis mithilfe
von f'(x).

4 3 ) 1 2 3 4

Esist u(x) = 4x*+2x und v(x) = 3x-5.
Bilden und vereinfachen Sie die Funktionsterme h(x) = u(v(x)) und k(x) = v(u(x))
sowie ihre Ableitungen h'(x) und k’(x) und vergleichen Sie [u (v (x))] und [v (u (x))]’
miteinander. Was fallt Ihnen auf?

w An den Graphen von f mit f(x) = Vx*+ 1 sollen an den Stellen —0,5 und 0 die Tangenten
angelegt werden. Bestimmen Sie den Schnittpunkt der beiden Tangenten.

Wahlen Sie fiir u (x), v (x) und w (x) drei einfache Funktionen. Bestimmen Sie u (v (w (x)))
und ermitteln Sie die Ableitung dieser doppelt verketteten Funktion. Versuchen Sie, eine
Regel aufzustellen.

a) Bestimmen Sie den Punkt P auf der
Parabel y = %xz, der den kiirzesten
Abstand vom Punkt Q(4]0) hat.
Tipp 1: Den Abstand kdnnen Sie mit

dem Satz des Pythagoras
bestimmen.
Tipp 2: Von dieser Abstandsfunktion
ist das Minimum gesucht.
b) Zeigen Sie, dass die Gerade PQ senk- —
recht zur Tangenten an den Graphen
im Punkt P steht.

Nachgefragt :

= |Ist die Verkettung zweier linearer Funktionen wie z.B. f(x) = 2(x+2) + 3 mit u(x) = 2x+3
und v(x) = x + 2 wieder eine lineare Funktion? Beurteilen Sie anhand mehrerer konkreter
Beispiele.

= (berpriifen Sie bei der Funktion g mit g(x) = Vf(x), ob gilt: Falls der Graph von f an der
Stelle x, eine waagrechte Tangente hat, dann hat auch der Graph von g an x, eine waag-
rechte Tangente. Wdhlen Sie zundchst eine konkrete Funktion mit waagerechter Tangen-
te und iiberpriifen Sie; danach sollten Sie die Uberpriifung fiir eine allgemeine Funktion f
durchfiihren.

= Probieren Sie anhand mehrerer Beispiele aus, ob [u (v (x))]' = [v(u (x))]’ sein kann, ohne
dass u(v(x)) = v(u(x)) ist.
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Die Sinus- und die Kosinus-
funktion gehéren zu

den trigonometrischen
Funktionen.

42

Jede Gondel eines Riesenrads verandert beim Drehen des Rads standig ihre Hohe tiber
dem Boden.

= Beobachten Sie die Hohe iber dem Boden einer Gondel fiir eine Umdrehung des
Riesenrads und zeichnen Sie diese Hohe im Koordinatensystem in Abhangigkeit von
der Zeit ein (konstante Geschwindigkeit wird vorausgesetzt).

= Untersuchen Sie den entstehenden Graphen. Welche Eigenschaften hat er?
Wie wiirde er sich bei der ndachsten Umdrehung des Rads verandern?

Wir nehmen die neuen Termbausteine sin und cos hinzu und betrachten Funktionen wie
f(x) = 2-sin(2x - 3) sowie deren Ableitung.

Hierzu wiederholen wir zunachst, wie der Sinus und der Kosinus sowie die Sinus- und
die Kosinusfunktion definiert sind und wie deren Ableitungen aussehen.

Fiir Winkel zwischen 0° und 90° sind Sinus und
Kosinus im rechtwinkligen Dreieck definiert als
_ Gegenkathete a

sinfl) = ————— = — Hypotenuse ¢ Gegenkathete a
Hypotenuse C
cos() = Ankathete b a
- Hypotenuse - C Ankathete b
Wendet man diese Definition auf ein Dreieck im v
Einheitskreis an, also auf ein Dreieck, dessen Hypote- P(U[v)
nusenldnge 1 ist, kann man wie folgt definieren: .
Liegt der Punkt P (u|v) auf dem Einheitskreis, gilt fiir ol £ sin\()

das zum Winkel o gehdérende rechtwinklige Dreieck: ' 0 &« >
sin(a) = v und =

Mithilfe des Einheitskreises kann man Winkel also
durch Langen ausdriicken.

Gleichzeitig wird durch jeden Winkel ein Kreisbogen der Lange x festgelegt, da a und x zuein-
ander proportional sind. x nennt man das Bogenmaf des Winkels o.

Die eindeutige Zuordnung, die jeder reellen Zahl x den Wert sin (x) zuordnet, nennt man
Sinusfunktion f(x) = sin (x). Analog nennt man die eindeutige Zuordnung, die jeder reel-
len Zahl x den Wert cos(x) zuordnet, Kosinusfunktion g(x) = cos (x).

Ihre Graphen haben folgendes Aussehen:

3
1 sin (x)

|
: )
o
(SIE] )
/:]
w N
~la
N L
ISEVE
w L
a
£3 /
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Ableitungsregeln

Die Funktionswerte der trigonometrischen

Funktionen wiederholen sich jeweils nach 2

27t. 27t nennt man die Periode, den maxi- 14 Amplityde: | g
malen ,Ausschlag” der Funktionswerte (von | | \ o X
der x-Achse aus gesehen) Amplitude. =L T 3\ 553w 75

Kombinieren wir die Sinusfunktion mit den uns bekannten Termbausteinen, erhalten wir z.B.
die Funktion f mit f(x) = 2-sin(3(x - 4)) + 3, allgemein: f(x) = a-sin(b(x-¢c)) +d.

Wir variieren nun die einzelnen Parameter a, b, c und d, lassen uns die Graphen mit einem Funk-
tionsplotter zeichnen, um ein Muster beziiglich der Auswirkungen zu erkennen.

y g(x) = 2sinx by y = sin(x—%n)
1 f(x) = sinx /
Il Il 5
S~

I I I
35 s 57 3 o3 s o S
1 Y= sin(x+ln)
h(x) :5sinx 2

Der Parameter a bewirkt eine Streckung oder ~ Der Parameter c bewirkt eine Verschiebung
Stauchung des Graphen der Sinusfunktionin  des Graphen der Sinusfunktion in x-Richtung.
y-Richtung. Die Zahl A = |al ist die Amplitu-

de der Funktion.

|

~ia
XY

Der Parameter b bewirkt eine Streckung Der Parameter d bewirkt eine Verschiebung
des Graphen der Sinusfunktion in x-Richtung ~ des Graphen der Sinusfunktion in y-Richtung.
mit dem Faktor . Die Funktion f mit

f(x) = sin(b-x) hat die Periode p = ZT”

Durch Betrachten der Tangentensteigungen des Graphen der Sinusfunktion (graphisches
Differenzieren) erhdlt man folgenden Zusammenhang:

24

|
[}
|
w
|
EN
|
|
|
—_
—_
w
1%
~
Xy

Fir f(x) = sin(x) gilt: f'(x) = cos(x). Fir g(x) = cos(x) gilt: ¢’(x) = —sin (x).
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L J

Beim Taschenrechner
muss man den Modus von
Gradmal3 (degree, DEG)
auf Bogenmals (radian,
RAD) umschalten, um
Winkel im Bogenmal3 zu
bestimmen.

Beispiel |
Bogenmal und /

Gradmal3 |
\/

Beispiel |

Gleichung losen /
J

i

44

n Da durch jeden Winkel a ein Kreisbogen der Ldnge x (das BogenmaRB des Winkels a) fest-
gelegt wird, und da der Umfang des Kreises U = 2mtr und damit der Umfang des Einheits-
kreises (r = 1) U = 2gt ist und einem Vollwinkel von o = 360° entspricht, erhdlt man:

Gradmall o 360° 180° 90° 1° n°

Bogenmaf x 2n s

a) Vervollstandigen Sie die Tabelle.

a-J

180°°

¢) Jede reelle Zahl bzw. jedes BogenmaR x kann folglich als Winkel o aufgefasst werden.

Begriinden Sie, dass gilt: o = - 180°.

b) Begriinden Sie auf Basis der Tabelle, dass gilt: x =

E Verwandeln Sie vom Bogenmaf ins Gradmaf oder umgekehrt.

a) a=45° b) x =3

Losung:

a) Wegen x = To(l)" - a1 ergibt sich fiir & = 45°% x = 41 -JT.

T
— X.180° eraibtsich x = %+ a = 2.180° = 90°

b) Wegen a=- 180° ergibt sich x Sia== 180° = 90°.
B Verwandeln Sie ins Gradmal.

a) b) 10 Q1 d) 0,1
Verwandeln Sie ins Bogenmal.

a) 45° b) 60° c) 210° d) 380°

B Bestimmen Sie die Losungen der Gleichung sin (x) = 0,5 im Intervall [0; 4] und geben Sie
diese sowohl im Bogen- als auch im Gradmaf an.
Losung:
1 Graphisch: Zeichnen Sie die linke Seite der Gleichung und die rechte und ermitteln
Sie die Schnittpunkte beider Graphen. Man erhdlt x; = 0,5 und x, = 2,6.

Wegen a = % - 180° entspricht dies x; = 30° = 61 und x, = 150° = %.

yA
121

08T

04+

S
< Y

R B N N O
—_
N
cebeed-=d--f--F-#%-4--1%
w1

2 Rechnerisch: Der Taschenrechner liefert fiir sin”'(0,5) den Wert x; = 0,52.
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ﬂ Bestimmen Sie die Losung(en) folgender Gleichungen im Intervall [0; 25t] und geben Sie
diese sowohl im Bogen- als auch im Gradmal3 an.
a) sin(x) = 0,75 b) sin(x) = -0,25 c) sin(x) = -1
d) cos(x) = 0,75 e) cos(x) = -0,25 f) cos(x) = -1

Nachgefragt g

= Geben Sie in eigenen Worten wieder, welche Konsequenzen die Ubertragung der trigo-

Gegenkathete
Hypotenuse

Zusammenhang das Bogenma@ hierzu steht.

nometrischen Beziehung sin (o) = auf den Einheitskreis hat und in welchem
= Erldutern Sie, weshalb gilt: cos(x) = sin(%—x) und sin(x) = cos(x—%).

= Erldutern Sie, wie man anschaulich erkldren kann, dass die Ableitung der Sinusfunktion die
Kosinusfunktion ist.

= Wie lautet die 111-te Ableitung und wie die 222-te Ableitung von sin (x), wie die 333-te und
444-te Ableitung von cos (x)?

Bestimmen Sie Amplitude und Periode der folgenden trigonometrischen Funktionen f.

a) f(x) = 3sin(2x) b) f(x) = sin(3x)

c) f(x) = 3cos(2x) d) f(x) =2-sin3x+4)-5

Bestimmen Sie die erste Ableitung der Funktion f mit f(x) = 3 - v/sin (x). Beispiel
Lésung: Ableitung

Der Vorfaktor 3 ist vom Ableiten nicht betroffen, er bleibt erhalten. Den Wurzelausdruck leitet
man mittels der Kettenregel ab, wobei v (x) = sin (x) die innere Funktion und u (x) = Vx die
dulBere Funktion ist.

'L un

1
Esist u’(x) :jlx'z =3 7

d v'(x) = cos (x).
1 3 cos(x)
5

f'(x) = 3’-cos(x)~2—7

sin (x) B sin (x) ’

ﬂ Bestimmen Sie die erste Ableitung der folgenden Funktionen f.

a) f(x) = sin(x) + cos (x) b) f(x) = 4-cos(x) c) f(x) =2-sin(x)+3
d) f(x) = ysin(x) +3x -1 e) f(x) = (cos(x))2+§x3 f) fx) =5 S]n(x)+‘
g) f(x) = sin?(x) + cos(x) h) f(x) = %(X) i) f(x) =x* sin*(x)

m Skizzieren Sie die Graphen folgender Funktionen und geben Sie jeweils Amplitude und

Periode an.
a) f(x) =2-sin(0,5x) -1 b) f(x) = —cos(2x-) +2 ¢ f(x) =-2-sin(2ax)+m
d) f(x) = 1,5sin(x) +2 e) f(x) = —25|n(x——) f) f(x) = sin®(x)

% m Determine the amplitude and the period for the following functions f and calculate their

derivative f'
a) f(x) =sin(2x) +2 b) f(x) = —4cos (m) o f(x) =-05-sin(0,1x)
d) f(x) = cos(2x) +2 e) f(x) = sm( ) f) f(x) = -0,2- cos 21_321)( .

45



1 1.5 Trigonometrische Funktionen und ihre Ableitung

Ordnen Sie jedem Graphen 1 bis 3 der Sinusfunktionen den zugehérigen Graphen der
Ableitung ( A bis C ) zu. Bestimmen Sie jeweils sowohl die Gleichung der Funktion als
auch die der Ableitungsfunktion; tiberpriifen Sie anschlieBend den graphisch gewonne-
nen Term der Ableitungsfunktion, indem Sie f ableiten.

1 Y 2 Y
ND2NEANE/AN : 0 /\ X
-2 4 -4,/-2 24
-1t -t
3 3
A %3 B Y
1 Il Il Il Z X
4 2 T -8 /-4 4\ /8
-1t -2+
Beispiel Bestimmen Sie alle Lsungen der Gleichung sin(x) = 1 im Intervall [-gt; 1] und
Gleichung Iésen veranschaulichen Sie Ihre Losung auch graphisch.
Die Gleich ne) = 1 Lésung:
e Gleichung sin (x) = . _ .7 . _
kann man mit dem sin(d =1 & sin™(1) =% x = 2

Taschenrechner l6sen,
indem man sin”'(1) ein- m Geben Sie an, in welchen Punkten der Graph der Funktion f mit f(x) = sin (x) dieselbe

gibt. Der Taschenrechner Steigung hat wie ...
liefert 1,57 = Zﬂ a) die 1. Winkelhalbierende. b) die 2. Winkelhalbierende.
c) die x-Achse. d) die Gerade mit der Gleichung y = -0,5x + 2.

@ Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = \/E-sin(x).
a) Ermitteln Sie im Intervall von -1 bis 4 die Koordinaten aller Punkte, die der Graph von f
mit den Koordinatenachsen gemeinsam hat.
b) Untersuchen Sie das Monotonieverhalten von f und ermitteln Sie alle Extrempunkte
des Graphen von f.
c) Der Graph von f hat mit der Parabel P mit der Gleichung y = —% <X (x - m) zwei

Punkte gemeinsam. Geben Sie die Koordinaten dieser beiden Punkte A und B an und
untersuchen Sie, ob sich die beiden Graphen in den Punkten A und B beriihren oder
schneiden.

m Die durchschnittliche Tageslange (in Stunden) in Deutschland, also die Zeit zwischen
Sonnenaufgang und Sonnenuntergang, kann naherungsweise durch die Funktion f mit

f(x) = 4,4sin[3%(x—81)] +12,2; Df = {1;2;3; ...; 365}, wiedergegeben werden;

hierbei bedeutet f(x) die durchschnittliche Tageslange am x-ten Tag des Jahres.

a) Skizzieren Sie den Graphen G; bzw. lassen Sie ihn sich von einem Funktionsplotter
zeichnen (in Ihrer Zeichnung diirfen Sie D; durch [1; 365] ersetzen).

b) Ermitteln Sie die grofte und die kleinste Tageslange sowie das jeweilige Datum.

¢) Ermitteln Sie graphisch und rechnerisch die durchschnittliche Tagesldnge am Friihlings-
anfang (21. Mdrz), am Sommeranfang (21. Juni), am Herbstanfang (23. September) und
am Winteranfang (21. Dezember).
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Kapitel 1: Erweiterung der Differentialrechnung I: Ableitungsregeln

Ableitungsregeln

Die Funktionen f und g haben folgendes Aussehen: f:f(x) = 2(sinx)>~ 1 und
1
9:9(x) =

(sin ()"

a) Was kénnen Sie zum Definitionsbereich der Funktion g sagen?

b) Ermitteln Sie die Koordinaten der Extrempunkte der Graphen der beiden Funktionen
im Intervall von -4 bis 4 sowie die Koordinaten derjenigen Punkte, die die beiden
Graphen miteinander gemeinsam haben. Was fallt Ihnen auf?

m Der Blutdruck B (t) (in mmHg) einer
Sprinterin kann im Ruhezustand (Puls: 60)
ndherungsweise durch den Term
B, (t) = 100 + 20sin (27tt) (Zeit tin s) und
nach einer Trainingsbelastung (Puls: 120)
ndherungsweise durch den Term
B, (t) = 135+ 55sin(4mtt) beschrieben den eine Quecksilber-
werden. I Y N S R B séiule von 1 mm Héhe
a) Welcher der beiden Graphen gehért zu =2 =15 =1=05 | 05 1 15 2t austibt.
B;, welcher zu B,? Begriinden Sie.

b) Geben Sie jeweils Beispiele fiir Zeitpunkte an, zu denen der Blutdruck besonders stark
zunimmt (bzw. besonders stark abnimmt).

¢) Reflektieren Sie: Warum ist Bluthochdruck so gefahrlich? Woher kommt er?
Was passiert bei einem Blutdruck von 200 mmHg?

Die Einheit mmHg (Milli-
meter Quecksilbersdule)
wird bei der Angabe von
Druckverhdltnissen
benutzt, z. B. bei Blut-
druckwerten.

1 mmHg ist der Druck,

Es besteht der in der Tabelle abgebildete
Zusammenhang zwischen einem Winkel i 1 1
und den zugehdrigen sin-, cos- und tan- 0 5\/6 5\/4_ 0
Werten (im GradmaR). 30° %\ﬁ %\5 %\E
Leiten Sie diese Zusammenhdnge her. . ] ]

Tipp 1: Warum ist das Dreieck bei einem = 7\5 fﬁ !
45°-Winkel gleichschenklig? 60° %\E %\/1’ 3

Tipp 2: Ergdnzen Sie das Dreieck mit dem . ]
30°-Winkel zu einem gleichschenk- o 2V 2V B
ligen Dreieck.

Tipp 3: Benutzen Sie den Satz des Pythagoras.

Nachgefragt :

= Nehmen Sie Stellung zu der Aussage, dass eine Verschiebung in x-Richtung die Perioden-
lange einer Sinusfunktion verandert.

= Helene meint: ,Die Ableitung einer Sinusfunktion sin (b - x) hat immer die gleiche Amplitu-
de wie die Funktion selbst” Stimmt das? Argumentieren Sie.

= Nehmen Sie Stellung zu folgenden Aussagen.
1 ,Die Periodenlange der Funktion sin (b - x) ist umgekehrt proportional zu b."
2 ,DieVerdanderung der Amplitude der Kosinusfunktion hat keinen Einfluss auf die Lage

der Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen.”

Winkel o sin (o) cos (o) tan (o)
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Klausurvorbereitung

Im Folgenden finden Sie keine vollstandigen Klausuren, wohl aber Aufgaben, die zu diesem
Kapitel passen und Teil einer Klausur sein konnten.

Aufgabe 1

Leiten Sie ab.

a) filx) =-3(x-3)° b) f,(x) = VX +3x Q f;0=x-x-1-x+2)-(x-3)

Bestimmen Sie die Extrema der Funktionen, einmal ohne Zuhilfenahme der Ableitung,
einmal mithilfe der Ableitung.
a) g;(x) = -2x°+8x-4 b) g(x) = 3x* +12x+9

Losen Sie folgende Gleichungen.
a) (x+2)-x-4=0 b) ¥ +4x+4=0 Q x-1=1Vx+1

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = Vx + 2 (x - 4).

a) Geben Sie den maximalen Definitionsbereich der Funktion f an und erlautern Sie dies.

b) Bestimmen Sie die Nullstelle(n) des Graphen von f sowie seine Extremstelle(n).

¢) Ordnen Sie der Funktion f ihren Graphen zu und geben Sie fiir die anderen Graphen
jeweils einen passenden Funktionsterm an.

Y4 G,

<V

d) Skizzieren Sie den Graphen der Ableitung von f. Beschreiben Sie Ihre Vorgehensweise.

e) Bestimmen Sie die Stelle, an der der Graph von f parallel zur Geraden y = x + 4 verlauft.

f) Nehmen Sie Stellung zu folgender Aussage: ,Uber einem Intervall streng monoton
steigende Funktionen kdnnen in der ersten Ableitung in diesem Intervall keine Null-
stelle haben.”

Aufgabe 2

Zerlegen Sie (durch Ausklammern und/oder Anwendung der binomischen Formeln) so
weit wie moglich in Faktoren.
a) -2V + 12vViw - 18vw? b) -333m*+37n?

Ermitteln Sie die Schnittpunkte folgender Funktionen zeichnerisch und rechnerisch.
fx) = (x+1° und gx) =-(x+1)(x-2)

Ermitteln Sie jeweils den Scheitel der quadratischen Funktionen.
a) y=x+6x+9 b) y = xX*+6x+5 Q y=xX+7x+12
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Kapitel 1: Erweiterung der Differentialrechnung I: Ableitungsregeln

Ableitungsregeln

Sie haben sich mit lhrem Auto in den Bergen verirrt und kommen 4

an einen Tunnel. Die maximale Hohe des Tunnels wird mit 3 m

angegeben, die maximale Breite am Boden ebenfalls mit 3 m.

lhr Auto ist 1,70 m breit und 1,50 m hoch.

a) Stellen Sie einen quadratischen Term auf, mit dem Sie die -
Tunnelwande modellieren kdnnen. [ Boden | VX

b) SchlieBen Sie vom Graphen der Funktion f auf den Graphen der Ableitungsfunktion f"

¢) Berechnen Sie den Winkel, den die Tunnelwédnde mit dem Boden einschlief3en.

d) Berechnen Sie, ob Ihr Auto durch den Tunnel passt.

Aufgabe 3

Skizzieren Sie die Graphen folgender Funktionen.
a) fX) =x°+3x%+x b) f(x) = x*+2xX*+3 o) f(x) = x>+ 4x* + 4x

Untersuchen Sie die Funktionen auf Nullstellen, Monotonie und Extremstellen und skizzie-
ren Sie anschlieend den jeweiligen Graphen.
a) fX) =x*-2x%+1 b) f(x) = 3x*— 12X+ 12x o fx) =x*xx-1)

Gegeben ist die in R definierte Funktion f mit Ay

f(x) = —x* + 12x. Die Abbildung zeigt den 167

Graphen von f sowie dessen Hochpunkt H(2|16).  12-

a) VergroBern Sie das Intervall in geeigneter Weise
und vervollstandigen Sie so den Graphen.

b) Die Gerade g verlauft durch den Punkt H und
besitzt eine negative Steigung. Zudem ist ihre
Steigung dieselbe wie die, die der Graph von f
im Punkt P (2,5]14,375) aufweist.

Bestimmen Sie die Koordinaten des Schnittpunktes der Geraden g mit der y-Achse.

c) Der Funktionsterm von f wird verdndert, man erhdlt die Funktion h mit dem Term
h(x) = x> - 3x* + 2. Fiihren Sie zwei wesentliche Veranderungen im Graphen an und
deren Ursache.

d) Skizzieren Sie den Graphen der Ableitungsfunktion von f und beschreiben Sie, wie Sie
vorgegangen sind.

e) Berechnen Sie die Extrema von f und von h sowie die jeweiligen Nullstellen (moglichst
exakt, ansonsten naherungsweise).

f) Der Ausschnitt des Graphen dhnelt einer Parabel. Eine Parabel ist definiert als Menge Q
aller Punkte X (der Ebene), von denen jeder von einer gegebenen Geraden, der
sogenannten Leitgeraden L, und von einem festen Punkt, dem Brennpunkt F, jeweils
gleichen Abstand hat. Der Punkt, der in der Mitte zwischen Brennpunkt und Leitgerade
liegt, heil3t Scheitel S der Parabel. Die Verbindungsgerade von Brennpunkt und Scheitel . o
wird auch Achse der Parabel genannt.

Skizzieren Sie die ungefdhre Lage der Leitgeraden und des Brennpunkts fiir eine
Parabel, die dem Ausschnitt des Graphen von f dhnelt.

g) Beschreiben Sie, wie die Lage von Leitgerade und Brennpunkt die Offnung der Parabel

beeinflussen.

{ 3= =i

8+

4+

05 10 15 20 25 30 35

A 2.3
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Klausurvorbereitung

50

Aufgabe 4

Leiten Sie die Funktionen ab.
a) f(x) =sin(x)-cos(x—1) b) f(x) = (sin (X))* = 3cos (2x)

Bestimmen Sie Amplitude und Periode und skizzieren Sie den Graphen.
a) f(x) = 2sin(2(x-2)) b) f(x) = —cos(-x) -1

Am Elbufer wird taglich der Wasserstand gemessen. Durch Ebbe und Flut entsteht eine
wellenférmige Kurve, wenn man die Werte in einem Koordinatensystem veranschaulicht.
Die Messwerte kdnnen durch folgende Funktionsgleichung wiedergegeben werden:

f(9 = 1,55in[Z(t-5)|+ 1,5 tinh, f()in m).

a) Geben Sie den Wasserstand zum Zeitpunkt t = 0 an.

b) Skizzieren Sie den Verlauf des Graphen.

c) Steigt oder féllt der Wasserstand zum Zeitpunkt t = 0? Begriinden Sie lhre Antwort.
d) Welcher der folgenden Graphen gehort zur ersten Ableitung von f? Begriinden Sie.

y y
Wt | ﬁ 2 ﬁ\ N\
e s E e ek TR A 8 S
e) Berechnen Sie: Wann erreicht der Wasserstand sein Maximum, wann sein Minimum?

Wie hoch ist das Wasser dann jeweils? Wie groB ist der Tidenhub, also der Unterschied
zwischen dem Scheitelpegel (Flut) und dem untersten Pegelstand (Ebbe)?

Wie sehen typische Klausuraufgaben aus?

Zuordnen von Termen und Graphen

Aufstellen eines Terms zu einer gegebenen Sachsituation, Sachsituationen modellieren
Ableitungen im Sachzusammenhang interpretieren (z. B. als Steigung) und Ableitungen
berechnen (dabei Ableitungsregeln anwenden)

Signifikante Punkte eines Graphen (Nullstellen, Extremstellen) berechnen, Graphen

auf Monotonie untersuchen

Zusammenhdnge zwischen Funktion und Ableitung erkennen, diese begriinden und
Graphen als Ableitungsgraphen identifizieren

Graphen auf Symmetrie untersuchen, speziell auch die ganzrationaler Funktionen

Typische Aufgabenteile fiir das Warm up:

Losen von linearen, quadratischen, Bruch-, Wurzel- und Potenzgleichungen

Extrema quadratischer Funktionen mit und ohne Ableitung bestimmen

Faktorisieren von Summen und Differenzen

Aussagen treffen iiber die Parameter von Funktionen

Ganzrationale Funktionen auf Symmetrie, Monotoniebereiche und Extrema untersuchen
und ihre Graphen skizzieren

bei trigonometrischen Funktionen Amplitude und Periode bestimmen und die
Funktionen ableiten



Kapitel 1: Erweiterung der Differentialrechnung I: Ableitungsregeln

Abiturvorbereitung Ableitungsregeln

Im Folgenden finden Sie Aufgaben, wie sie zu diesem Kapitel passend in einer Abiturpriifung
gestellt werden konnen.

n Die Abbildung zeigt die Graphen einer ganzrationalen Funktion f und einer trigonometri-
schen Funktion g.

a) Ordnen Sie die Funktionen f und g den abgebildeten Graphen zu und begriinden
Sie lhre Zuordnung.

b) Geben Sie fiir einen der abgebildeten Graphen einen moéglichen Funktionsterm an.
Erkldren Sie, wie Sie dabei vorgegangen sind.

¢) Entscheiden Sie begriindet, welcher der angegebenen Terme zum Graphen der
trigonometrischen Funktion passt.
f,(x) = cos (x) f,(x) = cos(0,5x) f3(x) = cos(2x) f4(x) = cos (x — 1)

d) Skizieren Sie den ungefahren Verlauf des Produkts der beiden Funktionen fund g
sowie den von dessen Ableitungsfunktion.

e) Leiten Sie die ganzrationale Funktion k mit k(x) = x*- (x* - 4) auf zwei verschiedene
Arten ab. Geben Sie an, welche Ableitungsregeln Sie jeweils benutzt haben.

f) Erlautern Sie fiir eine der benutzten Ableitungsregeln, wie man sie plausibel machen
oder herleiten kann.

g) Geben Sie moglichst viele Vorgehensweisen an, wie man die Nullstellen der
ganzrationalen Funktion k (auch ndherungsweise) bestimmen kann.

a Gegeben ist der Ausschnitt des Graphen y
der Ableitungsfunktion f’einer ganzratio-
nalen Funktion f. 2+
a) Wodurch unterscheiden sich die drei

gegebenen Nullstellen? Worin duf3ert
sich dies im Term von f'? 2 15 h
b) Stellen Sie unter Benutzung der gege-
benen Nullstellen und des globalen
Verlaufs des Graphen einen moglichen
Term fiir f' auf.
¢) Erldutern Sie die Bedeutung der Null- f
stellen von f'fiir den Graphen von f.
d) Untersuchen Sie das Monotonieverhalten von f.
e) Skizzieren Sie den Graphen von f.
f) Welchen minimalen Grad hat f; welchen f?
g) Stellen Sie einen mdglichen Funktionsterm fiir f auf.
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- 1 Abiturvorbereitung

B Gegeben sind die Funktion f mit f(x) = 0,5 - sin (x - %) +2 und ihr Graph.
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a) Machen Sie im Graphen die Amplitude und die Periode kenntlich.

b) Erlautern Sie, wie der Graph von f aus dem der Funktion g mit g (x) = sin(x) hervorgeht.

c) Eine der folgenden Abbildungen zeigt den Graphen der Ableitungsfunktion f'von f.
Entscheiden Sie begriindet, welcher der Graphen den der Ableitungsfunktion darstellt.

1 4 2 Y 3 /V/R
1 / \ ,,/

I > \

d) Entscheiden Sie, ob die folgende Aussage wahr oder falsch ist, und begriinden Sie lhre
Entscheidung.
Eine trigonometrische Funktion ist durch die Angabe der Koordinaten eines beliebigen
Hochpunktes und eines beliebigen Tiefpunktes ihres Graphen eindeutig bestimmt.
e) Erlautern Sie, wie man die Sinusfunktion aus der trigonometrischen Beziehung
. Gegenkathete
sin(a) = W
+Einheitskreis” und ,Bogenmaf”.

erhalt. Verwenden und erldutern Sie dabei auch die Begriffe

Eine magliche Erweiterung:

f) Der Funktionsterm von f wird abgewandelt, so dass man h(x) = %xz -sin (x - %)

erhalt. Der Graph von h ist fiir das Intervall I = ]-2; 27t[ oben abgebildet.
Weisen Sie rechnerisch nach, dass der Graph achsensymmetrisch ist.
g) Skizzieren Sie im gleichen Koordinatensystem den Graphen der Ableitungsfunktion.
h) Leiten Sie h ab und vergleichen Sie mit Ihrem Ergebnis aus g).
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Kapitel 1: Erweiterung der Differentialrechnung I: Ableitungsregeln

Ableitungsregeln

Arbeitsauftrage und Fragen zur Vorbereitung auf das Abitur Hilfe
Beschreiben Sie an einem Beispiel, was man unter graphischem Differen- 5.23/11
zieren versteht, und wie man dabei vorgeht. ’
Was sagt die Ableitung an einer Stelle des Graphen einer Funktion aus? S.16/5
Beschreiben Sie Anwendungskontexte, in denen das Bestimmen der Ablei- S.47/18
tung eine Rolle spielt. )
Beschreiben Sie, wie man das Extremum einer ganzrationalen Funktion

. . . ! . ) S.12/2,
zweiten Grades mit und ohne das Bestimmen einer Ableitung finden kann. 18/6
Fiihren Sie beide Verfahren an einem konkreten Funktionsterm durch.
Beschreiben Sie an einem konkreten Beispiel, was man unter der Verkettung S 36
einer Funktion versteht. '
Fiihren Sie ein Beispiel fiir einen Funktionsterm an, den man mit der Produkt- S.32/4

regel ableiten kann, bei dem man die Produktregel aber auch umgehen kdnnte.

Fiihren Sie ein Beispiel fiir einen Funktionsterm an, den man mit der Ketten- | 5.38/7,
regel ableiten kann, bei dem man die Kettenregel aber auch umgehen kdnnte. | 39/8

Erldutern Sie an einem konkreten Funktionsterm, dass die Ableitung eines

S.31
Produkts nicht gleich dem Produkt der Ableitungen der Faktoren ist.
Machen Sie die Faktorregel fiir Ableitungen an einem konkreten Beispiel S 91
plausibel. Warum bleibt der Vorfaktor bei der Ableitung erhalten? )
Warum fallt das absolute Glied, also der Teil eines Terms, der mit keinem x 520
verkniipft ist, beim Ableiten weg? )
Beschreiben Sie, wie man die Ableitung einer Funktion an einer Stelle ohne
Ableitungsregeln ermitteln kann. Benutzen Sie dabei auch die Begriffe Dif- 5.16/5
ferenzen- und Differentialquotient sowie Sekanten- und Tangentensteigung. | ~
Inwiefern spielt der Grenzwert in diesem Kontext eine Rolle?
Beschreiben Sie an einem selbstgewahlten Beispiel, wie man Graphen ganz- S 16/4

rationaler Funktionen auf Symmetrie untersuchen kann.

Welche Arten von Symmetrie kennen Sie? Beschreiben Sie ein Kriterium,
mit dem Sie eine beliebige Funktion anhand ihres Terms auf Symmetrie S.16/4
untersuchen konnen.

Was versteht man unter einer Tangente und wodurch unterscheidet sie sich

.2
von einer Sekante? 526

Wie lautet der Monotoniesatz fiir Funktionen? Gilt auch seine Umkehrung?
Reflektieren Sie liber die Umkehrbarkeit von Satzen. Geben Sie Beispiele fir | S.18/6
umkehrbare und fiir nicht umkehrbare Satze an.

Nennen Sie die beiden hinreichenden Kriterien fiir Extremstellen. Wodurch
unterscheiden Sie sich vom notwendigen Kriterium? Sind beide hinreichen-
den Kriterien gleich méchtige Werkzeuge, oder kann eines der beiden Krite-
rien mehr als das andere?

S5.18/6

53



Alles im Blick

In diesem Kapitel haben Sie gelernt, ...
... Funktionsterme miteinander zu verkniipfen, diese zusammengesetzten Funktionen abzulei-
ten und zu untersuchen.

Im Detail haben Sie gelernt, ...

Kap.1.1&1.2 Summen-, Faktor- und Potenzregel der Ableitung; Tangentengleichungen aufstellen

Abiturwissen Das haben Sie gelernt

... die Regel fiir konstanten Wir haben Termbausteine additiv miteinander verkniipft und so aus
Faktor, die Potenzregel sowie Potenzfunktionen ganzrationale Funktionen entstehen lassen. Leitet man
die Summenregel zum Ableiten | diese ab, kommen drei Regeln zur Anwendung: die Faktorregel, die Po-
von Funktionstermen anzu- tenz- und die Summenregel. Diese Regeln kann man sich leicht plausibel
wenden. machen: Zum Beispiel verandert der Vorfaktor die Steigung des Graphen,

muss also in die Ableitung miteinflieBen. Die Potenzregel kann man sich
durch graphisches Differenzieren plausibel machen, weil man so leicht
sieht, dass der Grad der Ableitungsfunktion um eins niedriger ist als der
der Ausgangsfunktion.

... die Faktorregel und die
Summenregel anschaulich
zu begriinden.

... Graphen von zusammen- AnschlieBend haben wir ganzrationale Funktionen auf Nullstellen,
gesetzten Funktionen zu unter- | Extrempunkte und Symmetrie untersucht sowie Tangentensteigungen an
suchen. deren Graph konkret berechnet und Tangentengleichungen aufgestellt.

... Tangentengleichungen

aufstellen
Sie haben als typische Aufgaben kennengelernt, ... Beispielaufgaben | Hilfe
... Punkte mittels der Ableit berechnen, bei d die anli d
unkte r.m els der Ablei ung.zu erec| .nen ei denen die anliegende | . o 5.22/5

Tangente eine vorgegebene Steigung besitzt.
... graphisch zu differenzieren, d. h. den Graphen der Ableitungsfunktion

. . . 1.1/12 S.23/11
aus den Tangentensteigungsdreiecken der Funktion entstehen lassen.
... ganzrationale Funktionen auf Symmetrie und Nullstellen sowie Mono- 11/16.19 S.23/15,
tonie und Extrema zu untersuchen. T 24/18

S.26,27;
LT tengleich fzustellen. 1.2/1 Y
angentengleichungen aufzustellen / 5.28/2
Kap. 1.3 .
%/ Produktregel und Quotientenregel

Abiturwissen Das haben Sie gelernt
... die Produktregel und die Wir haben Termbausteine multiplikativ miteinander verkniipft und uns
Quotientenregel zum Ableiten | anhand einfacher Beispiele klar gemacht, dass die Ableitung eines Pro-
von Funktionstermen zu ver- dukts nicht gleich der Ableitung der einzelnen Faktoren ist. Anhand eines
wenden. Rechtecksflacheninhalts und seiner Veranderung haben wir uns die Pro-

duktregel plausibel gemacht. Mit ihr kdnnen wir multiplikativ verkniipfte
Terme ableiten.
Aus der Produktregel haben wir die Quotientenregel hergeleitet.

... Graphen von zusammenge-
setzten Funktionen (Produkt) zu

untersuchen.
Sie haben als typische Aufgaben kennengelernt, ... Beispielaufgaben | Hilfe
... einem Funktionsgraphen den Graph seiner Ableitung zuzuordnen. 13 S.24/17
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Kapitel 1: Erweiterung der Differentialrechnung I: Ableitungsregeln

Ableitungsregeln

Verkettete Funktionen und die Kettenregel

Abiturwissen

... die Kettenregel zum Ableiten von
Funktionstermen, bei denen die
innere Funktion eine lineare Funktion
ist, zu verwenden.

... Graphen von zusammengesetzten
Funktionen (Verkettung mit linearer
innerer Funktion) zu untersuchen.

... Funktionen verketten und Verket-
tungen von Funktionen zu erkennen.

\_Kep.14 ]

Das haben Sie gelernt

Wir haben Termbausteine ,ineinander geschachtelt” und so mit-
einander verkettet. E entsteht eine innere und eine duBere Funktion.
Die zugehdrige Ableitungsregel ist die Kettenregel. Wir haben sie
uns anhand von Funktionen plausibel gemacht, bei denen die
Anwendung einer neuen Ableitungsregel gar nicht zwingend not-
wendig ist (wie z.B. f(x) = (x +2)?).

Die Kettenregel kommt z. B. dann zur Anwendung, wenn unter

der Wurzel ein (etwas umfangreicherer) Funktionsterm steht (z. B.
f(x) = V2x + 3). Auch wenn Summen potenziert werden (z.B.

bei f(x) = (x + 1)°), ist die Anwendung der Kettenregel hilfreich.

Sie haben als typische Aufgaben kennengelernt, ... Beispielaufgaben | Hilfe
... verkettete Funkti Is solch k di ie duf

ver ettete Lfn. ionen als solche zu erkennen und innere sowie duflere 1-4.6 5.38/5
Funktion zu definieren.
... verkettete Funktionen abzuleiten. 8,9 S.38/7
... wann die Kettenregel typischerweise zur Anwendung kommt. 9 S.39/10

Trigonometrische Funktionen und ihre Ableitungen

Abiturwissen

... trigonometrische Funktionen
aus den trigonometrischen Bezie-
hungen am Einheitskreis entstehen
zu lassen und dabei das Bogenmal3
mit dem Winkelma@ in Verbindung
zu bringen.

... trigonometrische Funktionen zu
untersuchen und dabei Periode und
Amplitude zu benennen sowie die
Wirkung der Parameter hinsichtlich
Verschiebungen und Streckungen
einzuschatzen.

... die Ableitung trigonometrischer
Funktionen zu bestimmen, auch
unter Zuhilfenahme der Kettenregel.

\ K15 ]

Das haben Sie gelernt

Wir haben als ,Termbaustein” die trigonometrischen Funktionen
hinzugenommen und sie z. B. mit Termbausteinen kombiniert, die
zu ganzrationalen Funktionen gehéren. Die trigonometrischen
Funktionen haben wir aus den trigonometrischen Beziehungen am
Einheitskreis gewonnen und dabei Gradmaf3 in Bogenmal umzu-
rechnen gelernt. Wir haben die Abhdngigkeit von Amplitude und
Periode von den Parametern trigonometrischer Funktionen
betrachtet.

Die Ableitung der Sinus- und Kosinusfunktion haben wir uns durch
graphisches Ableiten plausibel gemacht, anschlieBend mittels der
Kettenregel auf komplexere Funktionsterme erweitert.

Als typische Anwendungen fiir trigonometrische Funktionen haben
wir z.B. periodische Vorgénge wie Ebbe und Flut oder Blutdrucks-
kurven angeschaut und mithilfe der Differentialrechnung signifi-
kante Punkte berechnet.

Sie haben als typische Aufgaben kennengelernt, ... Beispielaufgaben | Hilfe
...G inB | i Einheitskrei
“radmaB in Bogenmal umzuwandeln und dies am Einheitskreis zu 13,4 5. 44/2
erkldren.
... trigonometrische Funktionen (oft unter Verwendung der Kettenregel) 9.12 5. 45/8
abzuleiten und Ausgangstermen ihre Ableitungsterme zuzuordnen. ' )
... trigonometrische Funktionen in Sachzusammenhéngen zu unter-
suchen 15,16 S.47/17-19
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ED Leiten Sie die Funktionen ab.
a) f(x) = gn-f b) f(r) = gn P Q) f() = 4n-r

a Versuchen Sie, sich zu erinnern (bzw. recherchieren Sie): Wie lautet die Formel zur
Berechnung des Volumens einer Kugel und wie die zur Berechnung ihrer Oberflache?

Wir betrachten eine Kugel und beobachten die Anderung
des Kugelvolumens, wenn der Radius sich andert.

Dazu wahlen wir zwei Radien: den Radius r, der Aus-
gangskugel 1 und den Radius r, einer kleineren

Kugel 2.

Die zugehdrigen Volumina lauten:

V, = %J‘t-r‘? und V, = %ﬂ-ri.
Die Anderung des Kugelvolumens von Kugel 1 zu Kugel
2 kann man sich als Kugelhiille vorstellen, also als innen
hohle Kugelschale mit der Wandstarke (r, —r,).

Die mittlere Anderungsrate des Kugelvolumens entspricht dem Differenzenquotienten
SRV bl ik

Hh-n Hh-n

B a) Uberpriifen Sie durch Ausmultiplizieren die Giiltigkeit folgender Formel:
x=y)-0C+xy+y) =X -y
b) Vereinfachen Sie mithilfe der Formel aus Teilaufgabe a) den Differenzenquotienten
4 3 4 3
_ gJT - ET[ -

V() = P—

Zur Ermittlung der momentanen Anderungsrate betrachten wir den Differenzenquotien-

ten V(r), wenn r, gegen r, wandert (oder umgekehrt), und bilden den Grenzwert:

R

lim V(r) = lim
L—h L—h n-r
B jrn-inn
3 Ermitteln Sie den Grenzwert lim V() = lim ~————— und interpretieren Sie das
. n—n n—h =1
Ergebnis.

Wir erhalten als Ergebnis: Vel (r) = 4qr* = Oxuger ().
Das heif3t: Als Ableitung des Kugelvolumens nach dem
Radius erhalt man die Kugeloberflache. Oder anders
ausgedriickt: Die Differenz zweier Kugelvolumina, deren
zugehorige Radien sehr dicht beieinander liegen, kann
als Kugeloberflache interpretiert werden.

Die Oberflache einer Kugel entspricht also der momenta-
nen Anderungsrate des Kugelvolumens.



Kapitel 1: Erweiterung der Differentialrechnung I: Ableitungsregeln

Alternativ kann man den Zusammenhang zwischen Kugelvolumen und Kugeloberflache auch
wie folgt herleiten:

Eine Kugel kann man sich aus unendlich vielen, infinitesimalen (unendlich kleinen)
Pyramiden zusammengesetzt vorstellen. Die Grundflachen dieser Pyramiden ergeben
zusammen die Kugeloberfliche; die Hohen der Pyramiden sind jeweils gleich dem
Kugelradius. Da das Pyramidenvolumen durch die Formel

Ve = %G -h gegeben ist und hier r = h ist, folgt: V, = %G -T.
Die Summe aller Pyramidengrundflachen nahert sich bei immer feinerer Unterteilung
der Oberflache der Kugel an, es gilt also:

Ve = %OK. r. Wegen Viga = %J‘[-r3 ergibt sich: %OK-r = %J‘[-rs.
B Erklaren Sie anhand der Gleichung % Ok-r= gn -, dass die Oberfliche einer Kugel
einem Grenzwert entspricht, und ermitteln Sie eine Formel fiir die Kugeloberfldche durch

Umstellen der Gleichung.
Aus dem Dargestellten ergibt sich die Frage nach der Ubertragbarkeit auf andere Fille.

u Uberpriifen Sie, ob der Zusammenhang zwischen der Ableitung des Volumens und der
Oberflache auch fiir andere Korper wie Wiirfel, Quader, Pyramide und Kegel gilt.

Im Folgenden betrachten wir weitere Zusammenhinge geometrischer Uberlegungen mit der
Differentialrechnung.

Der Satz des Archimedes liber Kugel und Kreiszylinder beschreibt den Zusammenhang zwi-
schen Volumen und Oberflache von Kugel und Kreiszylinder. Der Satz gilt als eines der groen
Resultate der Mathematik. Er geht zuriick auf Archimedes von Syrakus (etwa 287-212 v.Chr.)
und dessen Werk Uber Kugel und Zylinder zuriick, in dem er mithilfe von Methoden arbeitete,
die als Vorldufer der Methoden der modernen Integralrechnung angesehen werden kdnnen.
Der Satz lasst sich wie folgt angeben:

Fiir eine Kugel und einen Kreiszylinder, dessen Grundflache einem groB- ‘.
ten Kugelkreis der Kugel und dessen Hhe dem Kugeldurchmesser ent- ' ‘
spricht, stehen die Oberflacheninhalte und die Volumina beider Korper

0 inder \ inder @
jeweils in demselben Verhiltnis. Dabei gilt; —22m — 2 W

oKugeI VKugeI

Stellen Sie die Formel nach 2/)""‘“' um.

Kugel
Archimedes folgend, scheint dieses Verhaltnis fiir verschiedene Korper interessant zu sein. Man
kann durch Messen zeigen, dass bei gegebenem Volumen von allen Kérpern die Kugel die
kleinste Oberfldche hat. Das ist wichtig fiir die Abkiihlungsgeschwindigkeit verschieden groBBer
Massen: Die Abkiihlung erfolgt proportional zur GroBe der Oberflache, die beim GroBerwerden
jedoch langsamer wéchst als das Volumen, so dass gréere Massen langsamer abkiihlen als
kleine.

a Recherchieren Sie die GréB3e der Kaiserpinguine aus der Antarktis und die der Gala-
pagos-Pinguine, die in Aquatornihe leben, und erkliren Sie die GréRenunterschiede
auf Basis obiger Ausfiihrungen. Recherchieren Sie anschlieBend, was man unter der
,Bergmann’schen Regel” und unter,Allometrie” versteht, und setzen Sie es in Beziehung
zu den obigen Ausflihrungen.

Ableitungsregeln
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click & study

Das digitale Schulbuch
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Entdecken Sie das digitale Schulbuch click & study
und das digitale Lehrermaterial click & teach

Die Digitalisierung eroffnet zahlreiche interessante Mdglichkeiten der Unterrichtsorganisation
und stellt Sie und lhre Schilerinnen und Schiler zugleich vor neue Herausforderungen.

Mit unseren digitalen Losungen, dem digitalen Schulbuch click & study und dem digitalen
Lehrermaterial click & teach, prasentieren wir Ihnen deshalb Anwendungen, die vor allem
eines sind: einfach

» Einfach in der Navigation:

Im Mittelpunkt von click & study und click & teach steht immer das digitale Schulbuch,
sodass Sie die von uns eingebundenen und die von Ihnen hinzugefiigten Materialien
immer an der richtigen Stelle des Buches schnell finden konnen.

» Einfach in der Bedienung:

Bei der Gestaltung der MenUs und Bedienelemente haben wir darauf geachtet, dass
diese nicht Uberladen werden und selbsterklarend bleiben.



Digitaler Unterricht mit click & study und click & teach

» Einfach im Zugriff:

click & study und click & teach konnen Sie Uberall und mit allen Endgeraten, auf denen ein
aktueller Internetbrowser installiert ist, nutzen. Oder Sie laden sich einfach die fur Ihr End-
gerat passende App kostenfrei herunter. Damit Sie schnell mit dem digitalen Lehrermaterial
arbeiten konnen, erscheint click & teach frihestmaoglich mit einem Teil der Materialien und
wird sukzessive erganzt.

» Einfach in der Lizenzierung:

Egal ob Print Plus, Einzellizenz, Einzellizenz Box, Einzellizenz flex oder Kollegiumslizenz -
wir haben flr jeden Bedarf ein passendes Angebot. Bestellen kdnnen Sie ausschlielllich
auf www.ccbuchner.de. Das digitale Schulbuch click & study kann zudem via
www.bildungslogin.de genutzt werden.

» Einfach fur alle:

click & study und click & teach konnen miteinander verknipft werden — so funktioniert der
Unterricht bei Bedarf komplett digital — ideal fUr Tablet-Klassen und den digitalen Material-
austausch zwischen Lehrenden und Lernenden.



Interaktives Digitale Lehrermaterial

Inhaltsverzeichnis Arbeitsseite (nur in click & teach)
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Digitaler Unterricht mit click & study und click & teach

click & study und click & teach bieten:

Digitale Ausgabe des C.C.Buchner-Lehrwerks

Das jeweilige Schulbuch von C.C.Buchner ist als voll-
standige und digitale Ausgabe in click & study und in
click & teach enthalten. Sie konnen mit verschiedenen
Endgeraten (PCs, Macs, Tablets) online und auch
offline via App darauf zugreifen.

} JETZT BEI Z Ladenim -- ’ Desk(olprfoﬂ\avare a'ufd
> . ‘ www.click-and-teach.de
Google Play App Store .. kostenfrei downloaden

Interaktives Inhaltsverzeichnis

Das Inhaltsverzeichnis ermaglicht einen schnellen

Uberblick tber die Inhalte der digitalen Ausgabe des v v
Schulbuchs und die Navigation zwischen den Kapiteln.

Wird es nicht bendtigt, I1asst es sich einfach einklappen.

Digitale Arbeitsseite
0 Durch das Einfligen digitaler Arbeitsseiten besteht die
Moglichkeit, auf einer zusatzlichen leeren Seite eigene v v
Texte, Bilder, Links und Freihandzeichnungen zu hinter-
legen.

Umfangreiches Lehrermaterial

click & teach bietet umfangreiches digitales Zusatz-

material. Hier erhalt die Lehrkraft Zugriff auf perfekt

abgestimmte Materialien wie zum Beispiel Losungen, -— v
didaktische Hinweise, weitere digitale Lernanwendun-

gen, Animationen, zahlreiche Arbeitsblatter, Kopiervor-

lagen, Tafelbilder und vieles mehr.

Unterrichtsplaner

Der Unterrichtsplaner sorgt daflr, dass Sie in click

& teach alle Materialien immer in der gewtinschten Ab-

folge griffbereit haben. Strukturieren, kommentieren v
und prasentieren Sie die Materialien ganz nach Ihren

Wulnschen.

O
I
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Digitaler Unterricht mit click & study und click & teach

click & study und click & teach bieten:

Digitale Inhalte und Links

Uber Spots erhalten Schilerinnen und Schiler Zugriff

auf Links und Zusatzmaterialien, die im gedruckten

Schulbuch Uber Mediencodes zuganglich sind. So las- v v
sen sich z. B. Erklarvideos, gestufte Hilfen oder inter-

aktive Lernanwendungen einfach in das Unterrichts-

geschehen integrieren.

v

Toolbar mit vielen niitzlichen Funktionen

Der moderne Reader bietet Ihnen und lhren Schilerinnen

und Schlern nitzliche Bearbeitungsfunktionen wie

Markieren, Kopieren, Zoomen und Suchen. Dazu gibt v v
es das Lesezeichen sowie einen Freihandstift fur

Skizzen und Notizen.

Materialfreischaltung

Als Lehrkraft haben Sie in click & teach die Mdglichkeit,

Materialien fur eine ausgewahlte Lerngruppe oder flr v v
einzelne Lernende in click & study freizuschalten und

so schnell zu Ubermitteln.

Aufgabenpool

In diesem Bereich konnen die Lernenden Aufgaben

digital empfangen und wieder abgeben. Schiilerinnen

oder Schuler sehen beim Hochladen der Aufgaben v v
immer nur ihre eigenen Dateien. Den Uberblick tiber

den gesamten Aufgabenpool hat ausschlieBlich die

Lehrkraft.

Forum

Das Forum ist das digitale Pendant zum gemeinsamen

Gesprach im Klassenzimmer und funktioniert wie ein v v
Gruppenchat. So konnen sich Lernende und Lehrende

unkompliziert austauschen.

Materialimport

Das umfangreiche digitale Lehrermaterial konnen Sie

zudem mit Ihren eigenen Dokumenten wie Bildern,

Audios, Videos oder Textdokumenten anreichern. Mit -— v
dem Materialimport laden Sie diese Dateien hoch und

platzieren sie mit einem eigenen Spot auf den digitalen

Schulbuchseiten.




Lizenzmodelle click & teach

In click & teach sind immer die vollstandige, digitale Ausgabe des C.C.Buchner-Lehrwerks
und umfangreiches Lehrermaterial enthalten. Die Laufzeit jeder click & teach-Lizenz gilt,
solange das C.C.Buchner-Lehrwerk als gedrucktes Schulbuch lieferbar ist, i.d.R. sind das
mehrere Jahre.

teach

Einzellizenz Einzellizenz Kollegiums-

Box flex lizenz

beliebig viele
Lizenz- ] : ] Lizenzen fur Ihr
anzahl Fachkollegium (inkl.

Referendare)

fur das komplette
Weitergabe nicht Ubertragbar nicht Ubertragbar ubertragbar* Fachkollegium
(inkl. Referendare)

digitaler Box inkl. Scheck- direkte direkte
Zugang Freischaltcode  karte mit Freischalt-  Freischaltung im Freischaltung im
per E-Mail code per Post Schulkonto Schulkonto
Verfiig- im personlichen im personlichen im verknipften im verknupften
barkeit Nutzerkonto Nutzerkonto Schulkonto Schulkonto

*Die Einzellizenz flex kann beliebig oft an eine andere Person Ubertragen werden.

Auf www.ccbuchner.de kdnnen sich Lehrkréafte (auch jene
im Referendariat) mit ihrem Schulkonto verknipfen und
folgende Funktionen nutzen:

> click & teach-Lizenzen erwerben und nachkaufen
In wenigen Schritten konnen Uber die Auswahl des Fachs %
und des Bundeslands die Kollegiumslizenz sowie die Einzel-
lizenzen flex per Rechnung an die hinterlegte Schule erworben
werden. So kann click & teach direkt genutzt werden — ohne Wartezeit!

> click & teach-Lizenzen verwalten und iibertragen
Daneben kann die Zuordnung der Lizenzen zu Mitgliedern des Fachkolle-
giums eingesehen und verwaltet werden. Fachfremden Lehrkraften kann
ebenfalls manuell eine Lizenz zugewiesen werden. Wurde eine Einzellizenz
flex erworben, erfolgt im Schulkonto die Zuordnung bzw. die Ubertragung.

» Zugriffsrechte verwalten Erklarvideos
Im Schulkonto konnen fir alle verknipften Kolleginnen und Kollegen die Rechte Schulkonto
(Lizenzen kaufen, Lizenzen verwalten, Zugriffsrechte bearbeiten, Schuldaten
bearbeiten und Schulkollegium verwalten) individuell vergeben werden.



Digitaler Unterricht mit click & study und click & teach

Lizenzmodelle click & study

Auch in click & study ist immer die vollstandige, digitale Ausgabe des C.C.Buchner-Lehrwerks
enthalten. Die Schdlerinnen und Schdler erhalten Zugang zu ihrem digitalen Schulbuch Uber

einen Freischaltcode, der per E-Mail an sie verschickt wird. Verflgbar ist click & study dann im
personlichen Nutzerkonto der Schilerinnen und Schdler. Die Lizenzen sind nicht Ubertragbar.

m Einzellizenz Print Plus
study

Wenn das gedruckte Schulbuch
eingeflhrt ist, ist pro Buch

Prei N Iprei
rets SIEpEs eine Jahreslizenz fur nur
€ 1,70 erhaltlich.
Laufzeit 12 + 1 Monat ab Freischaltung 12 + 1 Monat ab Freischaltung
Lizenz- 1 1
anzahl pro eingefihrtem Schulbuch

Sie haben Fragen?

Unsere Kolleginnen und Kollegen in der Digital-Beratung helfen Ihnen gern:
E-Mail: click-and-teach@ccbuchner.de | click-and-study@ccbuchner.de

Weitere Informationen:
www.click-and-study.de
www.click-and-teach.de
www.ccbuchner.de/schulkonto

Erklarvideos click & study
und click & teach




mathe.delta — Hamburg

Ly
nl

mathe.delta 5 mathe.delta 6

ISBN: 078-3-661-61205-8 ISBN: 978-3-661-61206-5
Ladenpreis: ca. € 28,50 Ladenpreis: ca. € 28,50
Erscheint im 2. Quartal 2023 Erscheintim 2. Quartal 2023

mathe.delta — Hamburg

mathe.delta — Hamburg ist optimal auf den neuen Bildungsplan zugeschnitten und ermoglicht
somit einen praxisnahen sowie zeitgemalien Mathematikunterricht.

Das macht mathe.delta - Hamburg so besonders:

» Das Lehrwerk bietet umfangreiches Aufgabenmaterial auf verschiedenen Anforderungsniveaus
zur Differenzierung und Selbstkontrolle.

P Inhalte und prozessbezogene Kompetenzen werden optimal verzahnt.

P Extra gekennzeichnete Sprachaufgaben trainieren unter anderem Textverstandnis und
Fachsprache.

» Schilerinnen und Schiler werden durch eine geeignete Schulung der Operatoren besonders
unterstutzt.

» Medienkompetenzen werden von Anfang an im Schulbuch integriert und in sinnvoller
Progression immer weiter ausgebaut.

P Integrierte Lernvideos, die via Mediencode abgerufen werden, kdnnen unterstiitzen den
Lernprozess.



mathe.delta - Hamburg Sekundarstufe |

Erganzend zum Schulbuch

Ergénzend zum Lehrbuch bieten wir auch das passende Arbeitsheft mit zusé&tzlichen Ubungs-
aufgaben zum Wiederholen, Festigen und Vertiefen. Sie finden die Losungen als Einleger, der
selbstverstandlich auch herausgenommen und eingesammelt werden kann.

‘! ﬁt Arbeitsheft 5

Arbeitsheft 6
ISBN: 978-3-661-61215-7 = . ISBN: 978-3-661-61216-4
Ladenpreis: ca. € 8,50 mathe.delta Ladenpreis: ca. € 8,50

Erscheintim 2. Quartal 2023 Erscheint im 2. Quartal 2023
-

Die digitale Lernumgebung von mathe.delta — Hamburg 5 und 6:

Fir Schiilerinnen und Schiiler:

Das digitale Schulbuch click & study bietet neben der vollstandigen digitalen Ausgabe des Lehrwerks
einen modernen Reader mit Bearbeitungswerkzeugen, direkten Zugriff auf Links und Zusatzmaterialien
sowie die flexible Nutzung auf verschiedenen Endgeraten — online und auch offline via App.

click & study 5

Digitale Ausgabe
Bestellnummer: WEB 612051
Preis: ca. € 6,50

oder

€ 1,70 (bei Einflhrung des
gedruckten Lehrwerks)
Erscheintim 2. Quartal 2023

Fir Lehrerinnen und Lehrer:

Das digitale Lehrermaterial click & teach bietet die Inhalte des Schulbuchs und Zusatzmaterial Uber Spots
auf den Buchseiten, z. B. Losungen, Kopiervorlagen, Arbeitsblatter und digitale Materialien. Eine Umge-
bung, in der eigene digitale Materialien eingebunden werden kdénnen, und ein Unterrichtsplaner unterstitzen
Sie bei der Vorbereitung lhres Unterrichts. Daflir stehen lhnen praktische Werkzeuge zur Verfiigung.

click

click & teach 5 Einzellizenz
Digitales Lehrermaterial
(Digitaler Freischaltcode)
Bestellnummer: WEB 612251
Preis: € 31,50

Erscheintim 2. Quartal 2023

& &
teach study

click & study 6

Digitale Ausgabe
Bestellnummer: WEB 612061
Preis: ca. € 6,50

oder

€ 1,70 (bei Einflihrung des
gedruckten Lehrwerks)
Erscheintim 2. Quartal 2023

click & teach 6 Einzellizenz
Digitales Lehrermaterial
(Digitaler Freischaltcode)
Bestellnummer: WEB 612261
Preis: ca. € 31,50
Erscheintim 2. Quartal 2023

Weitere Informationen zum digitalen Schulbuch click & study und zum
digitalen Lehrermaterial click & teach finden Sie auf auf www.click-and-study.de und

www.click-and-teach.de.




Sie wiinschen personliche Beratung?
Unser Schulberater fiir Hamburg ist fiir Sie da
— vor Ort, telefonisch und online:

Dr. Matthias Lentz

Mobil: 0171 6012386
EMail: lentz@ccbuchner.de

Oder
direkt iliber:

m] 10
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CCBUCHNER L63025 ek

Stand: Mé&rz 2023. Anderungen und Irrtiimer vorbehalten.



