| KI5

K1/6

K4/5

6

1 Die Bedingung f"(x,) = 0 ist notwendig: Wenn die Bedingung nicht erfiillt ist, Ay
dann gilt f'(x;) < 0 oder f'(x,) > 0, d.h. der Graph von fist dann streng 2T G
monoton fallend bzw. steigend. Dann ist aber x, keine lokale Extremstelle. 1
Die Bedingung f(x;) = 0 ist nicht hinreichend: o o/ L,
X
Beispiel: Fiir die Funktion f mit f(x) = x3, D; = R, gilt f'(x) = 3x? und damit i N 13
f(0) = 0.
Der Graph von f hat aber an der Stelle x, = 0 keinen Extrempunkt, sondern
einen Terrassenpunkt.
2 a) Ableitungen: f'(x) = 2x3 + 2x2—4x; " (X) = 6X2 +4x—4
Monotonie und Extremstellen:
X)) =0 & 23 +2x2-4x=0 & 2x(x2+x-2) =0 = x,=0
112412 —1:3
Xypp = 5 = :>x1=—2;x2=1
Monotonietabelle:
X X< =2 X, =2 -2<x<0 Xy =0 x> 2 X, =1 x>1
, B f-1)=4>0 0 f(y=-2.0 0 2 =16>0
F 63 TS0 zw + VZW 2) 4 VZW +
von —nach + von + nach — von —nach +
G¢ AW T, 21f(=2) Val H(0If(0)) W T,(1If(D) Val
Wendestellen:
f"X) =0 & 6X2+4x-4=0 < 2B3x2+2x-2) =0
_2:\22-4:3-(2) _ 2427 _ -1:V7
= X2 = 23 =76 "~ 3
ist jeweils einfache Nullstelle von f” und damit Wendestelle von G,.
Kriimmungsverhalten:
-1-V7 _-1-V7 -1-V7 -1+V7 _ —1+\V7 -1+V7
X X<—5 Xy 3 3 <X<—3 X, 3 X>—
() f"(<2) =12>0 0 f7(0) =-4<0 0 1) =6>0
+ VZW von + nach — - VZW von —nach + +
G¢ linksgekriimmt W, rechtsgekriimmt W, linksgekriimmt
Zeichnung: y
T+ Gf/
SN S AN
-3 -2 /ey 2
o
2
-2+
Uy
_4——
_5——
LI
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b) Ableitungen: f'(x) = 3x3-6x2; f”(x) = 9x2—12x

Monotonie und Extremstellen:
X)) =0 & 3C-6x2=0 & 3x2(x-2) =0 = x; =0; x, =2
Monotonietabelle:

X x<0 Xx; =0 0<x<?2 Xy =2 X > 2

F (%) f-1)=-9<0 0 (1) =-3<0 0 3 =27>0
- kein VZW - VZW von —nach + +

Gy AW Terrassenpunkt \ TQIf(2) /

Wendestellen:

"X =0 & Ix?-12x =0 & 3x(Bx-4) =0 = x, =0; x, = % ist jeweils einfache Nullstelle
von f” und damit Wendestelle von G.

Kriimmungsverhalten:

X x<0 x; =0 0<x<% x2=% x>%
0 f7-1) =21>0 0 (1) =-3<0 0 7(2) =12 >0
+ VZW von + nach — - VZW von —nach + +
G¢ linksgekrimmt | W, Terassenpunkt rechtsgekriimmt W, linksgekriimmt
Zeichnung: y
G| 2T
‘I__
| | Wy | Ly
B 12 |3x
_‘|——
1 W,
31
-4+ -
c) Ableitungen: f'(x) = %x3—%x2 -x; f7(x) = x2 —%x— 1
Monotonie und Extremstellen:
fx) =0 %x3—%x2—x =0 & %x(x2—2x—3) =0 & %x(x—B)(x+1) =0 = x; =-1;
X, = 0; X3 = 3
Monotonietabelle:
X x< -1 X, =-1 -1<x<0 X, =0 0<x<3 X3=3 Xx>3
o) = 11 0 r 1y = 7 0 (1) = _4 0 () = 20
f,(X)f(z)—_12<0 VZW f(2)+24>0 VZW (1) _3<0 VZW ' (4) +3>0
von —nach + von + nach — von —nach +
G AW T, 11f(-1)) Vel H(I1f(0)) AW T,BIf(3) Val
Wendestellen: 2
4 52 -4 16D Fe3VI3
k) =0 & X2-3x-1=0 = x;, = 3 = 5 =§(21\/13);

X, = %(2 -V13);x, = %(2 +V13) ist jeweils einfache Nullstelle von f” und damit Wendestelle von G..
Kriimmungsverhalten:

X x<%(2—\/ﬁ) x1=%(2—\/§) X, <X <X, x2=%(2+\/§) x>%(2+\/ﬁ)

o | D = 250 0 /(1) =-3<0 0 @) =2>0
+ VZW von + nach — - VZW von —nach + +

G¢ linksgekrimmt W, rechtsgekriimmt W, linksgekrimmt
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Zeichnung:

d) Ableitungen: f'(x) = x2—6x+8; f”(x) = 2x—6
Monotonie und Extremstellen:
FX) =0 x2-6x+8=0 o X-2)(x-4) =0 = x;,=2;x,=14
Monotonietabelle:

X X< 2 Xy =2 2<Xx<4 X, =4 X> 4
F () ff(1)=3>0 0 ff3)=-1<0 0 f(5)=3>0
+ VZW von + nach — - VZW von —nach + +
Gy / HQIf(2) N T(41f(4) /
Wendestellen:
f”(x) =0 & 2x-6 = 0 = x, = 3 ist einfache Nullstelle von f” und damit Wendestelle von G.
Kriimmungsverhalten:
X x<3 X, =3 x>3
(0 f7(2) =-2<0 f7(4) =2>0
- VZW von —nach + +
G¢ | rechtsgekriimmt W@BIfQ3) linksgekriimmt
Zeichnung: Ay
3+ H G
51 W
1+ T
NN ARE TR AR
4
i

3 a) Die Aussage ist wahr, da G, (mindestens) drei Stellen mit waagrechter Tangente besitzt.

b) Die Aussage ist fiir x — +co wahr, da sich G;an die x-Achse anschmiegt und damit auch die
Steigung von G fiir x — +oo gegen null konvergiert.

¢) Die Aussage ist wahr, da G;an der Stelle x, = 0 eine waagrechte Tangente besitzt.

d) Die Aussage ist wahr. Im Hochpunkt bei x, = 2 ist der Graph rechtsgekriimmt. Da er sich fiir
X — +o0 an die x-Achse anschmiegt, ist er dann linksgekriimmt. Somit muss es im Intervall ] 2; + oo
eine Stelle x, geben, fiir die f”(x,) = 0 gilt.

Schulbuchseite 8




k6 4 a) P(-111,5) € G; = fa,b(—l) =15 = () b-al=1,5
QB124)e G = f, ,3) =24 = () b-a3 =24
’ 4
(D:() a% =16 = a =116 =2
Einsetzenin(): b=1,5-2=3
f 500 = 3.2%
Der Graph sz , ist streng monoton steigend auf R und es gilt Xle_mfz, ; () = 0 sowie
Xli)rr]mfzj(x) = too,
1 1 H_1

b) P(—2|§)€ Gf = fa,b(—2) = 3 = (|) b-a?2= 3
QQ127)e Gy = f, () =27 = () b-a2 =27
(D:()a*=81 = a=181=3
Einsetzenin (): b = % 32=3
fi 500 =3-3"
Der Graph Gf3 , ist streng monoton steigend auf R und es gilt xli)m_wfl3 (x) = 0 sowie
XIL"lwa,B (X) = +oo.

) P(-3|5)eG =, , () =-53 = Ob-a’=—
Q(11-8)eG; = fa,b(l) =-8 = (I)b-al=-8
():() a4 =16 = a = V16 =2
Einsetzenin (): b = —% 223 =4
fy, 0 =~4- 2%
Der Graph sz,_4 ist streng monoton fallend auf R und es gilt Xli_)mﬂfz’_[* (x) = 0 sowie
lenloofzv—“ ) = —oe.

d) P414)eG = f, ((4) =4 = ()b-a*=4
Q(-1]3)eG = f,,cD=5= () b-al=3
M:)a>=§=a=3

2
4
Einsetzenin (): b = 4 - (%) - %

1 (1\%
fo,5:025 ) = Z’(f)
Der Graph Gf0,5;0,25 ist streng monoton fallend auf R und es gilt Xllmmfo,s;o,zs (X) = +o0 SOWie

im o605 00 = 0.

ks 5 a)log;125 =x & x = logy5> =3
b) log, 512 =3 & x3 =512 o x=1512=8
€ 3:-271=48 & "1 =16 & 21 =2 = x+1=4 = x=3
d) 5%-4.5%=0 & 5*-(5*"-4) =0
1 5% = 0: Diese Gleichung hat keine Lésung.
2 55-4=0e 5 =4 x=log4
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3 6 a) Méglicher Funktionsterm:

b)

(w7 a)

b)

4]

f(x) = 100 % - 0,6" bzw. f(X) = 0,6

1 0,6°=05 < x; =10g,,0,5~1,36
2 0,6°=0,25 o x, =log, (0,25 ~ 2,71

Mit f6) = a-sin[bx = 0] + d gilt ¢ = -3:
Verschiebung um Z Lédngeneinheiten in
negative x-Richtung

a = —2: Streckung in y-Richtung mit dem
Faktor 2 und Spiegelung an der x-Achse

d = 1: Verschiebung um 1 Langeneinheit
in positive y-Richtung

Mit f(x) = a-sin[bx — 0] + d gilt:
f(x) = 3cosx—2 = 35in(x+§)—2

= —J: Verschiebung um 5 Langeneinheiten
in negative x-Richtung

a = 3: Streckung in y-Richtung mit dem
Faktor 3

= -2: Verschiebung um 2 Langeneinheiten
in negative y-Richtung

Streckung in x-Richtung mit dem Faktor %;
Spiegelung an der y-Achse
Streckung in y-Richtung mit dem Faktor 4

Verschiebung um 1 Langeneinheit in positive
y-Richtung

Ay
1 Gf
Ay
I Gf
y—O,S\\T‘ —
y=025 | Ty e e
X1 X X
by
Gy 3
J -~ ~ T b ;
- x 7 2 7 3
by C
/ / R
G, n . —% 7 3% 2F i
T \ / '
AR \ /
Gf =
/ 7 |/
by
Gf:
] F\ [\
[ \ s
[ [
[ 3 [
[ [ [
2 [ [
) | [
[ \ |
/ | % : s
NTES 2o LN I\ 3f
\ e T ]
\ ISR /
\ 2 \
J -3




Ké

K1/4

Ka4/6

K4/6

Stammfunktion, Produkt
und Kettenregel

Einstieg

Die Auftaktseite eines Kapitels enthalt zwei verschiedene Elemente:

Zunéachst werden die Schiilerinnen und Schiiler mit einem offenen Einstiegsbeispiel an das neue
Kapitel herangefiihrt. Zentral ist dabei immer der Anwendungsbezug: Kein Lehrplaninhalt ist rein
innermathematisch, sodass den Schiilerinnen und Schiilern von Beginn an gezeigt werden sollte,
dass Mathematik nichts Abstraktes ist, sondern oft in ihrem Leben vorkommt. In einem Unterrichts-
gesprdch zur Auftaktseite konnen viele der kommenden Lerninhalte schon heuristisch erarbeitet,
Vermutungen gedufiert und Zusammenhange erschlossen werden.

B Individuelle Losungen, z.B. Erhohung der Menge der Treibhausgase in der Atmosphdre durch
Verbrennung fossiler Brennstoffe, Abholzung von Waldern

B Individuelle Losungen: Nur der dunkelblaue Graph der Temperaturkurve halt die 1,5°-Grenze ein.

B Mogliche Losung: Die Funktionen konvergieren fiir grofle Werte von t, ganzrationale Funktionen
divergieren fiir t — + oo,

B Mogliche Losung: Um den Zeitpunkt der starksten Temperatursteigung zu ermitteln, muss man
in allen Punkten des Graphen eine Tangente legen und an diesen die Steigung messen. Um den
groBten Anstieg rechnerisch zu bestimmen, kénnte man den Funktionsterm ableiten, um dann
von der nun erhaltenen Ableitungsfunktion das Maximum und somit den grofiten Wert der Stei-
gung der Ausgangsfunktion zu berechnen.

Ausblick

Die Aufzdahlung am Ende der Seite bietet einen Ausblick auf die wesentlichen Lernziele des Kapitels
und schafft so eine hohe Transparenz fiir Lernende und Lehrkrafte. Durch einen informierenden
Unterrichtseinstieg konnen sich Lernende und Lehrkréfte auf das Kommende einstellen.
Idealerweise wird im Unterricht der Bezug hergestellt zwischen der Einstiegssituation und den

im Ausblick angegebenen Lernzielen.
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1 1.1 Scharen ganzrationaler Funktionen

K1/5 m f,(0) = 2,4 unabhdngig von a. ‘\
f?(x) = 2ax + 1; f,(0) = 1 unabhéngig \
von a. v
Damit ergibt sich ein Abwurfwinkel von
45° (unabhéangig von a). Go.3 q

K1/4 B a muss negativ sein, da eine Wurf- \
parabel aufgrund der Erdanziehung <
immer nach unten geoffnet ist.

K5/6 B 4,025m in horizontaler Richtung vom
Abwurfpunkt entfernt muss der Ball
eine Hohe von 3,05 m haben, d. h. es -
gilt f,(4,025) = 3,05.
Damit ergibt sich: Goo1
4,025% + 4,025 + 2,4 = 3,05

5400
35001 ~ 0,21,

s
GO,l/ g

t - .
=~ o | e = | Vv
1 == 1 1

6 =5 4 3.~

S

=a=-

Nachgefragt

K1/5 m Die Aussage ist falsch. Gegenbeispiel: Fiir f_: x — a2, D¢ =R,aeR,gilt f,=fK=1
K1/6 m Die Aussage ist falsch. Gegenbeispiel: Die Gerade mit der Gleichung x = 1 verlduft parallel zur
y-Achse und ist nicht der Graph einer (linearen) Funktion.

Aufgaben

ki/s- 1 a) ggehort zur Funktionenschar: g(x) = f_,(x).
b) h gehort nicht zur Funktionenschar, da 2a +3=10=>a=3,5, aber ;é 4 gilt.
c) k gehort nicht zur Funktionenschar, da =6=a=2,aber2-2+ 3 7 # 5 gilt.

ks 02 f(x)= %x3 + %xz +ax; fl(x) =x2 + %x +a; f7(x) = 2x +%
a) f,00) = % -0° +%- 0% +a- 0 =0 unabhingig von a.
Also verlaufen alle Graphen von f_ durch den Ursprung.
b) 1 f,cD=263 ’+5 D’+a-(2=2
2
3
2 f}(x) =0 hat (mindestens) eine Losung.
) =0 x2+ %x +a=0istlosbar,
wenn fiir die Diskriminante

d)
14
©-2a2-Fa+4=0=a,=-3;a,=

|
2)2 4 i I
D=(5) _4.1.a=§—4a20gllt, -5 ?
d.h.a3<1=a<1.
3 F=412+2.14a=4 53}

©al-3a+2=0=a,=1a,=2

0 fIx) = 04:>2x+——0<:>x——1,

fo(-3) = 3w -2 Pal-3l53 1)

12 Schulbuchseite 10-12



1.1 Scharen ganzrationaler Funktionen

kes >3 a) 1 a=0 2 mogliche Lésung: a =5
y A Yy A
34+ 34+
2+ 2+ G,
14 Gs, 14
| | | | | | | | - | | | | | | | | | -
T T T T T 0 T T T T T P T T T T T 0 T T T T o
T S A M SO R S R M e e e M O I 45 X
3 mogliche Losung: a 4 mogliche Losung:a =-3
Yy A
34
2+
1 G
1 = —t—t— =t
-5 -4 -3 -2 -1 ] 5 X -5 —4 —3%__ 1 2 45 X
5 mogliche Losung: a =17
y A
2+
1 Gry,
1+t —"1+——
b e e S I S A A /A E
_2 _
b) mdogliche Losungen:
1 f,x)= (%)2 - 2x2 = %x‘* ist ganzrational und besitzt nur einen geraden Exponenten.
2 (9 = (£)72x2 - 5x +10) = 7-(2x* = 553 + 10x9); F5(x) = 7(8x3 — 15x2 + 20%)
= 7¢(8x2 - 15x + 20)
fi(X) =0 = x(B8x2-15x+20) =0=x, =0
Die quadratische Gleichung 8x2 — 15x + 20 = 0 hat die Diskriminante
D=152-4-8-20=-415<0.
3 a=15>0
fs() = 1i6(8x3 —45x2 + 60%) ; f1(X) = 3.i2(12x2 - 45x% + 30)
Gy, besitzt Wendepunkte, da die Gleichung 12x? - 45x + 30 = 0 losbar ist,
da die Diskriminante D = 45— 4 - 12 - 30 = 585 > 0 ist.
kis >4 a) 1 Individuelle Losungen mithilfe einer DMS
2 fi(x) = 4kx’ -2k = 2k(2x3 - 1)

0 =0e0e-D=0=x=1=131
k<O k>0
XS%VZ XZ%W XS%VZ XZ%W
f,k(x) + - _ .
Monotonie Va N \ g

Schulbuchseite 3/4
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1 1.1 Scharen ganzrationaler Funktionen

b) f7() = 1200 f(33/4) = 12k~ (334 )* % 0
Jeder Graph der Schar hat einen Extrempunkt an der Stelle x = %3 4 unabhdngig von k.

Sie liegen auf der Parallelen zur y-Achse mit der Gleichung x = 23/4.
) f(x) = 12kx2

k<0 k>0
fg(x) - +
Kriimmungsverhalten rechtsgekriimmt linksgekriimmt

d) f O =k- 0% -2k - 0 = 0. Der Ursprung liegt auf jedem Graphen Gy,
fl 0 = -2k
Tangentengleichung: ty:y = —2kx

ks 05 a) fi(x) = —%x3 +2x; fY(x) = —%xz +2
ffx)=0& —%xz +2=0=x2= %t =Xy, = t%\/ﬁ sind jeweils einfache Nullstellen von f{" und
damit Wendestellen von f,.
1 _ 1 1.2,1._5 1 5.\, 1 5
= ft(ig\/ﬁ) =77t . §t + §t = Et = W1(‘§ﬁ|§t)’ W2<+§\/§|Et)

Y
4]

b)

h(xw) =h(53V38) = - 3t=15t =y
Der Ursprung liegt zwar auf G, ist aber nicht Wendepunkt eines Graphen Gy, (t>0).
¢) Extremstelle von f: f{(x) =0 <:>%x(—x2 +)=0=x,=0, X3 = +\t
f7(Vt) = 4 > 0; an der Stelle x,, = Vt hat Gy einen Hochpunkt H(\/f|%t).
Der Kanal hat eine Tiefe von mindestens 4 m, wenn ft(\/f) >4,d.h. t>8gilt.
Der groBte Steigungswinkel liegt im Wendepunkt vor: Fiir t = 8 ist x,, = %\/3— = %\/g
f;(%\/g) =-Z. (%\/3)3 +2-2V6 = SV6; tana = 5V6 = 0= 65,3°

Das Modell geniigt den Anforderungen nicht, da bei einer Kanaltiefe von mindestens 4 m der grofite
Boschungswinkel groBer als 65° ist.

Ay _ 40-20 _ 2

k2/3 > 6 a) z.B.rote Gerade: Steigung k = A= C10-20- "3
fa(5) = ~2.5+20-20-(-3) =30
Der Punkt (5130) liegt auf der roten Geraden.
b) k;,k,e Rundk, #k,, fkl(x) = sz(x) & kyx+20-20k, =k,x+20-20Kk,
& ky(x-20) = k,(x - 20) = x = 20; f, (20) = 20k + 20 - 20k = 20
P(20120) ist gemeinsamer Punkt aller Graphen von f,.

14 Schulbuchseite 12/13



K2/5

K2/3

7

8

1.1 Scharen ganzrationaler Funktionen 1

c) Der (negative) Parameter k muss groBer werden. Bendétigt man bei gleicher AuRentemperatur eine
geringere Vorlauftemperatur, so muss die gewdhlte Gerade im dargestellten Koordinatensystem
flacher werden.

d) f,(-10) = 60 < ~10k + 20 - 20k = 60 &> 30k =40 = k = -4

e) Die gestrichelten Geraden verlaufen jeweils parallel zur durchgezogenen Gerade gleicher Farbe.
Der Parameter t verschiebt die Gerade parallel zur y-Achse.
Beispiel: fk,t(x) =kx+20-20k +t
Der Parameter t sorgt damit fiir eine konstante Erh6hung oder Verminderung der Vorlauftemperatur.

a) y A e
21

b) f,(0) = %tz 0% +t-0%+0 = 0; alle Graphen der Schar verlaufen durch den Ursprung.
fr(9) = %tzx2 +2tx + 1; f{(0) = 1 unabhéngig von t

Tangentengleichung: t,:y = x

NI 4 3\ 3
0 =12 +2x+1=15tx(tx+3) =0=x,=0;x,=-

2t
0 f (-3 2h2. (27, .9 _3__3
O =0;f(-2) =5t ( 8t3)+t Pt
3

. “w_ 1
Steigung: m = —% =2

T2t
Geradengleichung: y = %x, unabhdngig vom Parameter t.
d) f7(x) =%t2x+ 2t=0 :t(%tx+ 2) =0=Xx= %:> f;(%) =2,5
Alle Wendetangenten haben die gleiche Steigung.

e) Angenommen, die Graphen haben mehr Punkte als nur den Ursprung gemeinsam:
f, 00 =f () < gt%xi‘ +t,x2+x= gtgxi‘ +1,X2 + X @gt%xi‘ +t,x2 = gt§x3 +t,x2
e+t =gtx+t, o x(513-413) =t, -, @ x(t-t) (t +t,) = t; - t,
Fiir t, = -t, haben zwei Graphen der Funktionenschar nur den Ursprung als gemeinsamen Punkt.

a)

b) c beschreibt die maximale Hohe, die die Kugel
bei ihrer Flugbahn erreicht.

Realistischer Wert fiir b ist z.B. b = 152

v GO,3; 2;3
~Go,8;2i1

[

=225 fap O = —“1;32 unabhéngig von b und ¢
Fiir die GroBe ¢ des Abwurfwinkels gilt: tano =f,
abhangig.

d) Individuelle Ergebnisse

Hinweis: Als optimale Abwurfwinkel gelten beim Kugelstoen Winkel zwischen 37° und 40°.

C) f (X) _ Vl;az 10

a,b,c

(0). Also ist dieser nur vom Parameter a

Schulbuchseite 13 15



1

1.2 Stammfunktionen

m Die Funktion F hat bei x, = 0 eine waagrechte Tangente, da die Ableitungsfunktion dort eine
Nullstelle hat. Da die Funktion f = F” an der Stelle x, = 0 keinen Vorzeichenwechsel hat, liegt bei

K1/4

K4/6

G kein Extrempunkt vor.
m Individuelle Ergebnisse. Moglicher Graph:
Y A

3__
24+ G
[ I/— [ [ [ =
T T 0 T T L
-3 - 12 3 x

Nachgefragt

m Die Aussage ist wahr. Sind F, und F,, zwei Stammfunktionen von f, so gilt:

K1/5

K1/6

F1) = F,(0) = f(x) - f(x) =0,d.h. F,(x) = F,(x) = ¢, ce R.

m Die Aussage ist fiir eine lineare Funktion wahr. Fiir eine lineare Funktion f: x> mx +t; m, t € R,

ist die Funktion F: x — %mx2 + tx eine Stammfunktion. Der Graph

von Fist eine Parabel, die in

y-Richtung so verschoben werden kann, dass sie die x-Achse nicht schneidet. Die zur verschobe-
nen Parabel gehorende Funktion F : x+— F(x) + ¢, c € R, ist ebenfalls eine Stammfunktion von f.

Die Aussage ist fiir eine quadratische Funktion falsch.

Gegenbeispiel: f: x — x2. Die Stammfunktionen von f sind die Funktionen F : x — 1x34¢, von

denen keine ohne Nullstelle ist.

Aufgaben

1 Abbildung 1 : Der Graph G, verlduft im Intervall[0; 1] oberhalb der x-Achse, d. h. der Graph einer
Stammfunktion der Funktion f ist in diesem Intervall streng monoton steigend. Dies schlie3t den

K1/4

K5

16

Graphen in Abbildung B aus.
Damit gehoren die Abbildung A und C zu Stammfunktionen von f.

=_ 1. 4,53 2
2 a) F,0= X+ X = X2+ X
—_ 14,53
F,x) =-35x +eX = X2+ xX+2
—_ L4 .53 2. y_
Fi(x) = X +eX -x2+x-3

b) f(x) = 4(x + 3)> — 2 = 4x2 + 24X + 34
F,(0) = §x3 +12x° + 34x
Fo(9 =353+ 12x% + 34x + 4
F,(0 = §x3 +12x% +34x -1

€ f)=K62-1DK2+1)-x4=-1
Fi) =—xF,00 =1-xF;0) =—x-3

—y_Lya_2.3. —_ 1.4 2.3 . —_ 14
d) F,x) =x 16X 9x,F2(x) e —5x +x+2;F.(x) T
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K1/5

K1/4

K1/4

K1/4

K1/5

3

4

1.2 Stammfunktionen 1

a) 1 FR=55x4-2x2+GFQ =55-2"-2:22+c=02=c=44
F(x) =21—0x4—%x2+4,4

2 FRX)=2X0+x4-2x3-x+GF)=2+1-2-1+c=3=c=3
F(X) =2x> +x4-2x3—-x+3

3 F(x)=%x4—%x3+x+c;F(—1)=%+§—1+c=%+c=1:>c=%
F(x)=%x4—%x3+x+% ;
4 F(x)=\/5x3—%x+c;F(\/§)=\/§-(\/§) —%-\/5+c=3+c=3:>c=0

= 31
FX) = V2 x X
b) Es gibt solche Stammfunktionen, da XE}rpr(x) = +oo und XE}rDmF(x) = +oo,
Es gibt keine solche Stammfunktionen, da Xll)erF(x) =—c und XETDOF(X = +4oo,

Es gibt solche Stammfunktionen, da lim F(x) = +cound lim F(x) = +oco.
X—>—o00 X—>+00

N W N -

Es gibt keine solche Stammfunktionen, da XETMF(X) = —oo und XE)TMF(X) = +oo,

a) Im Intervall ]—oo; —1]ist G, streng monoton fallend. An der Stelle x = -1 hat G einen Tiefpunkt, im
Intervall [ -1; +oo[ ist G, streng monoton steigend. An der Stelle x = 2 hat G, einen Terrassenpunkt.
An der Stelle x = 0 besitzt G einen weiteren Wendepunkt.

b)

G, — Gg, da die Parabel nach unten gedffnet und weiter als G, ist.
G, —G,, da die Parabel nach unten getffnet und enger als G ist.
G, — Gy, da die Parabel nach oben gedffnet und enger als Gy ist.

G, -Gy, da die Parabel nach oben gedffnet und weiter als G ist.
G, -G, da G eine konstante Steigung hat.
a) Gy ist der Graph der Ableitungsfunktion.

G, kann nicht zur Ableitungsfunktion von f gehdren, da G, im Intervall [0; 1] unterhalb der x-Achse
verlduft, G; dort aber streng monoton steigt.

G kann nicht zur Ableitungsfunktion von f gehdren, da sich aus dem Graphen G, an der Stelle
x = 3,5 eine Steigung von etwa -1 ergibt. Der Funktionswert der zu G . gehérenden Funktion ist an
der Stelle x = 3,5 allerdings kleiner als -2.

b) Im Intervall[1; 3]ist G, streng monoton steigend, da die Ableitungsfunktion f in diesem Intervall
positiv ist.

a) Die Aussage ist falsch. Gegenbeispiel: f: x — x2; f'(x) = 2x;

mdgliche Stammfunktion: f, (x) = x2 + 1 # f(x).
b) Die Aussage ist wahr. Ist F eine beliebige Stammfunktion von f, so gilt F'(x) = f(x).

Schulbuchseite 16/17 17



K1/4

K1/5

K5/6

K1/4

18

1.2 Stammfunktionen

a) Die Aussage ist falsch, da die Funktion f an der Stelle x, = -2 keinen Vorzeichenwechsel hat.

b) Die Aussage ist wahr, da die negative Steigung von G, in diesem Intervall zunimmt.

¢) Die Aussage ist wahr, da G;im Intervall[ - 3; 6] genau zwei Extrempunkte besitzt.

d) Die Aussage ist wahr. Es gilt f"(-2) > 0, da G;an der Stelle x, = -2 linksgekriimmt ist, und es gilt
f'-2) = 0. Damit folgt insgesamt, f”(-2) + f'(=2) > 0.

e) Die Aussage ist wahr, da F'(0) = f(0) = 4 > 1 gilt.

f) Die Aussage ist wahr, da G im Intervall [0; 5] streng monoton steigend ist.

a) F(X) =2x3+12x2 + 24x + 16 = 2(x3 + 6x2 + 12x + 8) = f, (%)
b) Mégliche Stammfunktionvonf : F (x) =a- (%x4 + 23 +6x2+ 8x)
Fiir a <0 gibt es Stammfunktionen, die nur negative Funktionswerte annehmen,
dafiira<ogilt lim F_(x) =—ce.
X—>*oo
Moglicher Graph:

YA
14
I I I I

T T T T O
-4 -3 -2 -1

\J

P
x

10 Achten Sie bei jeder Aufgabe darauf, welches die Funktionsvariable ist, und bestimmen Sie dann eine

Stammfunktion.

a)ﬂ@=%m%€v2 b)%@:%ﬁy_%%
o F@ =%ta3—%ta2 d) F,(0 =ax+%x2

_ 1,202 1.2 1.4 _ 1,43, 1,2 1,2.3
E) Fk(t)_ft k +5t k—zkt f) Ft(k)—gtk +§tk _fk t

11 a) Monotonie: G, verlduft fiir x <=2 unterhalb der x-Achse, fiir x > -2 oberhalb der x-Achse

(Ausnahme: isolierte Stelle x = 1).

xX<=-2 xX=>-2

G, streng monoton fallend | streng monoton steigend

Krlimmungsverhalten: G ist flir x<-1 und fiir x> 1 streng monoton steigend, im Intervall[-1; 1]
streng monoton fallend.

x<-1 -1<x<1 x=>1

. linksgekrimmt rechtsgekriimmt linksgekriimmt

N
[}
T

-

Schulbuchseite 17



1.2 Stammfunktionen 1

b) Monotonie: G, verlduft fiir alle x e R oberhalb der x-Achse (Ausnahme: isolierte Stelle x = 2),
d.h. G ist fiir alle x € R streng monoton steigend.

Krimmungsverhalten: G ist fiir x < 0 und fiir x > 2 streng monoton steigend, im Intervall [0; 2]
streng monoton fallend.

x<0 0<x<2 X=>2

linksgekrimmt

F linksgekriimmt rechtsgekrimmt

Y
10+

9 4

< Y

¢) Monotonie: G verlduft fiir alle x € R oberhalb der x-Achse und besitzt an der Stelle x = 0 eine
Polstelle.

x<0 x>0

G
F
Krlimmungsverhalten: G, ist fiir x < 0 streng monoton steigend und fiir x > 0 streng monoton
fallend.

streng monoton steigend | streng monoton steigend

x<0

x>0

linksgekriimmt

rechtsgekriimmt

Schulbuchseite 17
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1 1.2 Stammfunktionen

d) Monotonie: G, verlduft fiir x < 1 unterhalb der x-Achse und fiir x > 1 oberhalb der x-Achse.
x<1

G, |streng monoton fallend

x=>1

streng monoton steigend

Krlimmungsverhalten: G ist ungefdhr fiir x < 1,7 streng monoton steigend und fiir x> 1,7 streng
monoton fallend.

x<1,7 x>1,7

G, linksgekrimmt

rechtsgekriimmt

ks/6 > 12 a) und b)

1 Ggistim Intervall [a; a;—b] streng monoton fallend und

im Intervall [a%b; b] streng monoton steigend.

|
~N—
|
SN SRNT NS TSRS

2 Ggistim Intervall [a; a;—b] streng monoton

steigend und im Intervall [%; b] streng
monoton fallend.
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1.2 Stammfunktionen

3 Ggistim Intervall[a; b] streng monoton steigend.

4 Ggistim Intervall [a; b] streng monoton steigend.

ks > 13 a) Mogliche Losungen: 1 a=-1;b=2

2 a=1;b=3

b) 1 Die Aussage ist wahr. Die Graphen der Schar sind Parabeln mit dem Scheitel S (bla).
Ware der Punkt (—11-3) ein Tiefpunkt, so ware a = -3 < 0 und damit die Parabel nach unten
geoffnet. Damit hatte sie aber keinen Tiefpunkt. Dies ist ein Widerspruch. Der Punkt (-11-3)

kann also nicht ein Tiefpunkt einer der Graphen sein.
0 besitzt unabhédngig von a und b keine Losung:

2 Die Aussage ist Wahr Die Gleichung fa b =
fop® =0 k- b)?
Tangente.

=—1. Daher gibt es keine Stammfunktion von f

, Mit einer waagrechten

3 Die Aussage ist im Allgemeinen falsch. Gegenbeispiel: Die Funktion f_, 101 X —x2—1istim
Intervall ] —oo; O[ streng monoton zunehmend, der Graph einer Stammfunktion ist daher in

diesem Intervall linksgekriimmt.
¢) zu Teilaufgabe a)

GF—LO

Y
3 4

zu Teilaufgabe b) 3

A

Schulbuchseite 18

Y A !
3+ g
Gy ,"
V_ ]
a—b a
| | | | ! | I
T T T T O T T T
-4 -3 =2 —1_1 4 1 2 3 |x
A
GF/'I_3 —_
Tl
. -5+
Yy A ;
34+ 6
2__
Gy
s f———+—>
0.’
-4 -3 % b—1_1 12 3 4 x
1l ol
_3 4
3 a=2;b=0
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1 1.2 Stammfunktionen

k1/2 > 14 a) Man untersucht, fiir welche x-Werte f(x) = 1 ist.
b) Man untersucht, an welchen Stellen G einen Tief- oder Hochpunkt auf der x-Achse besitzt.
¢) Man untersucht, ob G, punktsymmetrisch beziiglich des Ursprungs ist.

ke/s 15 a) Aj(u)=a-u
b) Firg. : A (u) =%mu2
Furh A (W) = ut +%mu2
¢) Die Terme f_(x) (bzw. g, (x) bzw. hm’t(x)) sind Ableitungsterme von A_(u) (bzw. A_ (u) bzw. Am,t(u)).

2

L Vertiefung ya

K3/4 Graphen von Stammfunktionen zeichnerisch ermitteln
m ] y4 2
54
'I -+
5 1 >
)23
51

m Die (senkrechte Projektion der) Ballonflugbahn ergibt sich aus dem Richtungsfeld der Wellenkarte
ebenso wie in den Losungen zur vorherigen Aufgabe, jeder Stammfunktionsgraph aus dem vor-
gegebenen Richtungsfeld.
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1.3 Die natiirliche Exponentialfunktion

K4/6

K4/6

m Individuelle Losungen. Beispiel fiir a = 2:

: 1 1 1 0 1 1 1

Der Graph derjenigen Exponentialfunktion, die an der Stelle x = 0 die Steigung 1 hat, ist identisch
mit dem Graphen seiner Ableitungsfunktion.

Nachgefragt

K1/5

K1/5

m f@+b) = ea+b = e?. eb = f(a) - f(b)
m Es giltxirpmex = 0. Daher besitzt der Graph der Funktion f_ die waagrechte Asymptote mit der
Gleichungy = a filir x — —co.

Aufgaben

K1/6

K5

1

Individuelle Losungen, z.B.:

* Maximale Definitionsmenge: D; = R; Wertemenge: W, = R*

e Keine Nullstellen, keine Extrem- und Wendestellen

e Keine Symmetrie

e Der Graph verlduft durch den Punkt (011).

e Der Graph besitzt fiir x — —<o die x-Achse als waagrechte Asymptote.

a) f'(x) = 2e% f"(x) = 2eX; F(x) = 2e* + 3x

b) f(X) = —%ex; f(x) = —%ex; F(x) = x—%eX +%

) f'(x) =3x2- %ex; f"(x) = 6x — %ex; F(x) = %x“ - %ex —%
1

d) fx) = % +2ex—eX f’(x) =2e-e% F(x) = %x2 +3ex3-e+1
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1 1.3 Die natiirliche Exponentialfunktion

Ks 3 a) XE)rpmf(x) = +o0; XE)rpmf(x) =0; waagrechte Asymptote: y = 0 flir x — —oo
b) XE)TOOF(X) =0; xE}rpr(x) = +oo; waagrechte Asymptote: y = 0 fiir x — +oo

c) XE)TJ(X) =0; XE)TJ(X) = —oo; waagrechte Asymptote: y = O fiir x — +
d) XE)TJ(X) = 4o0; Xl%irymf(x) =0; waagrechte Asymptote: y = 0 flir x — —oo
e) lim f(x) =—co; lim f(x) = 10% waagrechte Asymptote: y = 10° fiir x — —oo

f) XEJPJ(X) = oo} XE)rp(x)f(x) =0; waagrechte Asymptote: y =0 flir x — —oo
g) XHTJ(X) = +oo; XE}rpwf(x) =0; waagrechte Asymptote: y = 0 fiir x — -
h) xE}rpmf(x) = +oo; XE}rpmf(x) =0; waagrechte Asymptote: y = 0 fiirx — -
ke/s > 4 1 a) Spiegelung an der y-Achse 2 a) Spiegelung an der x-Achse

b) lim f(0 =0; lim f() =—oo;

G, ist streng monoton fallend;

b) lim f() =+o0; lim f() = 0 W, =]-e0; 0]
X—>—o00 X—>+00 , ,
G, ist streng monoton fallend; 0 f(x) =-eXf0) =-1;f0) =-1
Wf=]0;+oo[ Tangentengleichung: y =—-x-1

3 a) f(x) =ex2=¢eX.e2 4 a) Stauchung mit dem Faktor%in y-Richtung und

Verschiebung um 2 LE in positive Verschiebung um 2 LE in negative y-Richtung
x-Richtung oder Stauchung in y A
y-Richtung mit dem Faktor e~2 2+

Gg 1i Gt

b) lim f() =-1; lim f(x) = +oo;
X—>—oo X—>+o0

G, ist streng monoton steigend; W, = |~1; +oo|

b) xﬂ)rpwf(x) =0; Xgrpmf(x) T e 0 X = %ex; f(0) = %; f(0) =%
G ist streng monoton steigend; . 1.1
Tangentengleichung: y = 5x -5
W =]0; +eo
5 a) Spiegelung an der x-Achse, Ver- 6 a) Verschiebung um 1 LE in positive x-Richtung,
schiebung um 3 LE in negative x-Rich- Spiegelung an der x-Achse und Spiegelung an
tung und um 2 LE in positive y-Richtung der y-Achse
y
2 G,
1
-3 -2 -t 1,72 3 x
Gy
—3
b) lim f(x) =2; lim f(x) = —co;
X—>—o0 X—>+00
Gy ist streng monoton fallend; b) lim f(x) =—o0; lim f(x) =0;
X—>—o0 X—>+00
W= ]‘°°? 2[ G ist streng monoton steigend; W, = ]—oo; O[
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K3/6

K5

K4/5

1.3 Die natiirliche Exponentialfunktion

5 a) f{x) =10=0,1e*=10=c=1In100= 4,6
Wahrend Woche 5 werden erstmals mehr als 1000 Tablets verkauft.

7

b)

v A /
114

10+
9
8 -

fQ -f)

. 2-1

=0,1-(e2-¢e) = 4,7
2 f(x)=0,1e%f(4)=0,1-e4=55
) Esgilt Xin]mf(x) = +oo, d. h. die wochentlichen Verkaufszahlen werden nach diesem Modell beliebig

grof3. Dies ist in der Realitdt aufgrund begrenzter Ressourcen nicht moglich.

a) f;,b(x)=b.ex;f;,b(0)=2:>b=2;fa’b(0)=3<:»a+2=3:>a=1

b)

fop()=-e=a+be=-e=b=-1;a=0

0 lim f,,0=lm @+beY=a=a=4;f,()=b-e5f,D=bel=g=b=1

d)

a)

b)

)

d)
e)

fa’b(0)=2e:>a+b=2e;Wfb=]e;+oo[:>b=e;a=e

fX) =0=xeX=0=x=0
g =0=25=0=x=0
Wegen e* > 0 fiir alle x e R haben f(x) und g(x) stets

dasselbe Vorzeichen wie x.
Damit haben sie stets dasselbe Vorzeichen.

Spiegelt man den Graphen von f am Koordinatenursprung,
so erhilt man den Graphen der Funktion f* mit
f'(X) = —f(-x) = —(xe™ = § =g(x).
Die Graphen liegen also punktsymmetrisch zueinander.
. T . . _ . _ZL _
im0 = im (e = 05 lim_ 8 = lim & =0
Es gilt: f(x) =e*+xeX f(x) =0 = e*x+1) =0=x=-1;
f7(x) = 2e* + xe% F/(-1) = 2e 1 —el = 1> 0; f-1) = -
Der Graph von f hat einen Tiefpunkt T(—l |—%).
Es gilt: g’(x) = _Xe: L
” _X= 2. ” _ 1 . _1
g’(x) = =58 D =-5<0;gM) =5
Der Graph von g hat einen Hochpunkt H(l |%)

;g0 =0=>x=1;

Gy

I I I I 1 I
1 T o ! T T T
-4 -3 -2 -1 /111723 4
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1 1.3 Die natiirliche Exponentialfunktion

k35 > 8 a) k,p3) =83 -3a+b-e B=-2 (I)
Ableitungen: g'(x) = 3; k., () =a + pe
K, p3) = g’(—3) —a+b-ed=1 (I
amn-qm: 4a = :> a —% Einsetzenin (I): b-e=3 =
b) K, =3+ e3

Grofie des Schmttwmkels der Tangente mit der x-Achse: tana. =k, (0) = 3 +e Le3 = o~ 74,8°

GroRe des Schnittwinkels der Tangente mit der y-Achse: § = 90°—o. = 15,2°.

) k”b(x) be*= %em > 0 fiir alle x, d. h. die Kurve ist linksgekriimmt fiir zunehmende x-Werte.
1

=b=z2e3

[N

1
6

d) Steigung der Geraden: k’, apD=a+be= —+ 6e4
ko@D =a+be=%+ée4
Geradengleichung: y = ( + ée“)

@3 9 a) F)=3-3e5FK =010 —eX) =0=x=0
f7(x) = —%ex; f7(0) = ——< 0; f(0) = (2 | 2) ist der hochste Punkt des Hiigels.

b) %ex wird fiir betragsgrofie negatlve x-Werte sehr klein und kann deshalb vernachldssigt werden:
f8) =18 -les+5~-4+5=1

Nullstellen: naherungsweise Bestimmung mithilfe des Newton-Verfahrens:
1

. fx,) 2xn— i g
Iterationsverfahren: x ., =X — Py n—?
Startwert: x, = 2,5

3%~ 7€0+5
Iterationswerte: X, = X, —=—F—77—=2,5283...
= = xo
27 2¢
1 1 x
X, —5€1+5
2%172 _
X2 _Xl_fl(eh~ 2,5279
272
1 1 x
SX,—5e724
— 272 2 ~
X3—X2—1—1x2~2,5279
2732¢

Ndherungswert: x* = 2,53
f-8)-f(2,53)  1-0
-8-2,53 " -10,53

2 Man bildet eine neue Funktion d als Differenz der ,,Hiigelfunktion“ f und der ,,Tunnelfunktion*“g.
Nun bestimmt man die Maximalstelle x__. der Funktion d im Intervall [-8; 2,53].

Der Punkt (x., 1g(x,.,)) istim Modell der tiefste Punkt des Tunnels unter dem Hiigel.

c¢) 1 Steigung:m = =~-0,095

ke/6 > 10 a) b) Beobachtung: Die Strecke s hat unabhangig von
der Lage von P stets die Lange 1.
Nachweis:
Tangentengleichung:
() = e; fxp) = e*7; flx,) = e’

er=e Xy +t=>t=e"(1-xp)

Tangentengleichung:
tory = e x+e*?(1-xp)
Nullstelle der Tangente:
Xp Xp _ _ e _XP) —
e’ x+e"(1-xp) =0=Xy=-— =X~1

Lange der Strecke s:
S=Xp—Xy=1
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1.4 Die Produktregel 1

K3/4 B Maximale Steigung 6 % = 0,06. Man zeichnet mithilfe der DMS die Graphen von f und f" und
bestimmt z. B. mithilfe des Befehls Extremum() das Maximum von f’.
Dieses betragt 0,14 an der Stelle x = —2. Die Planung beriicksichtigt daher nicht die Vorgabe.
y

3-
Gy

EESRENCAD
(o

Ka/6 m Die Rechnung der Planer liefert: f'(=2) = —e=2 < 0, was nicht zu f'(=2) = 0,14 > 0 passt.
Daher kann die Rechnung der Planer nicht korrekt sein.
Die Ableitung eines Produkts zweier Funktionen ist nicht das Produkt ihrer Ableitungen.

(-2[0,14)

b3

Nachgefragt

K1/5 m Die Rechnung ist falsch. Es gilt nach der Produktregel F'(x) = 2xe* + x2e* # f(x).
K5/6 m Ohne Produktregel: f(x) = X+ DX -2) =x2-x-2 = f'(x) =2x—1
Mit Produktregel: f'(x) =1- X—2) + X+ 1) - 1=x-2+x+1=2x-1

Aufgaben

ksie > 1 1 f(x) = 3x2e* + x3eX = x2e*(3 + X); Produkt- und Potenzregel

2 f'(x) =1-e*+ x—1) - e* = xe*; Produkt- und Potenzregel

3 f'(x) = 6xe*+3x2e*+1-eX+x-eX=eX3x2+7x+1);
Summenregel, Produktregel, Potenz- und Faktorregel

4 f(x) =exl=¢.eX=f'(x) = e - eX = ex*1; Faktorregel

5 f(x) = X + €92 =x2+2xeX+eX - eX (X)) =2X+ 2 - eX+ 2x - eX+ X . X+ X eX = 2x + 2e*(1 + x + €¥);
Summenregel; Produktregel; Faktor- und Potenzregel

6 F(X)=0Qx-1-e*+(x2-x-1) -e*=e*x2+x-2);
Produktregel; Summenregel; Potenz- und Faktorregel

ke 02 1 f(X)=x2=f(x) =2x
Der Term kann als Potenz geschrieben und nach der Potenzregel abgeleitet werden.
2 f,(x) =nx3=f(x) =3nx2
Der Faktor wist eine reelle Zahl. Daher kann nach der Faktorregel abgeleitet werden.
3 0= x-1?=x2-2x+1 = () =2x-2
Der Term kann als Summe geschrieben und dann nach der Summenregel abgeleitet werden.
4 f,(x =x-%= 1=fKx=0
Der Term kann vereinfacht und dann abgeleitet werden.
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K1/5 3
K1/4 4
K3/5 5

1.4 Die Produktregel

a) limf(x) = lim (xe*=1) =-1; lim f(x) = lim (xeX—1) = +oo.
X—>—oo X—>—oo X—>+00 X—>+00

Da f stetig ist, besitzt die Funktion mindestens eine Nullstelle, da beim Ubergang von negativen zu
positiven Funktionswerten an mindestens einer Stelle x, gelten muss f(x;) = 0.

b) Ableitungen: f/(x) =1-eX+x-e*=(x+De’; /) =1-e*+x+1)-e*= x+2e"
Extrempunkt: (x) =0 & X+ 1DeX=0=x=-1;f"CD=e1>0;fCcD) =-e1-1= —%— 1
G hat den TiefpunktT(—l |—%— 1).
Wendepunkt: f”(x) = 0 < (x + 2)e* = 0 = x = -2 ist einfache Nullstelle von f”;
fc)=-2e2-1=-2%-1
G hat den WendepunktW(—2|—é— 1).

c) Spitzer Winkel: f'(0) = 1; tano =1 = o = 45°% B =90°-a = 45°

Die Funktion fist eine ganzrationale Funktion 3. Grades, ihre Ableitung ist daher eine ganzrationale
Funktion 2. Grades. Dies schlief3t die Graphen 1 und 3 aus. Die Funktion f hat die einfache Nullstelle
X, =1, daher kann hier keine Nullstelle der Ableitung vorliegen. Damit entfallt Graph 4 .

Somit ist Graph 2 der Graph der Ableitung von f.

a) Schnittpunkt mit der x-Achse: f(x) = egx(e2 -e¥)=0=>e2=e*=x=2;N(210)
Schnittpunkt mit der y-Achse: f(0) = %(e2 -1); Sy<0 | %(e2 - 1))
Ableitungen:
f'(x) = egx(e2 —-e9+ %X (e = %x(e2 -2e9;f"(x) = %x -(e2-2e9 + %X - (209 = egx(e2 -4
Extrempunkt:
f(x) = Oﬁ%x(eZ_Zex) :>ex=%2=>x= ln(%z) =2-1n2;
1 _e? _ 4 . _ et
"2 -1n2) = +?-2e?) =-5<0;f2-1n2) = 35
G¢ hat einen Hochpunkt H<2 —In2 |%>
. oy €, P o [y o
B lim 19 = lim [Ste2-e9] = 0; lim f69 =, lim |57 -e9)] -

Y A
4]

eA
fQ-fQ-n2) _"12
2-2-1n2 ~ In2 6,56

Die gréfte Steigung tritt an der Stelle x, = 2 auf: f'(2) = %Z(ez -2e?2) = —%4 ~-18,20 > m.
2 Die grofBte Steigung des Walls auf der der Siedlung zugewandten Seite tritt im Modell am
Wendepunkt von G auf.

Man berechnet den x-Wert des Wendepunkts durch Losen der Gleichung f"(x) = 0. Die Losung
setzt man in f'(x) ein, um die groBte Steigung zu erhalten.

c¢) 1 Mittlere Steigung: m =

Ks 6 a)fX=1-eX+x-e*X=x+De*=a=1

28

b) F(x) =1-e*+ X+beX=Kx+b+DeX=b=-1
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K4/5

K1/4

K2/5

7

8

9

1.4 Die Produktregel 1

a) f'(x) = —-4eX—4xe* =—-4eX(1 +X; f"(X) = -4e*(1 +X) —4e*- 1 =—4eX(2 +X)
fX)=0=-4e*X1+X =0=>x=-1;f"(-1) = —% # 0 ; G; besitzt genau eine Extremstelle.

b) v A
3 4

Gy

c¢) 1 Diedem Wasser zugewandte Seite ist im Modell der Bereich fiir x < -1.
Ein Deich ist widerstandsfahiger, wenn die dem Wasser zugewandte Seite flach verlauft.

2 Bestimmung des Extrempunkts von f’.
Ableitung: g”(x) = f"(x) = —4e*Q +X) —4e* - 1 = -4e*(2 + X)
g”(x) =0 & —4e*Q2 + X = 0 = x = -2 ist Nullstelle von g” mit VZW.
. . 7 '’ 4
Maximale Steigung: g'-2) =f'(-2) = 2

G, = G, da die Funktion fim Ursprung eine doppelte Nullstelle besitzt und dies nur auf den Graphen
G zutrifft.

G, = G, da die Funktion f an der Stelle x, = 0 einen Tiefpunkt besitzt und G, der einzige verbleibende
Graph ist, der an der Stelle x, = 0 eine Nullstelle hat.

Gy = G,, da die Funktion f an der Stelle x, = 0 eine Nullstelle besitzt, die Funktion g daher an der Stelle
X, = 0 nicht definiert ist. Dies trifft nur fiir die zu G gehdrende Funktion zu.

Folglich gilt G, = G,.

a) fx) =0 x3-eX=0=x=0,dae*>0fiiralle x e R gilt.
gX) =0 x4-eX=0=x=0,dae*>0firalle x e R gilt.
Beide Funktionen haben daher genau eine Nullstelle.

Unterschiedliches Verhalten: Durch den ungeraden Exponenten von x im Term f(x) ist die Nullstelle
X, = 0 bei der Funktion f eine Nullstelle mit VZW.

Im Gegensatz dazu fiihrt der gerade Exponent von x im Term g(x) zu einer Nullstelle ohne VZW, der
Graph G, beriihrt die x-Achse im Ursprung.

b) lim f(x) = lim &3e¥) =0; lim fXx) = lim (x3e9 = +oo
X—>—oo X—>—o0 X—>+00 X—>+00
g6 =, lim (xte?) =0;, lim g6d =, lim (cted = +er
Extrempunkte von G
f(x) = 3x2e* + x3e* = x2eX(3 + X); f”(X) = 6xe* + 3x2e* + 3x2e* + x3e* = xeX(6 + 6x + x2)
X =0=x2e*G+x) =0=x,=-3;x,=0

1 9 27 . 27
F(-3) = %> 0; f(-3) = -2%; G, hat den Tiefpunkt T(-3| -2 ).
An der Stelle x, = 0 hat f" keinen VZW und damit G keinen Extrempunkt.
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1 1.4 Die Produktregel

Extrempunkte von G.:

g'(X) = 4x3eX + x4 eX = x3eX(4 + X); g7(X) = 12x2eX + 4x3eX + 4x3eX + x4eX = x2eX(12 + 8x + x?)
g =0=xe* U+ =0=>x,=-4;%x,=0

g'4) = —66—5,‘ <0;g-4) = %6; G, hat einen Hochpunkt H (—4 |—ﬁ).

e4
g’ hat an der Stelle x, = 0 einen VZW von negativen zu positiven Werten; g(0) = 0;
G, hat einen Tiefpunkt T(00).
Yy A
Ge T

=t T T T T T~ 0

I L-F 6

0 f(x) =gk o x3e*=xte*=x3e*1-0=0=x,=0;x,=1
f(0) =0;S,(010) und f(1) =e; S,(1le)
Schnittwinkel bei S: Beide Graphen haben im Ursprung die x-Achse als waagrechte Tangente.
Fur den Schnittwinkel gilt daher ¢, = 0°.
Schnittwinkel bei S,: Steigungswinkel von G f'(1) = 4e; tana, = 4e = o, = 84,7°
Steigungswinkel von Gg: g’(D) = 5e; tana, = 5e = a, = 85,8°
Schnittwinkel: @, = o, —at; = 1,1°
d) Man betrachtet die Funktion d mit d(x) = g(x) — f(x) = x3e*(x — 1).
Es gilt XErpmd(x) = +oo,

Der Abstand der beiden Graphen wird also fiir x — +oo beliebig grof}, das Maximum des Abstands
wird daher nicht im Intervall [ -3; —4] angenommen.

k2/4 > 10 a) Mogliche Vermutungen:
1 Asymptote: Gfa,b hat unabhangig von a und b fiir x — — eine waagrechte Asymptote.
2 Nullstellen: Firr a, b € R hat f, |, keine Nullstelle.
Fira,be R unda# b hat fa’b genau zwei Nullstellen.
Fiira,be R und a =b hat fa’b genau eine Nullstelle.

Falls genau einer der Parameter negativ und der andere nichtnegativ ist, hat fa,b genau eine
Nullstelle.

3 f,, hatentweder keine oder genau eine Extremstelle.
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1.4 Die Produktregel

Asymptote: lim f, () =Xﬂ)n_1m[(eX +a)(e*+b)] =ab; Gy, , hat die Gerade mity = ab als
waagrechte Asymptote.
Nullstellen: fa,b(x) =0 (@+a)(e*+b)=0=eX=-aodereX=-b

Fall 1: a>0und b > 0: e*=—a und e* = —b haben jeweils keine Lésung. fa,b hat keine Nullstelle,
wenn a, b € R} gilt.

Fall2:a<Oundb<0:e*=-a=x=In(-a) und eX=-b = x=In(-b)

fa,b hat genau zwei Nullstellen, falls a # b gilt, und fiir a = b genau eine Nullstelle.

Fall 3:a>0und b <0 odera<0und b >0: Genau eine der Gleichungen e* = —a oder e* =-b ist
[6sbar. f, , hat genau eine Nullstelle.

fl () = e*@* +b) + (e*+a) - eX=e*(2e* +a+b)

_a+b
2

fa,b hat genau dann eine Extremstelle, falls a + b <0 gilt.

f;,b(x)=0<:)ex(2ex+a+b)=o:>ex=
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1.5 Die Kettenregel

K5/6

K2/6

BVv@&) =2-4-3=5uB)=e>=f4) =€
Zundchst wird die Funktion v, dann die Funktion u ausgefiihrt.

m Mogliche Losung: Beispiel: f(x) = (4x + 7)2 mit u(x) = x2 und v(x) = 4x + 7.
Die Reihenfolge ist entscheidend: u(v(x)) = f(x), aber v(u(x)) = 4x2 + 7 # f(x).

Nachgefragt

K1/5

K5/6

m Beispiel: u(x) =% undv(x) =x-1

Es gilt: u(v(x)) = ﬁ und vu®) = 1 -1 =21 = u(v().
Die Verkettung von Funktionen ist im Allgemeinen nicht kommutativ.

m f'(x) = (f(x))’ = —f'(x). Der Graph der Ableitungsfunktion einer Funktion, deren Graph achsen-
symmetrisch beziiglich der y-Achse ist, ist punktsymmetrisch beziiglich des Ursprungs.

1 a) f(x) =507 D= R\-2}
b) f(x) = e’ D =R

g(x) =% +4; D, = R\{0}
g(x) = (e*X+ 12 Dg =R

Ka/5

32

¢) f(x) = e D =R

__ 1 _.p-pl
d) 109 =D =R\{3}
e) f() = D=R
f) f(x)=8x4=g(x);Df=Dg=R

g =e-1;D, =R
~1-3.p =
g(x) = 1-5; D, = R\{0}

g(x) = €% D, = R\(0}

2 1 uv@)=1 2 uv) =1~0,37

YA c y A
. u -
Gy 3 3
21
I I >
T T 0
-3 -2 —1_l 1 X

2 6+
1 Gu 54
——vzvﬁié it
_3 —
G, g
2
14
[ [ [ [ [ [ [ »
T T T T T 0 T T
6 -5 -4 -3 -2 -1 2 40X
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K5

K5/6

Ka4/5

1.5 Die Kettenregel

3 a) u® =x3;v(x) =x+e F(x) = 3(x + €9%(1 + &%)
b) u(X) =x2; v(x) = 1 +3x2 f(x) =2 - (1 +3x2) - 6x = 12x(1 + 3x)?
©) uX) =eX v(x) = 2x f'(x) = 282X
d) u(x) =eX; v(x) =-3x f(x) = -3
e) ux) =x%v(x)=1-x4 ) =2-1-x5-4x3) =-8x3(1-x4
f) u¥=1-e4vX =-x ffx) =—e>*- (1) =e*
g) u() =6e*;v(x) =1-5x f'(x) = 6e15%. (=5) = -30e1->*
h) ux) =e*v(x) =x+1 f'(x) = ex+1

4 a) f(x)=2x-exlsx2.exl.1=xex1(2+x) Produktregel und Kettenregel
b) f'(x) =2xe*+ x2 + 1) e*=eX(x2 + 2x + 1) Produktregel
c) f'(x) =2e2x Faktorregel
d) FX)=1-e®+x-exX.2x=exX(1+2x2 Produktregel und Kettenregel
e) f'(x) =3x2e%5% 4 x3e05%. 0,5 = %xz e%5%(6 +x)  Produktregel und Kettenregel
) Fx)=2x+e91 +e9 Kettenregel
g fFX=1- e yx. e 2% (x) = e (1 - x2) Produktregel und Kettenregel
h) f'(x) = éx Potenzregel und Faktorregel
i) F(X) =2x-e414+x2.e4+1.4 =2xe4*1(1 +2x) Produktregel und Kettenregel

5 a)

b)

)
d)

f(-x) = 5(-X)e~ " = —5xe™ = —f(x); G, ist punktsymmetrisch beziiglich des Ursprungs.
Schnittpunkt mit der x-Achse: f(x) = 0 < 5xe™ =0 =>x = 0; N (010)

Schnittpunkt mit der y-Achse: f(0) = 0; Sy(OIO) =N

Ableitungen: f'(x) =5 - e** + 5x - e¥* - (=2x) = 5e*%*(1 - 2x?)

f7(x) = 56> - (=2x) - (1 —=2x2) + 5% - (=4x) =-10xe>**(1 —2x2 + 2) =-10xe**(3-2x2)
Extremwerte: f(x) =0=1-2x2=0=Xx, = —%\/5; X, = %\/5;

f”(%\/f) =-5V2e05<0; f(%\/f) = %er_o's; G, hat einen Hochpunkt H (%\/ﬂ%\/f e_0’5>

L . -0,5
und wegen der Punktsymmetrie einen Tiefpunkt T(—%\/ﬂ—%\/fe )

f"(x) = 0 = -10xe X3 -2x) = 0= x; = 0; X, /3 = :%\/? sind jeweils Nullstellen mit VZW von f”
und damit Wendestellen von G,.

FO =5 F(£3V6) =-10e5=-2,23

G¢ hat im Ursprung seine groBte Steigung.

Xll)nlx’f(x) =0; xl_i)njwf(x) =0
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1 1.5 Die Kettenregel

k3 6 a)f=3ct2e03t-3=0
Newton’sches Naherungsverfahren:
h) =t2e03t—3; h’'(t) = 2te 03t + t2e703t. (—0,3) = te 03t(2 - 0,3t)

) h(t,) t2e0h-3
Iterationsformel: t_ ,, =t — M) [ 9@ 030)
n ’ n
1 Startwert: t,=2,5 2 Startwert: t,=14
Iterationswerte: t, = 2,5323... Iterationswerte: t, = 13,8682...
t,=~2,5323... t,~13,8689...
t;=13,8689...

Nach etwa 2,5 Stunden beginnt sich ein Stau zu bilden, nach etwa 13,8 Stunden beginnt sich die
Lage zu entspannen.

b) Individuelle Losungen

ks 07 a) KM =12t2-et+4t3 et (-1) = 4213 - 1) = 41312 - t3);
KM =0 4t2et3-D=0=t,=0;t,=3; k() = 0; kB3) =180,
3 Stunden nach Einnahme ist die Konzentration des Medikaments im Blut am hochsten.
b) k”(®) = 4et- (-1) - B2 t3) + 4et(6t - 3t?) = 4tet(t? - 6t + 6)
K’ =0 4tet(t®-6t+6) =0=t, =0;t,,=3:V3
k'3 +V3)=-1,366 <0; k(3-V3) =3,134>Kk’(0) =0
Beit = 3-V3, also etwa 1,3 Stunden nach Einnahme ist die Zunahme der Konzentration des
Medikaments im Blut am hochsten.

) v A H
5_

ka5 8 fED =ulvE2D)=u@ =4
m=f) =uvE)) - vVED=u@ - -Vv(-2)=0
Tangentengleichung: t: y =4

ks 09 a) i) =-50Qt+2et-52+2t+2) et (-1)
= 5t2et
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1.5 Die Kettenregel 1

b) 1 f’() =10tet+5t%et- (-1) = 5tet2 -1
") =0 5te'2-=0=1t,=0;t,=2
) =0;fQ2 = % > 0. An der Stelle t = 2 hat G, seinen stdrksten Anstieg.
2 f3)-f0)=10-50+6+2e3-0=10-5=577
Am Graphen ist dies der Funktionswert f(3).
0 F®<0,15t%et<0,1
Grafisch:t=8
Newton’sches Ndherungsverfahren: 5t’et—0,1 =0
Hilfsfunktion: h(®) = 5t%et-0,1; h’(® = f’(®) = 5tetQ - )

) h(t,) 5t2en-0,1
Iterationsformel: t,_,, =t - =t

nohE)  n st et-t,)
Startwert: t, =8
Iterationswerte: t, = 8,0912...
t,=8,0943...
t;=8,0943...
Nach etwa 8,1 Stunden ist der Wasserzufluss geringer als 0,1 hl/min.

d) Xin:m[lo - 5(t2 + 2t + 2) et] = 10. Das Becken muss mindestens eine Kapazitat von 10 hl besitzen.

/s 10 @) F() = 3~ e; () = 53+ e = ()
g'(x) =3 +e; g"(x) = 5(e* - e™ = g¥)

y A
5

b)

¢) Mogliche Losung: f,(x) = 0,5x? + 1
2 2 _ |1cax X 2 1.x X 2_1 2x -2x 2x -2X) =
d) f) - (W)’ = [2(e +e )] —[2(e -e )] —4(e +2+e ey g2 =1

Die Funktion mit dem Term (f0)” - (g0)? ist eine konstante Funktion.
e) Individuelle Ergebnisse
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1 1.5 Die Kettenregel

I I I I I I I I I I
T T T T T 0 T T T T
-5 -4 -3 -2 —1_1 1 1727345

< Y

Fiir groRer werdendes a wird der Tiefpunkt T(01a) des Graphen in positive y-Richtung verschoben
und gleichzeitig der Graph in y-Richtung gestreckt.

b) Der tiefste Punkt des Seils wird im Modell durch den Tiefpunkt des Graphen wiedergegeben.
Also gilt g, (0) = 80 = f,(0) = 80 + 1320 = 1400 = a.

640 640

81400(640) = 142£(em + e_W> - 1320 = 229. Die beiden Pylonen haben eine Hohe von ca. 229 m.

c) Parabel mit Tiefpunkt bei x =0: p(x) = cx2+b
Bedingungen:
() p =80
() p(640) =229
Aus (1) folgt b = 80.

o 149
Aus (1) fgzggt- 6407c +80 =229 = ¢ = 755605
p(x) = WXZ + 80
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1.6 Exponentialgleichungen und natiirlicher Logarithmus 1

K3/5 HaQ = a0e°v7 ~2,01a,. Nach zwei Jahren hat man eine Verdoppelung der Anfangsmenge a,,
/5 m a(14) = a,e%3514 = 1000000 = a, = 1220090 ~ 7446,58;

a(50) = 7446,58 - 17> =~ 296 558 443 000

Elektronische Schaltungen haben nach diesem Modell im Jahr 2025 rund 296,9 Milliarden
Schaltelemente.

log 100
K3/5 mef3BSt=100t= i

———=13,2
0,35 ’
Die Anzahl der Schaltelemente hat sich Anfang 1988 gegeniiber dem Jahr 1975 verhundertfacht.

Nachgefragt

K1/5 m Die Aussage ist wahr. Ina=Inb = elna=elnb = g =h,
K1/5 lln%=ln1—ln2=0—ln2=—ln2

Aufgaben

Ks 1 a) elnt0=10
b) lne2-lne=2-1=1
©) Inlein@]=In(e?2) =2
d) lna+Ini=Ina+In1-lna=In1=0
e) ln\/_=lne%=%lne=%
f) ln§+2=lne—4+2=—4+2=—2
g) In(lne?d) =1In2

h) [Inva)]’ = [%ln a]2 = %(ln a)’

K5 2 a) ex*l1=10=x=In10-1~=1,303
b) 1,8(1+el 1) =3,6 el L% =1=1-1,5x=0=x=5=0,667
) e’ =2500=x2=n2500 = x, , = +VIn2500 = X, , = +2,797
d) e3x+4=e1—xz>3x+4=1—x:>x=—%=—0,750
e) eXe*-e) =0 ef=e=x=1
) VeX=e2=x=4
g) eX-5eX=0eX(e*-5 =0=x=1In5=1,609
h) 3e2+® =12 & 2x+ln4=ln4=x=0

i) é—e—2=0@ex=e2=x=2

Schulbuchseite 32/33 37



K5/6

K5

38

3

1.6 Exponentialgleichungen und natiirlicher Logarithmus

a) Inder zweiten Zeile wurde der Logarithmus auf der linken Seite falsch angewendet; die korrekte
Anwendung des Logarithmus wiirde In (e*—4) ergeben. Allerdings ist diese Anwendung des Loga-
rithmus nicht sinnvoll, da In (eX-4) sich nicht weiter umformen l&sst.

Im letzten Schritt wurde das Gesetz fiir die Addition von Logarithmen falsch angewendet und
dadurch zufallig das richtige Ergebnis gefunden.

Richtige Losung:
ef-4=5=e*=9=x=1n9
b) Im ersten Schritt wurde —2 aus dem Exponenten félschlich als +2 auf die rechte Seite gebracht.
Richtige Losung:
ex2=8=x-2=In8=x=2+In8
¢) Im ersten Schritt wurde auf der rechten Seite nicht der Logarithmus angewandt.
Richtige Losung:
e*=3x+2=x=IBx+2)

Diese Gleichung lasst sich nicht rechnerisch l6sen. Mit einer graphischen Lésung erhalt man
Ndherungswerte der Lésungen.

Man bestimmt die x-Koordinaten der Schnittpunkte der Funktionsgraphen von f: x — e* und
g: X—3x+ 2.

\J

/%O ]
-4 -3 -2 —7[1__ 172 3 4 x

Durch Ablesen findet man x, =-0,46 und x, = 2,13.

d) Die Kettenregel wurde falsch angewendet.
Richtige Losung: f'(x) = 2 - e5%. 5 = 10e>*

e) Eswurde falsch abgeleitet. Der Funktionsterm muss mit der Produkt- und Kettenregel abgeleitet
werden.
Richtige Losung: f'(x) = 3 - e + 3x - e - 4 = 3e%X(1 + 4X)

f) Eswurde falsch abgeleitet. Der Funktionsterm muss mit der Produkt- und Kettenregel abgeleitet
werden.
Richtige Losung: f'(x) = 2x - @2X 4+ x2 - @2X. 2 = 2xe2X(1 + X)

a) F(x) =2e%;2e¥=8=x=1In4;f(ln4) =8; P(n4!8)

b) f'(x) = e2;e2x=1=x=0;f(0) =0,5; P(010,5)

¢ fx) =-eX;—-e*=-3=x=1In3;f(ln3) =-3 =P (n3I-3)

d) F(x) =0,5e™ 0,5¢ = 0,25 = x = In2; fin2) =75 P(In2|-7)
e) fx) =e2e2x=1=x=0;f0) =-0,5;P(01-0,5)

f) f(x) =2e2x1;2ex-1=0,5 < 2x-1=-In4

—x=220%=1 in2;f(1-1n2) =2,25;P($-1n2]2,25)
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1.6 Exponentialgleichungen und natiirlicher Logarithmus

5 a)

b)

)

Grafisch: P, (-3,711); P,(113,8)

Rechnerisch: f(x) = e*+ 1

. Ay 5-2 3
Geradengleichung: m = AX-3-C»=%
5=%~3+t:>t=%;g(x)=%x+%
fX)=gx) ©@e*+1=0,6x+3,2<e*-0,6x-2,2=0

Hilfsfunktion: hx) = e*-0,6x-2,2;h’(x) = eX-0,6

| ionsf | 3 hix,) e —0,6x,-2,2

terationsformel: X,  ; = X, TR X~ %06

1. Startwert: x, = -4 2. Startwert: x, = 1
Iterationswerte: x, = -3,6246... Iterationswerte: x,; =~ 1,0385...
X,==3,6221... X, =1,0376...
Xy =—3,6221... X5~ 1,0376...
X = -3,62; Vs, = f(xsl) =1,03; Xs = 1,04; Vs, = f(xsz) =~ 3,82;
S,(3,6211,03) S,(1,0413,82)

Grafisch: P(-111,7)

Rechnerisch: f(x) =e™>*-1

. A _

Geradengleichung: m = A—z = 15_—(_02) = %

5=%-1+t:>t=%;g(x) =%x+%
fX) =g) e*-1= %x+13—0<:> e‘x—%x—? =0

Hilfsfunktion: h(x) = e‘x—%x—%; h’(x) = —e‘x—g

. hix,) e*-2x -1
Iterationsformel: x, ., =X, TWe) =TT s
n —-e n—3%

Startwert: X, =-1

Iterationswerte: x, =-0,9882...
x,~-0,9881...

X5 =-0,9881...

X ~=0,99; y¢ = f(x5) = 1,69; S (~0,9911,69)
Grafisch: P(110,2)

Rechnerisch: f(x) = —e*+3

. LA _1-e2_3
Geradengleichung: m = & =5— 5/ =7

1 =%-2+t:>t=—%; g(x) = 0,75x-0,5

f(x) = gx) & —-e*+3=0,75x-0,5 < —e*-0,75x+3,5=0

Hilfsfunktion: h(x) = —e*-0,75x + 3,5; h’(x) = —-e*-0,75
hx) —e*—0,75x, + 3,5

TR T —eR-0,75

n

Iterationsformel: x,, =X

Startwert: x, =1

Iterationswerte: x; = 1,009...

X, = 1,009...

xs~1,01; y¢ = f(xg) = 0,26; S(1,0110,26)
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1 1.6 Exponentialgleichungen und natiirlicher Logarithmus

ks > 6 @)

b)

o)

Schnittpunkt mit der x-Achse: f(x) = 0 < eX(e*-2)=0=x=1n2; N(n210)
Schnittpunkt mit der y-Achse: f(0) =-1; S (01-1)
Ableitungen: f'(x) =e*- (eX-2) +e*. eX=2eX(e*-1);
f7(x) = 2e*- (eX—1) +2e*- X =2eX(2eX-1)
Extrempunkt: f'(x) =0 = e*~1=0=x=0; f"(0) = 2> 0; f(0) = -1. G, hat einen Tiefpunkt T ©0l-1).
Wendepunkt: f”(x) =0 = 2e*-1=0= x=1n0,5 = -In2 ist Nullstelle von f” mit VZW
f-ln2) = —%; G, hat einen Wendepunkt W (—ln 2 |—%>
Es gilt XE)TJ(X) = XE)n_‘nm[e" - (e¥-=2)]=0und XE)TJ(X) = XE)Tm[eX - (eX=2)] = +oo.

v A
21 s,

14
Il Il »

T WA T
-3 -2 - 1 2 x

Schnittpunkt mit der x-Achse: f(x) = 0 = 2x+ 1 =0 = x=-0,5; N(~0,510)
Schnittpunkt mit der y-Achse: f(0) = 1; S (011)
Ableitungen: f'(x) =2-eX+ (Q2x+1) - e*= (2x + 3)e*
f7(x) =2 - eX+ 2x+3) - eX= (2x + 5)eX
Extrempunkt: f(x) =0 = 2x+3 =0=x =-1,5; f"(-1,5) = 2e71> > 0; f(-1,5) = —2e71.
G, hat einen Tiefpunkt T (-1,5[-2e7%2).
Wendepunkt: f”(x) =0 = 2x+ 5 =0 = x =-2,5 ist Nullstelle mit VZW von f”.
f(-2,5) = —4e725; G, hat einen Wendepunkt W (-2,51-4e725).

~4 -3 -7 -1 1 x

Schnittpunkt mit der x-Achse: f(x) =0 =2-e*=0=x=1In2; N(n2]0)
Schnittpunkt mit der y-Achse: f(0) = 1; S (011)
Ableitungen: f'(x) =2-Q2-¢e" - (e = 2eX(e*-2);
f7(x) = 2eX(eX—2) + 2e* - e* = 4eX(eX-1)
Extrempunkt: f(x) =0=2-e*=0=x=1In2;f"(ln2) =8;f(n2) =0;
G, hat einen Tiefpunkt T(In210) = N.
Wendepunkt: f”(x) =0 = 1-eX=0 = x =0 ist Nullstelle mit VZW von f”.
G, hat einen Wendepunkt W(011) = S,-

Yy A
51

BHIEY

I
T
-4 -3 -2 -1 12
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K1/6

K5

K5/6

K3/6

1.6 Exponentialgleichungen und natiirlicher Logarithmus

7 a) * Spiegelung an der y-Achse: f(x) = f'(-x) = e

9

10

b)

)

a)

b)

a)

b)

(9]

a)

b)
)

e Streckung mit dem Faktor 2 in x-Richtung: f3(x) = f;(2x) = e

e Streckung mit dem Faktor 0,5 in y-Richtung: f3(x) = 0,5f,(x) = 0,52

* Verschiebung um 1 LE in positive y-Richtung: f;(x) = f3(x) + 1 = 0,5e2% + 1 = f(x)
Eigenschaften:

e Wertemenge: Wf=]1;+oo[

e Schnittpunkt mit der y-Achse Py(Oll,S)

kein Schnittpunkt mit der x-Achse

e keine Symmetrie beziiglich des Koordinatensystems
keine Extrempunkte, keine Wendepunkte
* G;ist streng monoton steigend

Die Funktion f besitzt keine Nullstellen, da G;aus dem Graphen der natiirlichen Exponentialfunktion
durch Spiegelung an der y-Achse und Verschiebung um 1 LE in positive y-Richtung hervorgeht und
die natiirliche Exponentialfunktion ebenfalls keine Nullstellen besitzt.

Tangentengleichung: f'(x) = —e2x; f’(0) =-1; f(0) = 1,5

Tangentengleichung: tg:y =-x+1,5

Schnittpunkt von tg mit der x-Achse: P, (1,510)

Beide Achsen werden von t¢ an der Stelle 1,5 geschnitten. Daher ist das Dreieck gleichschenklig.

P(lled):f (D =ek=e*=k=4

QQI12):f (2 =2ek=2=k=0

fr() =1-ekx+x-ekx.k=ekx(1+kx); fi(3) =e3k(1+3k =0

Furk = —% hat der Graph der Funktion eine Extremstelle bei x, = 3.

Einsetzen der Koordinaten von A und B in fa,b(x) liefert:
fO)=ae’=2=a=2;f(1) =2eP=4=b=1In2
f)=-2eaeb=-2 ()

f'(x) = abebx; f'(1) =-1 < abePb=-1 (Il)
Einsetzenvon () in (I): -2b=-1=b = %

In(): a=-2e"05

Einsetzen der Koordinaten von A und B in fa’b(x) liefert:
f2)=6<ae2rt=6 ()

f)=3<aeb=3 (Il

) : ():eb=3=b=-3In2
In(:a-23=3>a=332

Mégliche Losungen:

Gemeinsamkeiten:

e Beide Gemeinden haben am Anfang die gleiche Anzahl an infizierten Personen.
e Beide Gemeinden haben nach sehr langer Zeit die gleiche Anzahl an Infizierten.
Unterschiede:

* Der maximale Anstieg der Infizierten in der Gemeinde mit k, ist groer als der maximale Anstieg
der Infizierten in der anderen Gemeinde.

= - 10, = |i =
Der Wendepunkt jedes Graphen ist der Punkt des Graphen mit der gréf3ten Steigung.

Zum Zeitpunkt th ist der Anstieg der Infizierten daher am gréf3ten.
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1 1.6 Exponentialgleichungen und natiirlicher Logarithmus

d 1 f{(l(twl) > f’kz(th): Der maximale Anstieg der Infizierten in der Gemeinde mit k, ist groRer als der

maximale Anstieg der Infizierten in der anderen Gemeinde.
2 fkl(l) > fkl(l): Die Gemeinde 1 hat nach einer Woche mehr Infizierte als die Gemeinde 2.

3k, >k,: Fiir einen hoheren Wert von k steigen auch die Infektionszahlen schneller an.

ke >11 a) 1 f(x)—gx) <0,1 ©e*<0,1=x<In0,1 y
2 f(x)-g(x) <0,01 < e*<0,01 = x<1n0,01 3
3 f)-g)<ee=e*<e=x<lIne 2 G
Die x-Achse ist waagrechte Asymptote von G fiir x — —co. 1

\i

|
T
|
N—
|
-
|
-

o
-
N——
W=
x

b) 1 fX)-gkx) <0,1 =e*<0,1<=x2>In0,1= IxI>Vn0,1 y A
2 f(x)-g(x) <0,01 = e*<0,01 < x2>1n0,01 = Ix| >1/n0,01

3 f-g)<eoe*X<esx2>lne=IxI>Vine /Gk

Die Gerade mit der Gleichung y = a ist waagrechte Asymptote von 16,

G fillr X — oo, [ N [ I

\

321,112 3
c 1 f-gx<0,1=e*<0,1=x>-In0,1 y
2 f(x)-gx) <0,01 < e*<0,01 =x>-In0,01 ¥
3 f)-g)<eeoe*<e=x>-lne G\ 2
Die Gerade mit der Gleichung y = x ist schiefe Asymptote von
G flr X — +oo. Ll Py
T T T o1 T >
-3 -2 -1 172 3 x
Gg
d) 1 fX-gK<01e527<0,1=>VI19 v A
3 _
2 fx)-gx)<0,01 X22+ 1< 0,01 = IxI >V199 G,
2 ‘/2
3 f(x)—g(x)<e(:>m<£:>|xl> -1 i
Die Gerade mit der Gleichung y = 2 ist waagrechte Asymptote von Gt
G fir x — oo, EEEEEEOE NN
f 32123 x
ke/s > 12 Flacheninhalt: Ay, = %a[f(a) -g@)]= %a(ea —e09)
Umfang fiira=2:P(21e?),1011),AQle)
IPAl = (€2-€) = 4,67; IPTl = V22 + (€2 1)> = 6,69; [All = V22 + (e - D? = 2,64
Upia = [PAl + [PI| + [All = (e2-¢) + \/22 +(e2- 1)2 +\/22 +Ee@-12=14,0
Der grof3te Innenwinkel des Dreiecks PIA besitzt den Scheitel A.
Mithilfe des Kosinussatzes gilt: PP . R ,
P11 = [PAI” + [AT> = 2 - [PAl - [AT] - cos o = cos o = \PAL+ AT TP _ 4,677+ 2,647 ~ 6,69 ~-0,65

2-PAl-IAIl  ~  2-4,67-2,64
= o= 130,4°
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1.6 Exponentialgleichungen und natiirlicher Logarithmus

b) Ableitungen:

T T o !
-4 -3 -2 —1_1 11

NI

13 a) Die Funktion f hat wegen des Faktors x? an der Stelle x, = 0 eine Nullstelle ohne VZW, d.h. G; be-

riihrt die x-Achse im Ursprung. Wegen f(x) > O fiir alle x € R ist der Ursprung ein Tiefpunkt.
XE>r11m]°(x) = t o0} XE)Toof(X) =0

f'(x) = 2x - €27 % 4 x2 . @27X. (=1) = xe27*(2 - X);

f7(x) =2 - 27X+ 2x- e27%- (1) —[2x - 2%+ x2 - 27X . (1] = e27*(2 — 4x + x?)
Extrempunkte: f'(x) =0 & xe?*Q - =0=x, =0; X, =2;

Monotonietabelle:

x<0 X, =0 0<x<2 Xy =2 X>2
P | FED=-3e2<0 0 F(D=e>0 0 F3)=-2<0
- VZW von —nach + + VZW von + nach — -

Gy \ T(0l0) / HQl4) N
Wendepunkte: f’(x) =0 < €2 X(x2-4x+2) =0 = x2-4x+2=0= Xpp=2% V2
Kriimmungstabelle:

x<2-V2 X, =2-V2 | 2-V2<x<2+V2 = x,=2+\2 x>2+\V2
g PO = 2e2>0 0 f72) =-2<0 0 ) =35>0
+ VZW von + nach — - VZW von —nach + +
G | linksgekrimmt | W, (x; [f(x,)) rechtsgekriimmt W, (x,1f(x,)) | linksgekrimmt

fix,) = 1,411; f(x,) = 2,834 = W, (2 -V211,411); W, (2 + V212,834)

A

H
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1 1.6 Exponentialgleichungen und natiirlicher Logarithmus

c) Alu) = %u -f(u) = %u3 g2-u
Au) = %UZ -e2uy %u3 ce2 U (- = %uz e -u)
A’(U) =3u-e2u+ %uz ce2u. (1) - [%u2 ce2-ug %u3 -e2u. (—1)] = %uez‘u(6 —6u+u?
A'(W)=0 (:)%u2e2—u(3 -W=0=u,;=3;u,=0
A) = 0; A"3) = - < 0; AB) = 2L.
Das Dreieck hat fiir u = 3 seinen maximalen Flacheninhalt mit A(3) = %—Z ~ 5[FE].

; = Iim |Ly3e2-ul =
ULII’I;]MA(U) ulam;]m[2ue u] 0

[EEN

K2/5 14 a) Substitution:  u=x2:u?2+3u-4=0 U+HU-D=0=>u,=-4u,=1
Resubstitution: u, = -4 = x2 hat keine Losung.
u,=1=x2=x,=-1;x,=1 L={1;1}
2 Substitution: u=e%u?+3u-4=0=u,=-4;u,=1
Resubstitution: u, = -4 = e*hat keine Losung.
u,=1=e*=x=In1=0 L={0}
b) 1 Substitution: u=eXxu?-5u+4=0U-DU-H=0=u,=1;u,=4
Resubstitution: u; =1=e*=x,=In1=0;
u,=4=e*=x,=In4 L={0; In4}
2 eX43eX-4eX=0 e +3eX-4)=0
Substitution:  u=e* U2+3u-Hu=0uU+HU-D=0=>u;=-4u,=0;u;=1
Resubstitution: u, =-4 = e*hat keine Losung.
u, = 0 = e* hat keine Losung.
u;=1=e*=x=In1=0 L= {0}
3 e+eX=4oeX-4eX+1=0
Substitution: u=eXu2-4u+1=0=u,=2-V3;u,=2+V3
Resubstitution: u, =2 -\V3 = e*=x,=In 2-V3)
u,=2+V3=e=x,=In(2+V3)

4 eX_ext2 13 =0 e2X—e2.X4+3=0

o 24\ebh—
Substitution: u=eX:u2—632L1+3=0:>Ul/2=e +§ -
. . 2 _\fal _ 2_\/ 4
Resubstitution: ul=%=ex=ﬂ1=l”e ; 5
5 . b 4 _ 2_‘[ 4 _ 2 V 4 _
u, =2 \/; 12=ex=>X2=[ne+— V§12|_={|ne g 12,lne+§ 12}

5 ex+%=6<:>ezx—6ex+9=0

Substitution: u=e%u2-6u+9=0c U-3)’=0=u=3

Resubstitution: u=3=e*=x=1n3 L={ln3}
6 Ve -S=0e e =e3 %5 0,50=3-x=>x=2 L=1{2}
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1.6 Exponentialgleichungen und natiirlicher Logarithmus 1

k24 > 15 a) Schnittpunkte mit der y-Achse:
fO=1g0=1= Sy,f(Oll); Sy,g(Oll)
Schnittpunkte mit der x-Achse:
f(x) = 0 & e%5* = 0 hat keine Lésung.
Die Funktion f hat keine Nullstelle.
gX) =0 4-3e0*=0=e 0= % =X= —2ln§
= N,(-2In%|0)
Schnittpunkte von G¢und G, fx) = gx) @ €05 =4 -3e 0% = X - 4% +3 =0
Substitution u = e05%: u-4u+3=0=u,=1;u,=3
Resubstitution: u,;=1=e%*=x,=0,f(0) =1

u,=3=e0*=x,=2In3;f2In3) =3

A(2In3]3); B(0|1)
b) ISTlsoll maximal werden.
Hilfsfunktion d mit d(@) = g(@) — f(a) = 4 — 3e70:53 — 0,52
d’@) =1,5e %52 -0,5e%52 = 5e053(3-¢d);d’(a) =0=3-e?=0=a=1In3
d”(a) =-0,75e7952-0,25e%°3 < O fiir alle a € ]0; In 9[.
Randbetrachtung: limd() = lim d@) =0
a—>0 a—In9

Die Strecke ST wird fiir a = In 3 maximal.

k2/s > 16 a) Der Graph heifit Glockenkurve, da die Form an die Umrisse einer Glocke erinnert.

b) Der Parameter s verschiebt den Hochpunkt der Kurve in y-Richtung und staucht oder streckt die
Kurve. m verschiebt die Kurve entlang der x-Achse.

. 1 _xm?
c) Grenzwerte: im e 22 |=0

V2r-s
e o1 2m-yp _wm’
Extremstelle: fm’s(x)—\/ﬁ‘S 22 € ¥

, 1 2m-x _x-m?
= 252 =
fm,s(x) (OR= B s 252 e 2 0

= x = m ist Nullstelle von fl,’n,s mit VZW und damit Extremstelle von fm,s'

1 1 1 _ x-m? 1 _x=m? x—m)2
-1 . == 2 == 2 = =
d) f(m) T frns® =35f, (M & e <€ ¥ T o8 ¥ =052, In2

=Xy, =mzV2s2In2
Halbwertsbreite: h = Ix, —x,| = 2)/2s2In0,5; h ist unabhéngig von m
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1 1.7 Wachstums- und Abklingvorgange

K3/5 m Verdoppelung: 1,14'=2 = log, ,,2 ~ 5,29 [Wochen]
K3/5 mB,-etML14=B .en14 =B -1,14'=B(})

Nachgefragt

K1/5 m Fiir z.B. x = -1 gilt dies nicht, da der Logarithmus von negativen Zahlen nicht existiert.

K1/6 B Eine exponentiell wachsende Gréf3e wiirde fiir sehr grofie Zeitrdume beliebig grof’ werden.
Da in der Realitat die Ressourcen (Platz, Nahrung, finanzielle Mittel, ...) begrenzt sind, kann
exponentielles Wachstum nie beliebig lange andauern.

Aufgaben

k01 a) f(x)=2-3"=2-exIn3 b) f(x) =322 =-3.e2xIn2
o f(x) =2%*. z;* =4 4" = 47 = e2xIn4 d) f(x) =0,25" = exln4
e) f(x) = —(%) =-27=—gxIn2 f) fx)=5-32=5.¢eg2In3

Ks 2 a) f)=2"=exn2;f(x) =ln2-exin2; f(3) = In2 - e3IN2 = 5 55
b) f(x) =5 =exn5; f'(x) = In5 - exIn5; (1) = In5 - el"5=5|n5= 8,05
c) f'(x) = 4e%; f'(e) = 4e%¢=210959,55
d) fx) =2,5"=exIn25; ¥(x) = In2,5 - exIn2.5; '(0,5) = In 2,5 - €0:5112.5 = 1 45
e) f(x) =0,25" = eX‘“O 25 = g=xIn4, f’(x) =-In4- e—X'““; (2,5) =—-In4 - e25n4 = 0,04
D 0 =1 (1) =lexsr=-texro=-1

ks >3 a)fx) = e2X = (e’)'=>a=e2~7,389
b) f(x) = j =4e>=4(e”) = a=e3~0,050
0 fX) =2e0%=2(e ) =a=e05~0,607
d) f(x) =3e0x= 3(e°’1) =a=e%1=1,105

ks >4 1 - C,dadies der einzige Graph mit f(0) = 2 ist.
2 — A, dadies der einzige Graph mit f(-2) = 1 ist.
3 - D, dadies der einzige Graph mitXE)r_nwf(x) = —oo jst.
4 — B, dadies der einzige Graph ist, der durch den Ursprung verladuft.

K3/5 5 a) QuotientbenachbarterFunktionswerte

0,3 0,48 _
0,2 =15 0,3 16’048 _~167’08 1,5

Das Wachstum der Kresse kann somit ndherungsweise mithilfe einer Exponentialfunktion h(t)
(hin cm; t in Tagen) mit dem Wachstumsfaktor 1,6 und der Anfangshohe 0,2 cm beschrieben
werden: h(®) =0,2 - 1,6".

b) Die mittlere Wachstumsrate in der ersten Woche ist der Differenzenquotient im Intervall

h(7) h(O) 42-0,2 _41cm
[0; 7]: 7 -7 Tag]

0) h(t)—02 16t—02 et'InL6; h'(h) =0,2In 1,6 - et"n16; h’(2) = 0,21n1,6 - €2 'n16~024[

Tag

46 Schulbuchseite 36-38



1.7 Wachstums- und Abklingvorgange 1

k3/+ > 6 Maximaler Durchmesser: lim d@®) =1
Grafisch: t = 105 [Jahre]

Rechnerisch: dt) = 0,9 & 1

W = 0,9 1= 0’9 + 0,9e—0,05(t—60) P 0’1 = 0,9e—0,05(t—60)

Int
1 _ ,-0,05(t-60) -9 _ 9 -
Sg=e =>t= 0,05+60 +60=103,9

~ 0,05

T 0 | T T T T >
—1_1‘\‘ 20 | 40 60 80 100 120 t

; - lim —10  _
ks)s 7 a) 1 tgl'l’lmf(t) _tETMZOe‘O'Sul

Die Influencerin kann langfristig mit 10000 ,,Fans“ rechnen.
2 ) = (20 + €299 - 5e05t— 1005t . 0,5e%5t  100e%5t

10

(20 + €051’ T (20 + €051
@) = (20 + 0507 . 5005t — 100e0:5t - 2(20 + e051) . 0,505t 500520 — e0:5Y)
(20 + e05%)* (20 + e051)°
0,5t _ 0,5t
f”(t) =0@M:e0,5t= W=t = 2[],]20z 5’99

(20 + e051)°
ist Nullstelle von " mit VZW von positiven zu negativen Werten.

Der Anstieg der ,,Fans® ist am 6. Tag am grof3ten.

b) v
_1.0_.

| | | | | | | | | | | | |

172 3 475 6 7 8 910 11 12 13t

c) Der Verlauf der Kurve entspricht dem, den man h&ufig bei der Ausbreitung von Infektions-
krankheiten (die z.B. durch Viren ausgelost werden) erhilt.
Individuelle Diskussionsergebnisse
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K2/5

K3/5

48

1.7 Wachstums- und Abklingvorgange

8 a) Schnittpunkt mit der y-Achse: f_(0) = (0%2-3)a0 =-3; Sy(O [-3)

9

Schnittpunkte mit der x-Achse: f,(x) =0 & X2 -3)a*=0= Xp/p = +\/3;
N, (-V310); N, (V310)
Verhalten fiir betragsgrofle Werte von x:
FirO<a<1 gilt: XE}rpmfa(x) = 400} Xgr]lofa(x) =0.
Fura>1 gilt: XE}rpmf(_j‘(x) =0; Xirpmfa(x) = too,
b) Extrempunkte: f;(x) = x2-3) - 3" = (x2-3) - ex'In3
fL00) =2x-exIn3 4+ (x2-3)-ex'n3.In3 =ex3(x2-In3+2x-3In3) =0

5 :\>2 2

o xyjy = 2P0, o 87ix, = 1,05
Monotonietabelle (gerundete Werte):

X x<-2,87 x=-2,87 -2,87 <x<1,05 x=1,05 x> 1,05

f(3) = %([n 3-1) 0 f(0)=-3In3 0 2 =9(n3 +4)
(%) ~0.02>0 VZW von <0 VZW von >0
+ +nach- - —nach + +
Gy / H(-2,8710,22) \ T(1,051-6,01) /

—6

) f,(x) = (x2-3)-exna; f/(x) = 2xexIna + (x2-3)exna. Ina = exIna(lna - x2 + 2x - 3na); f,(0) =-3

< -3lna=-3=a=e
d) f,(0 = (92-3)a*=(2-3)(3) = f1(9

a) Mogliche Losung:
Ansatz: f(t) = 120 - ekt + 24 mit t: Zeit in Minuten ab Beginn des Vorgangs; f(t) in °C
f(1) = 105 & 120 - ek + 24 = 105 & ek = 22 = k = In25 = -0,39
fO = 120e7039 4+ 24
b) Mogliche Losung, abhdngig von dem in Teilaufgabe a) gewdhlten Modell:
D) = 40 < 1200039 + 24 = 40 & e 03 = F = t =~ L5 In = 5,17
Nach dem Modell hat die Pfanne nach etwa 5,2 Minuten eine Temperatur von 40°C erreicht,
d. h. sie benotigt zum Abkiihlen von 105 °C auf 40°C etwa 4,2 Minuten.
¢) Individuelle Lésungen, abhidngig vom gewihlten Modell
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1.7 Wachstums- und Abklingvorgange 1

180 _ _
1+ke0—3=k—59

_ 180
hG) =20 & 1750e

180
1+ 59e70:4x

k35 > 10 a) h(0) =3

_ =_1,8 _
=20=>a= 5ln59~0,4

hx) =

x (in Wochen) 0 5 10 12 15 20 25 30
Hohe h (in cm) 3,0 20,0 86,5 121,2 | 157,0 | 176,5 | 179,5 | 179,9

y
200
150 Gn
100

50

| | | | | o
T -

5 10 15 20 25 x

b) h(X) = 50 ¢ T pocsz = 50 = x =~z In 2% ~ 7.8 [Monate];
h(X) = 100 & 20 = 100 = x = — 4 In 25 = 10,75 [Monate]
. L 180 _
) lim h() = lim 5 7o oa = 180[cm]
d) h'() = ——180 . 59e-04x. (—0,4) = 42482% ¢ fijr alle x & R?

1+ 59870'4")2 1+ 59970,4x)2
In der Realitat endet das Wachstum einer Pflanze zu einem bestimmten Zeitpunkt, ab dem ihre
Wachstumsgeschwindigkeit dann null ist.

e) Der Zeitpunkt, zu dem h”(x) = 0 gilt, ist der Zeitpunkt, zu dem die Wachstumsgeschwindigkeit der
Pflanze den groBten Wert erreicht.

K3/6 11 a) f(x) = 1,5exIn1,05
x: Zeit in Jahren ab 2023; f(x): Bevélkerung in Mio.

y
10+

9 -
8
7_

6

! ! ! ! ! ! ! ! ! ! -
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 T =

12 3 4 576 7 89 10 x

b) Die Ableitung beschreibt das jahrliche Bevélkerungswachstum zu einem Zeitpunkt x in Mio./Jahr.
120

- In1,05 — =3 _
c) fx) =10 < 1,5exIn 10 =X 1,05 38,9
Méogliche Losung zu den Grenzen des Modells: Auf unbegrenzte Zeit ist ein exponentielles Wachs-

tum aufgrund beschrankter Ressourcen in der Stadt nicht moglich.
d) Individuelle Ergebnisse
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1 1.7 Wachstums- und Abklingvorgange

k34 > 12 a)

W

0
1T 72 3 4 x

Langfristig wird die Bevélkerungszahl schrumpfen, da die Geburtenziffer unter den Wert von 2,1
fallt, da gilt XE}rrgmg(x) =1,4.
b) Stirkste Abnahme beietwax = 1,7, d.h. im Jahr 2012.

Rechnerisch: Man bestimmt die zweite Ableitungsfunktion g” von g und weist nach, dass diese fiir
x> 1,7 wieder positive Werte hat.

ki3 > 13 a) Die Schadlingspopulation wéchst zunéchst vermutlich exponentiell an (zu Beginn langsam, dann
zunehmend schneller), bis der Anstieg um den 22. Tag beendet wird. Danach geht der Bestand
innerhalb von etwa 5 Tagen auf null zuriick.

Es ist nicht bekannt, nach wie langer Zeit das eingesetzte Schadlingsbekdampfungsmittel seine
Wirkung entfaltet. Da der Riickgang der Population etwa am 21. Tag einsetzt, muss das Mittel
spatestens an diesem Tag eingesetzt worden sein. Ab etwa dem 12. Tag verlauft der Graph zuneh-
mend flacher, als man es bei einer exponentiellen Entwicklung erwarten wiirde. Dies kénnte darauf
hindeuten, dass das Mittel etwa zwischen dem 12. und dem 21. Tag eingesetzt wurde.

b) f beschreibt den Graphen am besten, da fiir die anderen beiden Funktionen gilt
tlim £, = . lim f,(t) = +oo.
—>+o0 —>+oo

Definitionsbereich: f;(26) = 59,0; f,(26,1) =-15,0
Im Sachkontext sinnvolle Definitionsmenge etwa: D, = [0; 26,1]

y A
1200+

1000+
800+
600
400

200

5 10 15 20 25 30 x
¢) f4(6) = 33. Die Schddlingspopulation erhdht sich an Tag 6 um etwa 33.
d) f4(t) = 15e%15t-0,6e03¢; f(t) = 2,25e%15 - 0,180
fL() = 0 & 15e%15t-0,6e%3 = 0 & 0,6e%151(25 — %159 = 0

_ ln25~ LE” In25 . . In25 _
=t =432 = 21,46 £, (§32 ) =-56,25 < 0; f5 ({32 ) = 1250
Die maximale Schadlingspopulation betrdgt 1250.
€) () = 0. 2,25e01510,18¢%3 = 0 = 0,18e%151(12,5 - €015 = 0 = t = T2% _ 16,84

ist Nullstelle von f;” mit VZW von positiven zu negativen Werten.

f3<ln0,1—12§5) =937,5. Am Punkt <lr;),112§5 |937,5> hat Gf3 seine grofite Steigung.

Die Schadlingspopulation hat nach rund 16,8 Tagen seine grofite Wachstumsrate.

f) 2e%3(50e 015t 1) = 100015t - 2e03t = f (1)
£, =0= 500015 -1=0=t=130-26,08

Nach rund 26 Tagen sind keine Schadlinge mehr vorhanden.
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1.7 Wachstums- und Abklingvorgange 1

g) Die Graphen sind fast identisch, sie unterscheiden sich in diesen Gréenordnungen der Werte
nur minimal, da %3 = 1,3498... = 1,35 gilt. Von der Funktion f ist es einfacher die Ableitungen zu
bilden, da man hier direkt die Ableitungsregel fiir die natiirliche Exponentialfunktion nutzen kann,
was bei der Darstellung von gnoch einen Zwischenschritt erfordert.

y A
1200

1000
800
600+
400+

200+

1 1 1 1 LI |

5710 15 20 25 30 x

h) Individuelle Ergebnisse

14 a) fa,b(x) = ba* = bexna = f;,b(x) =b-lna-exlna=p.lna-a*
b) fa’b(O)=3<:>b=3;f;,3(0)=6@3.[na.aO=6:>a=62

y A
61 |[y=06xr3

15 a) f'(t) = 10e2t 2f(t) =2 - 5e2t = (1)
b) Die Wachstumsrate zu einem Zeitpunkt t entspricht dem doppelten des Werts des Bestands zum
Zeitpunkt t. Die Wachstumsrate ist proportional zum Bestand.
¢) Graphfira=1;S=2;k=1

Mogliche Beispiele:
Pflanzenwachstum, Population einer Spezies

S
a | Anfangsbestand f0) = ﬁ =a

beschreibt die langfristige Wachs- lim f. <. (t) = aS _g
ceye « a,S,k a
tumsgrenze (,Sattigungsgrenze®) |t—+e

as-[(S—a)-e*St- k9] _ aS’k(S—a) e-Skt
(@+(S—a)est)’ (a + (S —a) e*st)?
fls@ =ak-(S-a)

beschreibt die Wachstums- frsx®=
geschwindigkeit
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1 1.7 Wachstums- und Abklingvorgange

@) k0[S~ Fos 0] = s mese [ ar e wesi]
_ aSk _aS+S(S-aeSk-asS

a+(S—a)eSkt a+(S—a)esSkt

_ aSk-S(S—a)esSk _ aS2k(S — a)e-Skt
@+G-aes9’  (a+(S—aeks’

Anfénglich gilt ndherungsweise f, ¢ | (t) ~ f, 5, (t): Die Wachstumsgeschwindigkeit ist proportional zum

Bestand, d. h. das Wachstum verhalt sich nahezu wie exponentielles Wachstum.

Mit zunehmendem Bestand gilt ndherungsweise f;,s,k(t) ~S-— fa,S,k(t)’ d. h. das Wachstum verlduft

beschrankt mit der Sattigungsgrenze S.

= sx®

k2/5 > 16 a) Die Pflanze ist zu Beginn 1,5cm grof3. 47
b) h(5) =22+1,5=23,5<0,015-3°%=0,235 = k = ﬁz 0,5
h() = 0,015 - 3%° h(8) = 0,015 - 3%°8~ 1,215

c) Mogliche Griinde: Es sind nicht gentigend Sonne oder N&hrstoffe fiir ausreichendes Wachstum

vorhanden.

d) h,5)=0,235a+b-3>°=0,235 ()
h,8 =1,08<<a+b-3*=1,08 (N
(D-:b-G*~3>9) = 0,845 = b= 253~ 0,013

In (): a=~0,235-0,013 - 3*° = 0,032
e) Die Gesamtfunktion ist wegen h(5) = h,(5) = 0,235 stetig.
Es gilt: h(® = 0,015 - e%5t'3; h’(H) =0,0075 - In3 - e%5t'In3; Kh’(5) = 0,0075 - In3 - e2:5°1n3
h,®=a+b-e®5tn3 h)®) =b-In3.el5tn3
Die Gesamtfunktion ist wegen h’(5) = 0,12844 und h)(5) = 0,1106 nicht differenzierbar.

2

L Vertiefung /

Ka/6 Logarithmische Skalen
m Die Geschichte der Erde wird hier dargestellt als Zeitstrahl von rechts (4,5 Mrd. Jahre) bis links
(heute). Jedoch sind die Jahresabstande nicht gleich grof.
Es handelt sich um eine logarithmische Skala: Die Abstdande zwischen benachbarten Zehner-
potenzen sind jeweils gleich grofs.

0,1

0,01

0,001

gt T T T T f
1 2 34 5 x

m Da e* # 0 gilt, kann eine logarithmische Skala nicht bei null beginnen.
m Individuelle Ergebnisse
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1.8 Sinus- und Kosinusfunktion 1

K4

K4/5

K2/4

| y

AT

1

| s

%ﬂ%%
t

Gy b////’—
} >
;;\\\\\\\355’,4’//;;T X

"1
| T T i
X 0 6 3 2
Tangentensteigung 0 g % 0

m Vermutung: Es handelt sich um den Graphen der Kosinusfunktion.
m Vermutung: Die Ableitungsfunktion der Kosinusfunktion ist die negative Sinusfunktion.

Nachgefragt

K1/5

K1/6

m Die vierte Ableitung der Sinusfunktion ist wiederum die Sinusfunktion. Da 2024 durch 4 teilbar
ist, ist die 2024-te Ableitung der Sinusfunktion ebenfalls die Sinusfunktion.

m Die Ableitung der Kosinusfunktion ist die negative Sinusfunktion. Diese besitzt wegen ihrer
Periodizitat unendlich viele Nullstellen.

Aufgaben

K5/6

1

a) (x) =-sin(x-13)

b) f’(x) = 2xcos (x2)

¢) F(X) =cosx-cosx+sinx- (-sinx) = (cosx)? - (sinx)?
d) f'(x) =-2cosx-sinx

e) f'(x) =-asin(ax+b)

f) f(X) = (sinx)? + (cosx)2=1; fF(x) =0

g) fx) = x3—x2—x+%\/5; f'(x) =3x2-2x-1

Kettenregel, Potenz- und Summenregel
Kettenregel und Potenzregel
Produktregel

Potenzregel und Kettenregel
Kettenregel und Summenregel
Konstantenregel

Potenz- und Summenregel

h) f(x) = 2[1-sin(2x)]- (~cos(2x)) - 2 =-4cos(2x) - [1 —sin (2x)]

Potenzregel, Kettenregel und Summenregel
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1 1.8 Sinus- und Kosinusfunktion

2 a) F(x) =—7cos 2x; F({) =-5sin(2x - 2 = f(x)
b) FX) = nsin%; F(x) = cos% =f(x)
) FX = —x2 sinx; F'(X) = 3x + cosx = f(x)
d) FX) ——Tcos( ) F'(x) = 10$|n( ) = f(x)
e) Fx) = —x3 — 05 (x); F'(x) = 2x2 + sin (x) = f(x)

f) Fx) = —e3X——sm3x:>F(x)—e3X cos3x = f(x)

Ka4/5 3 1
a) f'(x) = cosx; f”(x) = —sinx
f(x) =0 & cosx=0=x, = —%n; Xy = —%n; Xy = %n; X, = %n
(-3F) =(Z) =-1<0; f”(—ﬂ) - f(3—“) =1>0;
f(-F) =f(5) = 1:6(-5) =1(FF) =~

G hat die Hochpunkte H1<‘§ | ) und H2(%n‘1) sowie die Tiefpunkte Tl(—%n‘—l) und

3
T2<§TE|—1>.
b) f(x) =1 < cosx=1=x=0;f0) =0;P0OI0)
) [ y L
\ 1 G
— ot —t—
=21 _3_7E -7 _T i b E 21 X
2 1 ) =]

a) f(x) =-2sin(2x); f"(x) = —4 cos 2x)

F() =06 sin@X =0= X, =—3M X, = 0; X3 = 3T;

7” 17 T 2 (TU T\ _ T\ _ . B

PO =-4<0;f(-3) =F(3) =4>0:(-3) =f(3) =-1: fO =1

G hat den Hochpunkt H (011) sowie die Tiefpunkte T (—%n|— ) und Tz(%|—1)-
D) 00 =1 e 5@ =-§ = Fty = sy (- 2|1V, (- 5115
o) v

3 Wegen sin(2x + ) = cos (2x), der Periodizitdt der Funktionen mit p = 2— = 1 sowie unter Beachtung
der Definitionsmenge ergeben sich die Losungen aus denenvon 2 :

1(5-1)
2\(51-43) e, (45125)
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1.8 Sinus- und Kosinusfunktion 1

4
a) f'(x) =-sin (2x); f"(x) = -2 cos (2x)
fx)=0sin(2x) =0=x= %n; f(%) -2>0; f(%) --05

b) f(x) =-sin(2x) =1 = x =%n; f<34_7t) —0; P(%n 0)

9] y
1
] ] ] ] P./I 1 ] o

!
T T T T T T T T >
3m T L \I!/ 3n 2n | X
=3 3 —1—& 2

Ks 4 a) m=1:P(0Il0)
m=-1: Q,(-x10); Q,(r10)
b) m=0:R,(-3n]1); R, (~3n]-1); Ry (3nl11); R, (3n]-1)
0 m=05:5(-Srl- V35,3l )5, (ali5): 5,3 2v5)
ks 5 a) 1 sin(%—x) = sin[—(x—%)] =—sin(x—§) = sin(x+%) = COSX
2 Mit 1 erhalt man: cos(%-x) = sin[%— (%—x)] = sinx.
b) Mit 1 und 2 aus Teilaufgabe a) erhilt man:
(cosx)’ = [sin(%—x)]’ =—cos(§—x) =-sinx.

ke/s > 6 1 — C Mogliche Funktionsterme: f(x) = 0,5sin (2x); f'(x) = cos (2x)
2 — A Mbgliche Funktionsterme: f(x) = cos (0,5(x - 0,5m)); f'(x) = —0,5 sin (0,5(x — 0,5m))
3 — B Mogliche Funktionsterme: f(x) =—1,5sinx; f'(x) =—1,5 cosx

ks/s 7 a) Periodenldnge: p = g—: = 365 [Tage]. Das ist die Lange eines Jahres, nach der sich die Tageslangen

wiederholen. 365
b) v

20
15 G
10

5

! ! ! ! ! ! ! -
1 1 1 1 1 1 1 T =

50 100 150200 250 300|350 x
2
0 f =2—“-4,4cos(2—“(x—81)); £(x) =—(32T“5) ~4,4sin(%(x—81))

365 365
fx) =0 cos(%(x— 81)) =0= %(x— 8D = %
=X, =222+ 81 =172,25; X, = X, + 25 = 354,75
£7(172,25) = —(%)2 4,4 <0;f(172,25) = 16,6

2
£7(354,75) = (327"5) - 4,4>0; f(354,75) = 7,8

Grofte Tagesldnge am 22. Juni
Kleinste Tageslange am 22. Dezember

d) Es gilt:
21. Mdrz: f(79) = 12,049 21.Juni: f(171) = 16,599
23. September: f(265) = 12,086 21. Dezember: f(354) = 7,800
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K3/6

K5

K1/5

K1/5

56

1.8 Sinus- und Kosinusfunktion

8 a) Gg : blauer Graph; G : roter Graph

Periodenldnge: p, =§—g= 1,p,=%=5<P;

b) Mogliche Lésungen:
Ruhezustand: besonders starke Zunahme: t, = 1[s]; t,=2[s]
besonders starke Abnahme: t, =0,5[s]; t,=1,5[s]
Trainingsbelastung: besonders starke Zunahme: t, =0,5[s]; t,=1[s]
besonders starke Abnahme: t, =0,25[s]; t, =0,75s]
¢) Individuelle Ergebnisse

9 FX=1+(osx)2—(sinx)2=1-(sinx)2+ (cosx)2 = (cosx)2 + (cosx)2 =2 - (cosx)2 = f(x)

10 (9 =-aksin (; 7, (x) = —ak’ cos (kx)

7 =0=x, = % +n 'ZTTE’ ke Z, sind Nullstellen von f” mit VZW und daher Wendestellen von f.

fix,)=a- cos(k(% +n- 2%)) =a- cos(%n + 2nn) =0, d.h. alle Wendestellen sind Nullstellen von f.

11 a) f(=x) = (X) - sin(x) = (x) - (=sinx) = x - sinx = f(x)
b) f(x) =0 & x-sinx=0=x; =-2m; X, =-T; X5 = 0; X, = T; X, = 2;
N,(-2r10); N,(-x10); N;(010); N, (| 0); N (2] 0)
Y A

24 e

Nla 4
)

s

a

>

-5+

) Aus den Ergebnissen von Teilaufgabe b) folgt P=N,undQ=N,.
Wegen der Symmetrie von G, sind die Innenwinkel bei P und Q sind gleich grof.
Winkel bei Q: f'(x) = sinx + xcosx; f'(m) = -«
Grofe des Steigungswinkels der Tangenten: tang = -t = @ =-72,34°
GroBe des Innenwinkels des Dreiecks bei P bzw. Q: o0 = —¢ = 72,34°
Grofie des Innenwinkels bei S: y= 180°-2a = 35,32°
Punkt S(0lyg): ys = xq - tano. = w2
Flacheninhalt des Dreiecks: Apgs = % "XqYs = “72[FE]
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1.8 Sinus- und Kosinusfunktion 1

ks/6 > 12 a) Die Temperatur nimmt im Laufe jedes Tages zu bis zu einem Héchstwert und nimmt dann, be-
sonders in der Nacht ab. Insgesamt nimmt die Hochsttemperatur iber die Woche zu.

b) Mégliche Losung:
f(t) =-8,5sin (g—ﬁ(t + 3)) + 18,5 mit t: Zeit in Stunden ab Montag um 0 Uhr; f(t): Temperatur in °C

Die Periodenldnge betragt 24 [Stunden].

Die mittlere Tagestemperatur liegt bei etwa 10 ; 27 - 18,5[°C].
Die geringste Tagestemperatur wird nicht um Mitternacht, sondern erst etwas spater erreicht.

Es wird jedoch aufRer Acht gelassen, dass die Hochsttemperatur iiber die Woche zunimmt.
) F()=-8,5-cos (5t +3); ' =8,5- (55)?sin (F5(t+3))
7(t) = 0 < sin (%(t + 3)) =0= %(t + 3) == t=9ist Nullstelle von f” mit VZW und
f(9)=8,5-75>0
Den starksten Temperaturanstieg liefert das Modell fiir 9 Uhr, das stdrkste Fallen daher fiir 21 Uhr.

ka/s > 13 a) v A
5 —4
4+
G
34 h
L
Gg 1

T
N\
a
|
AR e
|
a
|
a1
o
I
o
[ \STES -
a
e
a
N
a
> Y

b) f(0) =g® =0 ()
f)=1;2K =cosx=f0O) =g @®=1 ()
Aus () und (1) folgt, dass sich die Graphen im Ursprung beriihren.

¢) Man bestimmt aus tan, = 1 zundchst die Gréfe ¢; = 45° des Winkels zwischen G, und der x-Achse.
Dann bestimmt man aus tang, = f'(0) + g’(0) = 2 die GréBe ¢, = 63,43° des Winkels zwischen G,
und der x-Achse. Die GroBe des Winkels ¢ ergibt sich dann als Differenz ¢, — ¢

O =0,—0;=63,43° - 45°=18,43°< 20°

«2/s 14 a) Schnittpunkt mit der y-Achse: f(0) = V2 - sin0=0; S (010)
Schnittpunkte mit der x-Achse: f(x) = 0 & V2 - sinx = 0 = x, = 0; x, = 7; N, (010); N,(| 0)
b) f(x) = V2 - cosx; f”(x) =-V2 - sinx

y
Extrempunkte: ] Gr
() =0 V2cosx=0=>x, =3; f”(%) =\2<0; f(g) =2

Gy hat einen Tiefpunkt T(5|V2). 10
Wendepunkte: 1
7(x) = 0= -V2 - sinx=0= x, = 0; x, = msind jeweils Nullstellen
mit VZW von f” und damit Wendestellen von f: W,(010) = N; W,(®|0) = N,

¢) Gemeinsame Punkte:A=N undB=N,

f(0) =V2; fay =-V2

Parabel: g(x) = %x(x -7) = %(x2 -1x); g'(x) = %(2x -1

g’ = —% #f0); g’ = % # f'(m) Die Graphen beriihren sich in den Punkten A und B nicht.
d) FF(X) =-asinx; FX) =fx) =>a=-V2 und F0) =0 =< -V2cos0+b=0=b =12
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1 1.8 Sinus- und Kosinusfunktion

k25 >15 a) [ v A
3~
21
14
T o P
DU N A

b) F'(x) =2 +cosx =f(x); GKX) = %x—%sinx . cosx+%

G'(x) = %—%[cosx - COSX +sinx - (=sinx)] = %[1 —(cosX)? + (sinx)z] = % . 2(sinx? = sinx? = g(x)
¢) 1 DaG;im Intervall[0; m] oberhalb von Gg liegt, berechnet sich der Abstand zwischen zwei
Punkten mit derselben x-Koordinate a durch die Differenz f(a) — g(a).
2 d@) =f@)-g@ =2+cosa-(sina)?
d’(@) =-sina—2-sina-cosa=-sina- (1 +2cosa)
d’@ =0« sina=0o0der1+2cosa=0
1.Fall: sina=0=a,=0;a,=n;d0) =3;dm =1
3

2.Fall: 1+2cosa=0=a, =%n; d(%n) =7

Die Ldnge der Strecke PQ ist fiir a* = %n minimal.
3 f(x) =-sinx; g’(x) = 2sinx - cosx

f’(z?“) = —?; g’(%‘) = —? Die Tangenten in P an G¢bzw. in Q an G, haben die gleiche

Steigung und sind somit parallel.

ks/s > 16 a) y

b) An der Stelle X, = 0 ist die Funktion g nicht differenzierbar, da der rechtsseitige und der linksseitige
Grenzwert des Differenzenquotienten nicht {ibereinstimmen, d. h. die Steigung von rechts nicht der
Steigung von links entspricht.

Weitere Stellen: x, =-m; x, =7
¢ limg®x=-1; lim gx) =1
x—0 x—0"
Die ,,Halbtangenten® schlieBen jeweils mit der x-Achse einen Winkel von 45° ein. Daher schliefien
sie miteinander einen Winkel der Gro3e 90° ein.

k/s 17 a) f,(x) =1+sin(2x)
Schnittpunkt mit der y-Achse: f,(0) = 1; S, (011)
Schnittpunkte mit der x-Achse:
f 3n 3n
00 =01+sin(2x) =0=x, =—%; X, =3 = Nl(—ﬂo); N2<T|O>
Extrempunkte: f'(x) = 2 cos (2x); f”(x) = -4 sin (2x)
f(x) =0&2cos(2x) =0=x, =—3T’T;x2 =—%;x3 =%;x4=7

() =P —-a<or=5) =P () - a0

() -2 - ) -
G, hat die Hochpunkte H1<—3Tn‘2) und H2(%|2) sowie die Tiefpunkte Tl(—%|0) =N, und

T,(3o) =N,
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K5/6

K2/4

Ka4/5

1.8 Sinus- und Kosinusfunktion

b) Tangentensteigungen: f; (x) = k - cos(kx)
FL0) = k; fi (}) = k- cos (m) = —k
fO-fi(f)=-1eok (K=-1ek’=1=k,=+1

18 Das mit den Koordinatenachsen eingeschlossene Dreieck ist genau dann gleichschenklig, wenn die
Tangentensteigung 1 oder —1 betrdagt. Man bestimmt daher diejenigen Punkte des Graphen, an dem
seine Steigung 1 oder -1 ist.

f'(x) = cosx

1. Fall: f'(x) = 1 & cosx = 1 = x, = 2km, k € Z; f2kn) = -2

2.Fall: f(x) = -1 & cosx=-1=x, =7+ 2kn, k € Z; f(rt + 2kn) = -2
Insgesamt: Bertihrpunkte: B, (kn|-2), k e Z

19 a) f(0) =1,5[m]
y

|

-
-
N
w
~
€]
oy
~
(o]
O
[
o
=
(=
x

b) f'( = 0,3ncos(E(t-5); (0) =-0,3n <0.
Dies bedeutet, dass zum Zeitpunkt t = 0 der Wasserstand abnimmt.

c) Graph 1 ist der Graph der Ableitung, da dieser der Einzige ist, der bei t = 0 unterhalb der x-Achse
verlauft.

d) =0 0,3mcos(5t-5)) =0= -5 =+F=1t, =2,51t,=7,5

’” _ 312 . (T .7 _307'52 L _ 3_752
7 = -5 sin(5t-5)); f(2,5) = %5~ > 0; F(7,5) = =55 <0

f(2,5) =0; f(7,5) =3
Der Wasserstand erreicht zum Zeitpunkt t, = 2,5[h] sein Minimum mit O0m und zum Zeitpunkt
t, =7,5[h] sein Maximum mit 3 m.

20 a)
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1.8 Sinus- und Kosinusfunktion

K2/6

K1/2

60

b) Schnittpunkt mit der y-Achse: f(0) = 3sin0 +V3 cos0 = V3; Sy(OI\/§)

Schnittpunkte mit der x-Achse: f(x) = 0 < 3sinx + V3 cosx =0 = tanx = —%\5

=%, =%, =55 05 = 15 N, (- E[0); N, (3 |0): Ny (1| 0)

Extrempunkte:

’(x) = 3cosx—V3sinx; f”(x) = -3sinx - V3 cosx

f’(x) = 0 < 3cosx—V3sinx = 0:>tanx=%\/§:>x1 =—2?n; X, =§; Xs =%n

F(-Z) = () =2V3>0; 7/(Z) =-2V3 < 0; (=) = F(“4F) =2V3; f() =23

G, hat die Hochpunkte H1<—4—;|2\/§) und Hz(%n|2\/§) sowie den Tiefpunkt T(|-2V3).

©) F(X) =-3-(-sinxX) + V3 cosx = 3sinx + V3 cosx = f(x)

f(x—%) = 3$in(x—%) +\/§cos(x—g) =-3cosx+V3sinx=F(x)

Verschiebt man den Graphen von f um % LE in positive x-Richtung, so erhalt man den Graphen der
Stammfunktion F von f.

Da die natiirliche Exponentialfunktion streng monoton zunehmend ist, nimmt die Funktion f ihren
groBten (kleinsten) Wert fiir den groBten (kleinsten) Wert des Exponenten an.

a) GroBter Wert fiir sinx = 1: el+l = g2

Kleinster Wert fiir sinx=-1: e 1*1 =0 =1

b) GroBter Wert fiir cosx=1:e2-1=¢

1

Kleinster Wert fiir cosx=-1:e2-1=e3 ==

c) GroBter Wert fiircos(x+ 1) =-1: e D =
1
e

e3

Kleinster Wert fiir cos(x+ 1) = 1: e 1 =

22 a) f(x) = sin(e; g(x) = esinx

b) 1 Die Gleichung esinx= 0 hat keine Losung, da stets e* > 0 gilt.

Die Gleichung sin (e*) = 0 hat keine negativen Losungen, da fiir x < 0 gilt 0 < €*< 1 und sinx # 0
flirx e ]0; 1] gilt.

2 Firdie Wertemenge der natiirlichen Exponentialfunktion gilt W = ]0; + <[, die insbesondere
das Intervall [2m; 47] und damit eine volle Periode der Sinusfunktion enthélt. Daher gilt fiir die
Wertemenge von f W, =[-1; 1].

Die Wertemenge der in R definierten Sinusfunktion ist das Intervall [-1; 1], damit gilt fiir die

Wertemenge von g W, =[e1; e1] = [3;e].

3 Fir negative Werte von x gilt 0 < e* < 1. Die Sinusfunktion ist im Intervall ]0; 1[ streng monoton
steigend und besitzt daher keine Extremstellen.

¢) Firalle x e R gilt: gx + 2n) = esin&+2m = gsinx = g(x), d. h. die Funktion g ist periodisch mit

Periodenldange 2m.

Extremstellen: g’(x) = cosx - esinx; g”(x) = —sinx - SN + (cosx)? - esinx

g'() =0 cosx-esnx=0=x=J+km ke Z; g”(%) =-1 -e+0=—e<0;g”(—%) =e>0;
T\ _ a. o _1

g(3) =e8(-3) =2

G, hat die Hochpunkte Hk(% + 2kn|e) und die Tiefpunkte Tk<—% + 2kn|%>, ke Z.
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1.8 Sinus- und Kosinusfunktion 1

d) f'(x) =e*-coseX; f’(x) = eX-cose*+eX- (-sine) - eX = eX. (cose*—eX-sined)
fx) =0 eX-cose*=0=cose*=0=e™ =%n; e =%n

=x, = %%, =3 7(In2) = -2 <0; (I 2F) = 2 > 0; f(In%) = 1; f(In 2T ) = -1

Die beiden am weitesten links liegenden Extrempunkte von G, sind H (ln%| 1) und T (ln32—“|—1).

e) v A
34

h’(x) = esinx(eXcos e* + sine* - cosx);

h”(x) = cosx - esinx(eXcos eX + sine* - cosx) + esinX[eX . coseX + eX- (=sineX) - e* + X - sine* - cosx
+sine* - (=sinx)]

Es gilt h’(-3,1) = 0,000396...> 0 und h’(-3,15) =-0,000024... >0

Im Intervall[-3,15; —3,1] gilt h”(x) > 0, die Funktion h” ist im Intervall [-3,15; —3,1] streng monoton
zunehmend und hat daher dort genau eine Nullstelle mit VZW. Die Funktion h hat daher im Intervall
[-3,15; -3,1] eine Extremstelle.

[ Physik Ya

K2/4 Mathematische Beschreibung von Schwingungen

m Mogliche Beispiele: Fadenpendel, Federpendel, elektrischer Schwingkreis

m s'® = Awcos (ob); s”®) = -2 Asin (o1);
5" =—w?s® mito = |2

M Je groBBer der Wert von k ist, desto
schneller nimmt die Amplitude ab.
Der Parameter k beschreibt die
Dampfung der Schwingung.
Je groBer der Wert von o ist, desto
kleiner ist die Periodenldnge der
Funktion. Der Parameter @ hangt
umgekehrt proportional mit der
Periodenldange der Schwingung

zusammen. Es gilt p = %”
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K1/5

K5

K1/4

K5

Ka4/5

62

differenziert

Der Funktionsterm f_, (x) = x3 + x besitzt nur
ungerade Exponenten. Daher ist G;  punkt-

symmetrisch beziiglich des Ursprungs.

a)

b)

4]

a)

b)

a)

b)

a)

Der Funktionsterm fa(x) = —x3 + ax besitzt nur
ungerade Exponenten. Daher ist Ge, punkt-

symmetrisch beziiglich des Ursprungs.
f7(x) =-3x2 +a;
f=0&-3+a=0=a=3

f7(x) = —6x; f7(x) = 0 = x = O ist einfache
Nullstelle von f; f,(0) = 0

Der Punkt (010) ist Wendepunkt des Graphen
aller Funktionen f_.

Die Aussage ist wahr, da der Graph der von f’
an der Stelle x = -3 eine Nullstelle mit VZW
von negativen zu positiven Werten hat.

Die Aussage ist wahr, da im Intervall [-2; —1]
f'(x) > 0 gilt, der Graph von f in diesem Inter-
vall also streng monoton steigend ist.

F.®) =2x3 +%x2+c;
F)=75<25+c=7,5=c=05;
Fx) = 2x3+%x2+ 5

F¥) =—x4=x+¢
FOO=10+c=1=c=1;

FOX) =—x4—x+1

Verschiebung um 3 LE in negative y-Richtung

\

W -
=

Schulbuchseite 48

F00 =3x2+ 21 + Kx = k; f{(x) = 6x + 2 + 2k;

Q) =

a)

b)

)
a)

b)

a)

b)

a)

0=12+2+2k=0=k=-7

fX)=0e-x}+ax=0=x@-x)=0
=x,=-Va;x,=0;x;=Va

() =-3x2+a=0;f/(x) =-6x

X =0&-3x2+a=0

= x, =-3V3a; x, =3V3a;
f(-3V3a) =2V3a>0;

f(3V3a )=—2\/_<o

f.(3V3a) =-§V3a+5V3a = $V3a;
f(- 1\/B_a)—+a 3a-3V3a=-2V3a

Gy, hat den Hochpunkt Ha(g\/_|%a\/_)
und den Tiefpunkt Ta(—%\/%|—%a\/§).
g(lvia)=2-2.1via=2v3a-y,

Die Aussage ist wahr, da die Ableitungsfunk-
tion wegen der (mindestens) drei Nullstellen
(mindestens) eine Funktion 3. Grades ist.
Die Aussage ist falsch, da f”(=2) = 0 und

f'(=2) = 2 gilt. Damit gilt f"(-2) + f'(-2) =2 > 1.

F.X) = x2+\/_x+c
(\/_)—75<:>—+c—75:>c—0
F(x) = —X2+er

bdes 14 1.3
F.¥) = x+3x X +G
FA,5) =4 72+Cc=4=c=-32;

F(x) = x5+%x4—%x3—32

Spiegelung an der y-Achse und Verschiebung
um 3 LE in positive y-Richtung

YA F
€ ,"Gg
PG
34 e
P Y
].'7L
Y I" ] ] -
1 T T 0 ! T >
-3 -2 —1_1 1 1 2 3 X




Trainingsrunde: differenziert 1

b) Streckungin y-Richtung mit dem Faktor% b) f(x) = %ez - eX
und Spiegelung an der x-Achse Streckung in y-Richtung mit dem Faktor %ez
/! 51/
lll Gf l 1
/6
TS Gf//
3oy = X y,
\\ / ‘
\ Gg == 0
=1 -2 - X
\
¢) Verschiebung um 1 LE in positive x-Richtung c) Spiegelung an der y-Achse und Verschiebung
AN um e? LE in negative y-Richtung
Gg, | |/ :
Gy
/
AN
\
/Gt l
\ /G
7 \
= \
5 L
3oy = X .
-3 -4 - X
\
\
\
\
\
\_
‘-
A
N

d) Spiegelung an der y-Achse und Verschiebung d) fx)=3-e®D

um 3 LE in positive y-Richtung Spiegelung an der y-Achse

Ll Verschiebung um 1 LE in positive x-Richtung
\\ £ G Spiegelung an der x-Achse,

F Verschiebung um 3 LE in positive y-Richtung
S A '
Gy

‘G
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K3/5

K5/6

K5

K1/4

K5

64

6

7

10

a) h-3)-h@,5 = ,
Die StraBBe iiberwindet in diesem Bereich

einen Hohenunterschied von rund 270 m.
b) h'(x) =z5e*-x);
tana=h'(1) & tana = %(e -1 =0=1,97°

a) FX)=1+1-eX+x-eX=1+eX+x-€¥
b) f(X) = 3x2e*+x3e* + %ex = e"(3x2 +x3+ %)
Beim Ableiten wird jeweils die Summen-, Potenz-

und Produktregel verwendet.

a) f(x) =2e2x4 () =2e0=2;fQ) =e0=1
1=2-2+t=t=-3
tpry=2x-3

b) f'(x) =-0,5e1-0:5% f'(2) = -0,5e0 =-0,5;
fQ)=e0=1
1=(-0,5)-2+t=t=2
tpry=-0,5x+2

c) f'(x) =2xe¥-1;f (1) =-2e0=-2;
fcD=e0=1
1=2) - D+t=t=-1
tpry=-2x-1

Es gilt g’(x) = e® > 0. Somit hat G, keine Stellen
mit waagrechter Tangente und damit auch keine
Extremstellen.

a) InE@xD+lne®=2x+1-x=x+1
b) eln(a)+3 + ln (e—3) = eln(a) . e3_ 3 = ae3_ 3

Schulbuchseite 48/49

a) =%(ex —x) >0 fiir alle x e R und damit
insbesondere im Intervall [-3; 2,5], da der
Graph der natiirlichen Exponentialfunktion
stets oberhalb der Winkelhalbierenden des
I. und Ill. Quadranten verlauft.

Der Graph von hist im Intervall [-3; 2,5]
streng monoton wachsend, die Strafle
gewinnt an Hohe.

b) h"(x) =o5(e*— 1)

h”(x) =0 @Sl—o(ex— D=0=x=0ist
Nullstelle von h” mit VZW von negativen zu
positiven Werten und damit die Stelle eines
lokalen Tiefpunkts von h’.

) = L (a0_0) = L
h'(0) = 55(e0-0) =55

Die Sitraﬁe hat eine minimale Steigung

von g5 = 2 %.
Der Parameter a wird als reelle Konstante
behandelt.
a) f(x) =a+2xe*+x%e*
b) f/(x)=@2x+a)-e*+ (x?+ax) - e

=eX(x2+(2+a)x+a)

Beim Ableiten wird jeweils die Summen-, Potenz-
und Produktregel verwendet.

a) F=22%r()=2e1=2;¢(1)=% =1
1=2-2+t=t=0
tpry =2x

b) (X)) =2x+e9(1 +e9;f(0)=2-e0-2=4;
f0) = )’ =1
1=4-0+t=t=1
tpry=4x+1

) F(x)=1-ex-14x-ex’-1.2x=ex-1(2x2+ 1);
1) =3;f1D =-1
-1=3-FD+t=t=2
tpry=3x+2

g"(x) = f(x) - ef®;
f'(x) =0=x=3,daf(3) =0 gilt.

a) N2x+InEe2) -Inx= ln(sz2) -2x
=In(2x - 2x

b) In(x+3)%—Inx2 —In(e3)
=2In(x+3)-2lnx-3 = 21n(x;'(

3) 3




Trainingsrunde: differenziert

K5

K

]

K3/5

K1/5

K4/5

11 3) ezx—l=4:2x—1=ln4=>x=%(1+ln4);
L={la+mna}
b) - (2-4)=0=x,,=22;L={-2;2}

12 f(x) =4-2e2%fX) =0=2Q2-e29 =0
:>2x=ln2:>x=%ln2

13 Das Bakterienwachstum lasst sich modellhaft

mit der Funktion f mit f(t) = 1000 - 2% be-
schreiben (t: Zeit in Stunden).

1 Eine Woche hat 7 - 24 = 168 Stunden;
6
f(168) = 1000 - 23 ~ 25398,4
2 f(@® =10000 < 1000 - 2% = 10000

3610 119,6 [Stunden]

t
=23=10=>t= n2

14 a) f'(x) =1-sin(@x) +2xcos 2x)
=sin 2X) + 2xc0s (2x)

b) f(X) =2x+3cosx)(1-3sinx)
15 a) f(Xx) =4cos4x);f'(x) =0 4cosx) =0
_n 51 37 T
=X, = 8,x— X=X, =g
_T, 3n 5 7., _9m,
X5 =1g3 Xg = g3 X; =553 Xg =g Xg = 53

a) e I=1=x2-9=0=x,=13;

L={-3;3}
b) (e2¢+5+3)(x—3) = 0= e2¥+54+3 =0 oder
x=3

e2¥’+5 4+ 3 =0 hat keine Losung; L = {3}

f(x) =2x+e* f"(x) =2 —e*
ffX)=0=2-e*=0=>-x=In2=x=-In2

Nach 9 Tagen (216 Stunden) sind

f(216) = 1000 - 2736 % = = 64000 Bakterien
vorhanden.

Funktion fir Abnahme:

g®) = 64000 - 0,524 (t>216)

g = 1000 < 64000 - O,Si = 1000

2% = 64 = 2% =20 = t =24 - 6 = 144

Es dauert 6 Tage (144 Stunden), bis die Bakterien
wieder ihre urspriingliche Anzahl haben.

Der Graph von fist der Sinuskurve &dhnlich,
allerdings nimmt der y-Wert der Hochpunkte mit
wachsendem x-Wert ab. Derjenige Hochpunkt
mit dem gréBten y-Wert ist daher der mit dem
kleinsten (positiven) x-Wert.

f'(x) =—e*-sinx+e™*-cosx=e*- (cosx—sinx)
f”(x) = e™-sinx—e™X-cosx—e*- cosx

+e™*. (=sinx) = -2e*- cosx
f(x) =0 e™- (cosx—sinx) =0
=Stanx=1=x, = %; f"(%) =-\2.e0251<Q;
(5) - dvae oo
Der Hochpunkt von G; mit dem gréBten y-Wert
ist H(ﬂ%\/fe‘(”“”).

a) f(X) =cosx+sinx; f'(x) =0 < cosx=-sinx
—tanx=-1=x=F= P(BTTEWT)

%

y

1 p

1 ///‘\\\
Gy
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1 Trainingsrunde: differenziert

b) f(x) =-2sin(2x);f'Xx) =0 -2sin(2x) =0 b) f'(x) =cosx+2sinx; f'(x) =0
=>x1=%;x2=1c;x3=32—n @cosx+2$inx=0=tanx=—%
=-0,46; X, = 2,68; P.(~0,461-2,24);
P,(Z]-2); P,&l0); P, (3F|-2 = X, = 0,46, X, = 2,08; F,(70,461-2,24);
1<2| ) 2 3( 2 | ) P2(2,68|2,24)

L) 1 2
Gt

]
-
a

|

=
N
a
bed

- R /I z n X




K5

K1/4

K1/4

K4/5

K3/5

K1/5

Trainingsrunde: kreuz und quer

16

17

18

19

20

21

f'(x) = ax(x + 2) = ax2 + 2ax

f(x) = %ax3 +ax2+b

f0) = 0= b = 0; f(x) = Fax* + ax2

f(-3) =-9a + 9a = 0 unabhangig von a

Alle Graphen der Funktionenschar haben den Punkt P (-=310) gemeinsam.

Graph Il ist der Graph einer Stammfunktion F. Da Graph Il an zwei Stellen die x-Achse (mit VZW) schnei-
det, miisste eine zugehorige Stammfunktion (im dargestellten Bereich) zwei Extremstellen besitzen.
Dies ist aber bei keinem der gezeichneten Graphen der Fall.

Graph Il ist der Graph der Funktion f, da die Funktion F an der Stelle x, = -3 einen Tiefpunkt besitzt
und nur Graph Il an der Stelle x, = -3 die x-Achse schneidet.

Graph | stellt demnach die Ableitungsfunktion f” dar.

a) Die Aussage ist wahr, da F(1) = 0 und f(1) = F/(1) = 0 gilt.

b) Die Aussage ist wahr, da der Graph von Fim Intervall [-1; 1] sein Kriimmungsverhalten dndert und
daher einen Wendepunkt hat.

c) Die Aussage ist falsch, da F(~2) = 0 und f(0) < 0 gilt, da der Graph von F in einer Umgebung von
X, = 0 streng monoton fallend ist.

Gfa — 2 ,dadies der einzige Graph mit einer senkrechten Asymptote ist. Die Gerade mit der Gleichung

x = -1 ist senkrechte Asymptote, daher gilt a = 1.

ng — 3, dadies der einzige verbleibende Graph mit einer waagrechten Asymptote ist.
Aus g,(0) =-2 +bfolgtb = 2.

G, —4, da bei Graph 1 im Ursprung ein Wendepunkt des Graphen ist.

Der Graph von h_ist eine Parabel, die keinen Wendepunkt besitzt.

a) f,() =e3 < e¥lt=e3=t=30[Stunden]
3
f,(30) = 900e739%; £,(30) = &3 > 900 302 = 3 = a = 35 In 955 = 0,13
b) Wegena<1 gilt: . lim f,(® = 0. Die Kultur stirbt daher aus.
—>+oo

N[

a) Nullstellen: gX) =0 (Ux-DeX=0=x=
Ableitungen: g’(x) = 8xeZx; g”(x) = 8e2X + 8x - e2X- 2 = 8e2X(1 + 2X)
Extremstellen: g'(x) =0 < 8xe2X=0=x=0;g"(0) =8>0; g0) =-2
G, hat einen Tiefpunkt T (01-2).
Wendepunkte: g”"(X) =0 8e2X(1+2X0) =0=x= —% ist Nullstelle mit VZW von g” und damit

Wendestelle von g; g(—%) =_4

E.
Gg hat einen Wendepunkt W(—%|—é)_
Wendetangente: g’(—%) -2

—é=—%-(—%)+t=¢t=—

6
e
b) 1 g =0Q-2x-2-e2*x=f,(dundh(x) = (-2 -2x-2) - e *x=f (x)
2 fa(—%) = [2a . (—%) —2] cea(-3) = —4e1 = % unabhdngig von a.
Es gilt p(x) = %.

3 Das mit den Koordinatenachsen eingeschlossene Dreieck ist genau dann gleichschenklig, wenn
ihre Steigung 1 oder —1 betrdgt. Man berechnet die Steigung im Wendepunkt und bestimmt a,

so dass f (- 1) = +1 gilt.
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K2/4

K2/3

68

22 a) fist tiberall definiert, wenn b e R\[-1; 1]ist.
b) fa’b(x) =0 & a+sinx=0= sinx =-a. Diese Gleichung ist |6sbar fiir a e [-1; 1]

o 1

23 a) Fu
y
4

3
2
1

Der Graph besitzt die Polstellen x, =+ 2km; ke Z, d.h.es giltb + cos (x ) =0=b = 1.
Der Graph besitzt die Nullstellen x, =5 + 2nm; ne Z, d.h. es gilta+sin(x ) =0 = a=-1.
Esgilta=-1undb=1,f ()= _11++C§2)’:.

Der Graph besitzt die Polstellen x, = 2km; ke Z, d.h. es gilt b + cos (x, ) =0 =b =-1.
Der Graph besitzt keine Nullstellen, d. h. es gilt a ¢ [-1; 1]. Wegen f(x) > 0 gilt a = -2.
Esgilta=-2undb=-1,f,  (x) = =7+30%
Der Graph besitzt die Nullstellen x , = % +2nm;ne Z,d.h. es gilt a + sin (xn) =0=>a=1.
Der Graph besitzt keine Polstellen, d.h. es gilt b ¢ [-1; 1]. Wegen f(x) <O gilt b = 2.
Esgilta=1undb=2,f ,(x) = 21:;')2’;
Der Graph besitzt keine Polstellen, d.h. es gilt b ¢ [-1; 1].
Der Graph besitzt keine Nullstellen, d. h. es gilt a ¢ [-1; 1].
Wegen f(x) > 0 und f(0) = $ gilta=2 und b = 2.
Esgilta=2undb=2,f,,) = 22:;"2’;
ra=>5
Gy,
0

b) a beschreibt, wie stark der Kérper von der Fliissigkeit abgebremst wird.

C
)t—>

d) v, =s,® =;—?(a —ae0; lim (@e9 = 0; fiir t > +eogilt v, (0 =3

lim (e72) = 0; fiirt — +oo gilt s, ) = i—g(at +e73h) = %at =104

+o0

10

Die Geschwindigkeit wird fiir lange Sinkzeiten nahezu konstant.

e) Fiirlange Sinkzeiten gilt s_ () = %t =v, M - t,d.h. es liegt eine Bewegung mit konstanter Ge-
schwindigkeit vor. Der zuriickgelegte Weg ist zur (konstanten) Geschwindigkeit proportional.
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b) Damit die Funktion einen Tag modellieren kann, muss sie periodisch mit der Periode p = 24 sein.

I m_ 2
Der Faktor 15 ergibt sich aus T’t =55 =13
¢) a® =0 -40sin (%t) -23=0=sin (1—“2t) = —% = t, = 8,34 (Sonnenaufgang);

t,=24-t, = 15,66 (Sonnenuntergang)

d) Man bestimmt mithilfe des Graphen denjenigen Wert t, (t; < 12) mit f(t;) =-6.
Die Differenz t, —t; ist dann die Ldnge der biirgerlichen Abenddammerung.

e) Die Nacht dauert am Nordpol am 21. Dezember 24 Stunden, da die Funktion Cpordpol mit
ocNordpol(t) =-19cos (%t) — 23 keine Nullstellen besitzt. Es gilt o, =-19 - 1) =23 = -4,

D.h. es gibt aber Zeiten, in denen der Hohenwinkel der Sonne Werte zwischen —6° und —4°
annimmt, so dass es eine biirgerliche Abenddammerung gibt.
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Ks 1 a) Ableitungen: f, (x) = 2ax; f, (x) = 2a

Extremstelle: f, ()= 0 < 2ax =0 = x, = 0;
L . R <0flra<o
Hinreichende Bedingung: f] 0) = 2a { >0 fiira>0

Der Graph Gy, besitzt fiir a < 0 einen Hochpunkt
Ha(0|%) und fiir a > 0 einen Tiefpunkt Ta(o|%),

b) Stammfunktion: Fa,c(x) =a -%x3 +%x+ ¢, celR

Da die Wendestelle von Fa,c genau die Extremstelle von f ist, gilt Fa,c(O) =0,d.h.c=0.

Also: Fa,o(x) = %ax3 +%x

k2 2 Esgilt G, = Gy und Gy = G,.
Begriindung: Gy kann nicht der Graph von f sein, da z.B. in der Umgebung von x, = -3 der Graph G,
sehr flach verlauft, seine Ableitung miisste also kleine (positive) Werte besitzen.
Allerdings gilt ungefdhr B (=3) = 2. Somit folgt die Behauptung.

ks/6 >3 a) Mit f(x) = a-eb &x-9+dgijlt:
Verschiebung um 2 Langeneinheiten in positive x-Richtung
Streckung in y-Richtung mit dem Faktor 3; Spiegelung an der x-Achse
b) Mit f(x) = a-eb-x-9+d gijlt:
Streckung in x-Richtung mit dem Faktor %; Spiegelung an der y-Achse
Verschiebung um 4 Langeneinheiten in negative y-Richtung

Ks 4 a)f(1)=(@1-1-et=0;P1l0)

Ableitung: f(x) = (1) -e*+(1-x)-e*=¢e*- (-1+1-X) = —x- &
(1) =-1-el=-e= m,
Tangente: tp:y =mx+t => 0=-e-1+t => t=e
Tangentengleichung t,:y = —ex+e

b) f(1) = 12 -el =e; P(1le)
Ableitung: f'(x) = 2x - eX+x2-eX = 2x+x2) - &
F)=0Q-1+1)-el=3e= m,,
Tangente: tp:y =mx+t = e =3e-1+t = t=-2e
Tangentengleichung: t,: y = 3e-x-2e

5 1 A M) =20 e (s et (1) =2(+ e - (eX—e) = 2((€)— (e)) = 2e2x—2e2x
2 D F®=1+e* (1) =1-e*=1-%
3 B F(x)=ex+2.1=¢e"-e2=¢2.-e
4 C F(X)=3x+3-e¥ 3 =3x2+eX

K5 6 a)ln(lne=Iln1=0
1
b) [In(€)F’ +2lne = [2Ine?+2=22+2=6
1 1
) ln(e2)+ln%—e'”2=2lne+lne—2—2 =2-2lne-2=-2
e S—— N——

1 1

d) ln%—lne3—ln3 =In1-In3-3lne-In3=-2In3-3
0 1
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K5 7 a) Symmetrie: f(-x) = (-x) - e (0% = —xex? = —f(x);
G ist punktsymmetrisch beziiglich des Koordinatenursprungs.
Schnittpunkt mit der y-Achse: f(0) = 0- e’ = 0; S, (010)

Nullstelle: f(x) = 0 < x-ex2 =0 = x,=0; N(0I0) =S,
#0
Verhalten fiir x - +oo: Es gilt Xlqum(xe—xz) = XlerlM(ﬁ) = 0, da die e-Funktion schneller wéachst
als jede Potenzfunktion.
b) Ableitungen:

FX) =1-exX2+x-ex2.(=2x) = (1 -2x2) - ex?;

() = (~4x) - e+ (1-2x2) - ex?- (=2X) = (6x + 4x3) - ex? = 2x - (2x2 - 3) e*?
Extrempunkte:
=0 (1-2x)-e¥=0=1-2x2=0 & x2=% = Xy =:%\/§

#0
Hinreichende Bedingung:

(3v2)=2-2v2.2-1-3)-e05=2V2 - e05 <0
= G, hatan der Stelle x, = 3V2 einen Hochpunkt H(1V2|1v2 . e05). Wegen der Punkt-

symmetrie von G, beziiglich des Koordinatenursprungs ist dann T(—%\/ﬂ—%\/f . e‘0’5) der
Tiefpunkt von G,.
Wendepunkte:

X)) =0 & 2x- 2x2-3)ex* =0 = X;=0;2x2-3=0 & x2 =% = Xy3 = :%\/3
#0
sind jeweils einfache Nullstellen von f” und damit Wendestellen von G;.

2
f(1V6) = V6 - e (18] = 1vg. e-3
Aufgrund der Punktsymmetrie beziiglich des Koordinatenursprungs folgt f(—%\/g) = _%\/E -e72.
W, 010), W, (~2V6|-2V6 - e-2) und W, (3 V6|1 V6 - e3) sind Wendepunkte.

N w

ks/6 > 8 a) f(t) = a-ekt mitt: Zeit in Stunden seit Beobachtungsbeginn; f(t): Menge des Jod 133 in mg
f0O)=10 = a-ek'0=10 = a=10
f20,8) =5 < 10-ek'208 =5 & ek 08 =1  k.20,8 = n3

© k-208=-n2 & k=—12Z ~ 0,033
-n2 ’
Also: f(t) = 10 - e208"
b) f(t) < % =0,01lmg = 10mg-e %033t < 0,01 mg
e 0073t < ST — 0,001 & 0,033t < 1n0,001 = ~In1000
[n 1000
= t> 0033 ~ 209[h] = 8 Tage 17 h

k35 > 9 a) Ableitungen:
(1) = -2t +20) e 0t — (12 + 20t + 200) e 01t . (-0,1)
=01t (2t +20-0,1t> - 2t - 20) = 0,1t?e 01t
() = 0,1-2t-e01t10,1t2e01t. (-0,1) = 0,1t - (-0,1t + 2) e 01t
Wendestelle:
() =0 < 0,1t- (-0,1t+2) - %' =0 = t, = 0; -0,1t+2 = 0 = t, = 20[Tage]

%0
' (0) = 0 kein Wachstum

f(20) = 0,1-20%- 0120 = 40e2 = 5,41 >0

Nach 20 Tagen hat die Pflanze den grofiten Wachstumsschub.
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b) Gesucht ist das Verhalten der Funktion f fiir groe Werte von t.
Es gilt lim [—(t? + 20t + 200) - e 1t + 200] = 200, da gilt lim (t"-e*1) = Ofiirallene N.

— +oo t— +oo

Die Pflanze kann hochstens 200 cm, also 2 m hoch werden.

K5 10 a) Zundichst bildet man die Ableitung der Funktion f: f'(x) = 3(-sinx) = =3 sinx.
Dann bestimmt man die y-Koordinate von P: f(%) =2+3c0s5 = 2; P(%|2)

0

Des Weiteren bestimmt man die Steigung der Tangente: m, = f’(%) =-3. sin% = -3.

In die allgemeine Geradengleichung setzt man die Koordinaten von P sowie die Steigung ein:
tpry=mx+t = 2=-3-J+t.
Durch Auflosen der Gleichung erhdlt man t = 2 +3’2—7c und notiert die Tangentengleichung:
tpry = —3x+2+%n.

b) W, =[-1;5]

k2/6 > 11 Da die Exponentialfunktion streng monoton zunehmend ist, wird der kleinste (grof3te) Wert ange-

nommen, wenn der Exponent am kleinsten (groBten) ist.

a) Der kleinste Wert, den die Kosinusfunktion annehmen kann, ist -1, somit ist der kleinste Wert des
Exponenten 0. Damit ist e® = 1 der kleinste Wert der Funktion.
Der grofite Wert, den die Kosinusfunktion annehmen kann, ist 1, somit ist der grof3te Wert des
Exponenten 2. Damit ist e2 der groB3te Wert der Funktion.
Insgesamt gilt also: W, = [1; e?]

b) Der kleinste Wert, den die Sinusfunktion annehmen kann, ist -1, somit ist der kleinste Wert des
Exponenten 2 - (-1) - 1 = —3. Damit ist e3 der kleinste Wert der Funktion.
Der gréf3te Wert, den die Sinusfunktion annehmen kann, ist 1, somit ist der grofite Wert des
Exponenten 2-1-1 = 1. Damit ist e der grofite Wert der Funktion.
Insgesamt gilt also: W, = [e73; ]
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| Aufgaben fiir Lernpartner/

K1/6

K1/6

K1/6

K1/6

K1/6

K1/6

K1/6

K1/6

K1/6

K1/6

K1/6

K1/6

K1/6

K1/6

K1/6

K1/6

A Die Aussage ist falsch. Gegenbeispiel: f : x— ax?, Dfa =R,aeR*

Die zu verschiedenen Parameterwerten gehdrenden Graphen sind nicht kongruent zueinander.

Die Aussage ist falsch, da f, (0) = 0%+ k = k, also hat jeder Graph Gfk einen anderen Schnittpunkt
P, (01k) mit dery-Achse.

Die Aussage ist richtig. Da zu einer Stammfunktion beliebige Konstanten addiert werden kénnen, ldsst
sich der Graph einer Stammfunktion so in y-Richtung verschieben, dass der verschobene Graph die
x-Achse schneidet.

Die Aussage ist falsch, da fiir alle n € N\{0} gilt: Xli_)rrlw)e(—z = 0.
Die Aussage ist richtig, da gilt: Ine* = x fiir alle x e R.

Die Aussage ist falsch. Gegenbeispiel: Der Funktionsterm von f: x — e2%, D; = R, enthdlt eine Potenz
zur Basis e. Aber es gilt: f'(x) = e2x.2 = 2e2x # f(x).

Die Aussage ist falsch, da e? ein konstanter Summand ist. Richtig ist: f, (x) = e*.

Die Aussage ist richtig, da e? ein konstanter Faktor ist.

Beide Aussagen sind falsch. Richtig ist:

k) = fEX) = fle*-1) = €-1)7+1 = e2X~2e*+2

kp () = g(F00) = g2 +1) = ex?+1-1

Die Aussage ist richtig. Es gilt fiir jede positive Basis b: b = elnb und damit b* = (elnb)* = ex-nb,
Die Aussage ist falsch. Gegenbeispiel: f: x—>—e*, Dy = R. Es gilt lim (-*) = - lim e = —co.

Die Aussage ist falsch. Die Anzahl der Individuen zur Zeit t = 0 berechnet sich mit
f.0)=a-e0*3=3a-e3+a.

Die Aussage ist falsch. Durch Logarithmieren erhélt man: In(x- €9 = In4 = In(X) + x = In4, was mit
Schulmathematik nicht geldst werden kann.

Die Aussage ist falsch. Gegenbeispiel: eX=e2 = x=2¢eZ

Die Aussage ist falsch. Richtig ist nach der Produktregel:
f(X) = cosx - cosx+sinx- (—sinx) = (cosx)’ - (sinx)°.

Die Aussage ist falsch. Richtigist: f'(x) = cosx; f”(x) = —sinx = —f(x).
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K1/4

K2/5

74

1

2

a)

b)

W)

Die Aussage ist richtig. Es gilt F'(2) = f(2) = 0, und das Vorzeichen von F’ = f wechselt an der Stelle
X, = 2 von einem negativen Vorzeichen zu einem positiven.

Die Aussage ist richtig, da G;im Intervall [-2; O] oberhalb der x-Achse liegt. Der Graph von Fist also
streng monoton steigend im Intervall [-2; 0], daher gilt die Behauptung.

Die Aussage ist falsch. Da G; bei x, = 1,5 einen Tiefpunkt besitzt, gilt f'(1,5) = 0 und f*(1,5) > 0.
Somit ist die Summe f(1,5) + f”(1,5) nicht negativ und damit insbesondere nicht kleiner als —1.

Die Aussage ist falsch, es sind zwei Nullstellen. G besitzt im Intervall ]-6; 2[ zwei Wendestellen, bei
X, ==3 und bei x, = 0. Da jede Wendestelle von f eine Nullstelle von f” ist, besitzt f” (mindestens)
zwei Nullstellen im angegebenen Intervall.

Die Aussage ist falsch. G hat keine waagrechte Asymptote, da weder XE}rpwf(x) =0noch

XE)TJ(X) = 0 gilt. (Der Graph von f” hat die x-Achse als waagrechte Asymptote fiir x — —<, da sich
G;in diesem Bereich der Geraden y = 1 annihert.)

Esgiltf,(x) =225 - (x2 - ad)? = 2. (x4 - 2a2x2 + a4).
Mogliche Elgenschaften

e Jeder Graph Gf ist achsensymmetrisch beziiglich der y-Achse, da f,(x) unabhéngig von a nur
gerade Exponenten von x beS|tzt

® Es gllt llm f(x) = +oo, da 5>0 unabhéngig von a € R™ gilt.

3 333

e Esgilt W f =[0; +oo[ unabhang|g von a.

e Jeder Graph Ge, besitzt unabhingig von a € R* zwei doppelte Nullstellen (deren Lage +a
allerdings von a abhéingt)

Ableitungen: f(x) = 225 - (4x3 - 4a2x) = 20 - (x3-a2; f7(x) = 20 -(3x2-2a?)

Extremstellen: f/(x) = 0 @F (x3 - 2x) S35 20 3x- (k2-a?) = 0 =X, =0;x,3=ta

Hinreichende Bedingung:

fro) ==23-G-02-a2) = —g—g <0fiira>0; an der Stelle x, = 0 besitzt G einen Hochpunkt:

3a3 (02—a2)2=§a-H (0|%a)

f7(@ = ﬁ -(3a2-a2) = —> 0 fiir a > 0; an der Stelle x, = a besitzt G, elnen Tiefpunkt:

3a3

f,0 =

f,@=0;T,,(@l0).
Wegen der Achsensymmetrie von G berglich der y-Achse gilt Ta’z(—aIO).
Wendepunkte: f7(x) = 20 -(B3x2- a2) =0 x2= 3 :>x1/2 =:%\/§ sind jeweils einfache Nullstellen
von f7 und damit Wendestellen von f.
a _5 a,/7)2 Z_La_z_ 2_i_2_a2220
fa(§\/§)_ﬁ'((§\/§) _az) IEEE (3 az) _3a3'( 3) 27 % al( \/_| )
Wegen der Achsensymmetrie von G bezugllch dery-Achse gilt W, 2( a\/_|——a)
Steigung in den Wendepunkten:
, _ 20 a 3 a a3
) =35 [(3V3) -2 (5V3)] = 35 (§V3-5V3) = 35 (-32V3) =-5V3

3a3 3a3
unabhdngig von a. Wegen der Achsensymmetrie von G, beziiglich der y-Achse ist auch die Steigung
von G¢_im zweiten Wendepunkt unabhéngig von a und damit auch die GroRe ihres Schnittwinkels.
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d) Esgilt fy(0) = 75 - X~ 8)2 - (x+8)?

K1/5

1536
v A
¥ 141 Hg

|
1 1 T 1 1 1

F12-10 -8 =6 <4 -2 | 2 4 6 8 10 12 x
scheni . =5.1 _5,. V3,53,
e) Fldcheninhalt: A@@) =2-3yy -xy =32 -3a="ga

Alle entsprechenden Vierecke sind achsensymmetrisch beziiglich der Diagonale OH.,.
Fiir ein Quadrat muss zusatzlich gelten, dass beide Diagonalen gleich lang sind.

Dies ist wegeny, = %a und 2 - X, , = %a\/? aber fiir kein a > 0 erfillt.
Somit gibt es kein Quadrat unter diesen Vierecken.

-12 -10 -8 -6 -4 —2_2 2 4 6 |8 10 12 x
) 1 FK)=-FK=— x-872- x+8)>
T8 T 1536
2 f*(x)=f8(—x)=&~(—x—8)2-(—x+8)2=ﬁ-(x+8)2-(x—8)2=f8(x)
3 10 =3-8=20F(0 =00 -2 =2 x-87 x+8)? -0
4 F() =3 f0) =505 x-8)7 x+8)’

3 a) Nullstellen: fx) =0 1-x) -e*=0 =Xy, =21

#0
Die Gleichung f(x) = 0 hat genau zwei Lésungen, daher hat die Funktion f genau zwei Nullstellen.

b) Ableitung: f'(x) = (2xe™*+ (1 —xDe™* - 1) = X2 -2x - e

V410D 2
_2:\2 41(1)=2_§\/5=11\/5

Extremstellen: f'(x) =0 = x2-2x-1=0= Xy = 3
Laut Aufgabenstellung sind dies die x-Koordinaten der beiden Extrempunkte.

¢) Die Stelle x,=~1ist eine Nullstelle von f, an der das Vorzeichen von f(x) von negativen Werten zu

positiven Werten wechselt. Daher besitzt F an der Stelle x, = -1 einen Tiefpunkt. Da G durch den
Punkt T (-112) verlduft, ist dies ein Tiefpunkt von Gp.
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K2/3

K3/5

76

4

5

d) 1 Nullstellen:h,x) =0=1-kx2=0skx2=1
1. Fall: k < 0: Die Gleichung besitzt keine Losung, die Funktion h, besitzt keine Nullstelle.
2. Fall: k = 0: Die Funktion h mit h,(x) = e™ besitzt keine Nullstelle.

3.Fall: k>0: kx2=1= X1p= :\/%. Die Funktion h, besitzt genau zwei Nullstellen.

2 Indiesem Fall gilt: 2 ~\/%=4<:»\/%=2:>%=4:>k=%.
3 Angenommen, es gibt einen Wert k, fiir den die Graphen G;und G, symmetrisch zueinander
beziiglich der x-Achse liegen. Dann gilt: h, (x) = —f(x) fiir alle x € R.
Damit gilt fiir alle x e R:
1-kxDe*=-(1-xVe*=1-k2=-1+x2=2k2=2-x2= 1 +kx2=2
Diese Gleichung ist z. B. fiir x = 0 nicht erfiillt. Daher kann es keinen derartigen Wert fiir k geben.

a) Esgilt lim fx) = lim (1+7e92%) =1,da lim e %2 =0 gilt.
X—>+00 X—>+o0 X—>+o0
Daher ist die Gerade mit der Gleichung y = 1 waagrechte Asymptote von G,.
Monotonie: Ableitung: f'(x) = 7e%2%. (=0,2) = -1,4e 0%
Es gilt: f'(x) < O fiir alle x € R}, also ist G; streng monoton fallend.
b) A = ﬁ = 1: Zu Beobachtungsbeginn war die Fliche 1 m? grof.
. o 8 _a.
XE}I’P&A(X) - xgmoo 1+ 7702 B
Der Flacheninhalt des Algenteppichs wird nach langer Zeit (nahezu) 8 m2 groR sein.
Die Funktion fist streng monoton abnehmend und positiv, daher ist A(x) streng monoton
zunehmend.

Q) Al =4 & 02% =

8
m=4<:>1+7e
_In7 _

©-0,2-x,=-In7 & x,= 02~ 9,73

-0,2xy 1 , oy —Inl
26 =5 0,2 xO—ln7

Nach knapp 10 Tagen ist die Halfte der maximal mdéglichen Flache bedeckt.

d) Der Graphvon A hat zum Zeitpunkt x, einen Wendepunkt und ist dort am steilsten. Die momentane
Anderungsrate ist die erste Ableitung von A, wenn diese am gréften ist, also einen Hochpunkt hat,
ist die zweite Ableitung von A dort 0.

4 6 | 8 10 12 1416 x

(34_n) =_g.ﬂ__@~—o 278

a) g(1,5) =-gsin(5-1,5) =-Fsin
Die Testperson atmet gerade aus.

b) Das Luftvolumen in der Lunge ist minimal, wenn die Testperson gerade komplett ausgeatmet hat,
also zu einem Zeitpunkt, an dem sie vom Ausatmen (g(t) < 0) zum Einatmen (g(t) > 0) wechselt.
Das ist z.B. nach 2 s der Fall.

c) T: Zeit fiir einen vollstandigen Atemzyklus: f = % = % = %Hz

d) fi=2-12=2

Esgilt:b=2"=2n-f =2rn-3 =3

10 5%
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