| EXX

KX

6

1

a) Das Trapez ldsst sich in ein flachengleiches Rechteck iiberfiihren (vgl. Abbildung). Daher ist der

Flacheninhalt des Trapezes nur abhdngig von den Seitenldngen h und a;C des dadurch entstan-

denen Rechtecks und nicht von den Langen der Seiten b und d.
C

d h b
\

b) V=G-1=22¢h-1=2(10+3)-5-1000 = 32500 [m?]

1 a) Die Kugel entsteht durch Rotation eines Halbkreises mit Radius r um diejenige Gerade,
die durch den Mittelpunkt des Halbkreises senkrecht zu seinem Durchmesser verlauft.

b) V= % BPr
2 a) Der Kegel entsteht durch Rotation eines rechtwinkligen Dreiecks mit den Katheten h und r um
die Gerade, die die Kathete h enthalt.
b) V=3-G-h=2.r2n-h=2r2h
c) Die Oberflache besteht aus dem Grundkreis und dem Kegelmantel. Dieser ist ein Kreissektor mit
Radius s = Vh? +r2.
A=G+M=rn+rns=22-n+n-2-V22+42 = 4n-(1+V5)=40,7 [cm?]
3 a) Der Zylinder entsteht durch Rotation eines Rechtecks mit den Seitenldngen r und h um die
Gerade, die die Hohe h enthilt.
b) V=G-h=r2x-h
c) Die Oberflache besteht aus zwei kongruenten Kreisen und der Mantelflache. Diese ist ein
Rechteck mit den Seitenldngen h und 2rm.
A=2G+M=2r2n+h-2rt=2-22-w+4-2-2n =241~ 75,4[cm?]
4 a) Der Korper ist kein Rotationskorper.
b) V=8cm2-h

a) Die Aussage ist falsch, da die Ableitung f" an der Stelle x = 4 eine Nullstelle mit Vorzeichenwechsel
von positiven zu negativen Werten besitzt. Bei x = 4 liegt daher ein Maximum vor.

b) Die Aussage ist wahr. Die mittlere Anderungsrate von f’ im Intervall [-3; 0] berechnet sich durch
FO-FE3) _o-4__4_ 45

0-(3) 3 3 o/

¢) Die Aussage ist im Allgemeinen falsch. Die Ableitung f” einer Funktion f legt den Verlauf von G bis
auf eine Verschiebung in y-Richtung fest. Daher kann aufgrund von G, keine Aussage liber einen
bestimmten Funktionswert von f getroffen werden.

d) Die Aussage ist wahr. Besitzt G, einen Terrassenpunkt W(xwlf(xw) ) dann ist x,, eine Nullstelle von
f  ohne Vorzeichenwechsel. Eine solche ist aus der Abbildung nicht ersichtlich.

7)) — _ 15 9 15
a) F(x) = Seg X2+ 72X~ 3

f'(0) beschreibt die Steigung der Schanze am Startpunkt.
b) f(0)=-3<0;

F)=-22-72+22.7-3=3250

Daher gilt: " (0) - ' (7) < 0.

Am Start- und am Zielpunkt liegen unterschiedliche Arten der Steigung (Gefélle bzw. Anstieg) vor.
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Man bestimmt den Tiefpunkt der Bahn.
Notwendige Bedingung:

fX)=0 & - 15,y 3.0 o - 15(x2—16x 256) 0

256%" T 16 256 5
256
:x1/2=16im=8:%ﬁ;
x,=8+3V5=11,6>7;
x,=8-2V5 =44
H|nre|chende Bedingung:
f"(x)——mx+ﬁ,f”(x2) 0,42>0

Der Graph von f hat einen Tiefpunkt T(x, | f(x,)) mit f(x,) = f(8 —%\/E) =1,21[m].
Es gilt f(0) = 7[m]und f(7) = 281 2,27[m].

256
Der tiefste Punkt der Bahn liegt um f(0) - f(x,) =7 - 1,21 = 5,79 [m] tiefer als der Startpunkt.

eV /

1o/

T /G

Vi

MIAE

X

Wegen f(x) > 0 ist G, streng monoton steigend.

Da G, bei etwa x = 4,4 einen Tiefpunkt besitzt, ist G fiir 0 < x < 4,4 rechtsgekriimmt und fiir
4,4 <x <7 linksgekriimmt. Bei etwa x = 4,4 besitzt G einen Wendepunkt.






Flacheninhalt und
bestimmtes Integral

Einstieg

Die Auftaktseite eines Kapitels enthalt zwei verschiedene Elemente:

Zunéachst werden die Schiilerinnen und Schiiler mit einem offenen Einstiegsbeispiel an das neue
Kapitel herangefiihrt. Zentral ist dabei immer der Anwendungsbezug: Kein Lehrplaninhalt ist rein
innermathematisch, sodass den Schiilerinnen und Schiilern von Beginn an gezeigt werden sollte,
dass Mathematik nichts Abstraktes ist, sondern oft in ihrem Leben vorkommt. In einem Unterrichts-
gesprdch zur Auftaktseite konnen viele der kommenden Lerninhalte schon heuristisch erarbeitet,
Vermutungen gedufiert und Zusammenhange erschlossen werden.

Individuelle Losungen. Beispiele:

B Man kann die Flache einer einzeln en Fensterscheibe abschdtzen und diese mit der Anzahl der
verwendeten Scheiben multiplizieren. Fensterscheiben am Rand, die nicht rechteckig in der
»StandardgroBe® sind, kénnen anteilig miteinbezogen werden.

B Wenn die unvollstandigen Scheiben gar nicht gezdhlt werden, ist der berechnete Flacheninhalt
kleiner als der tatsachliche.
Wenn die unvollstdndigen Scheiben als ganze Scheiben gezéhlt werden, ist der berechnete
Flacheninhalt grof3er als der tatsachliche.

B Man kann unvollstandige Fensterscheiben flaichenmaBig so zusammenfassen, dass sie zusam-
men eine ,,vollstandige” Scheibe ergeben und sie dann zusammen als eine zdhlen.

Ausblick

Die Aufzdahlung am Ende der Seite bietet einen Ausblick auf die wesentlichen Lernziele des Kapitels
und schafft so eine hohe Transparenz fiir Lernende und Lehrkrafte. Durch einen informierenden
Unterrichtseinstieg konnen sich Lernende und Lehrkréfte auf das Kommende einstellen.
Idealerweise wird im Unterricht der Bezug hergestellt zwischen der Einstiegssituation und den

im Ausblick angegebenen Lernzielen.
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1.1 Das bestimmte Integral

KX

B [0;1]: Zufluss von Wasser mit SmTB

[1;3]: Die momentane Zuflussrate steigt linear an von 5m—3 auf ZOmTB.

[3; 4,5]: Die momentane Zuflussrate fllt (nicht-linear) von 2OmT3 aumeT3 ab.

[4,5; 6]: I?ie momentane Anderungsrate wird negativ, es flieRt Wasser ab. Die momentane
Anderungsrate erhdht sich betragsmafiig.

[6; 7,2]: Die momentane Anderungsrate néhert sich wieder OmTB.
Der Behdlter hat den héchsten Fiillstand 4,5 Stunden nach Beobachtungsbeginn, da im

Intervall [0; 4,5] Wasser zuflieRt (positive momentane Anderungsrate) und im Intervall

[4,5; 7] Wasser abflieRt (negative momentane Anderungsrate).
Die Anderung der Wassermenge ldsst sich geometrisch als Fliche zwischen dem Graphen und
der t-Achse deuten.

3
I, =[0; 1]: 5"‘T~ 1h=5m3
gm?  5om?
l,=[1;3 —f—5—"-2h=25m3
3

|5 =[3; 4,5]: ndherungsweise: % 20mT~ 1,5h=15m3
Gesamtzunahme: 5m3 + 25m3 + 15m3 = 45 m3

Die markierte Flache beschreibt die Gesamtdnderung des Wasservolumens im Becken in den
ersten 6 Stunden.

Nachgefragt

KX

E Wenn der Graph von f punktsymmetrisch beziiglich des Koordinatenursprungs ist, so ist die

Flachenbilanz im Intervall [-a; 0] gegengleich zur Fldchenbilanz im Intervall [0; a].
a
Somit gilt [ foo dx = 0.
—a

b
[ ] ff(t) dt gibt die Gesamténderung einer GréBe an, deren momentane Anderungsrate f ist.
a

Dabei wird der Anfangsbestand nicht beriicksichtigt.

3 2
1 a) [@x+Ddx=2%L.2=10 b) J(5-0,50dx =223 = 14,25
1 -1

10

55+4

2

Y A VA
7+ G 7+

6+ \ 6+

LIl |
=< Y

|
N
|
N
N
w
N
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1.1 Das bestimmte Integral 1

¢ IO 3+3
A [3dx=3-4-12 d) [(2+3x)dx=252-3=35
y A y A
4+ 4
Gf 3 34
2+ /
11 Gy 14
f 0 f f f - T f f ™o >
-1 172 3 4 x 4 -3 -2 -1 1 X
1,5 1 0 40
a) [ (2,25-x)dx b) [ @-xdx c) T.2dx
2 0,5 2
1 1,5
a) [feodx=0 b) [ fedx<0
| -1
1 1
¢ [fodx>0 d) [feodx> o0 fiir jeden Wert von a e [-1,5; —1[
-1,5 a

Das Integrationsintervall wird in Abschnitte unterteilt, so dass elementargeometrische Flachenberech-
nungen moglich sind:

16 6 10 13 15 16
[foodx=[foodx+ [ foodx+ [ foodx+ [ foodx+ [ foodx
0 0 6 10 13 15

=1.3:6+3-4+3:3:3-2:2:2-1:2=9+12+4,5-2-2=21,5

X, ist die positive Nullstelle von f.

3 1 3
a) [foodx=[foodx+ [foodx
0 0 1
3
Der Wert des Integrals ff(x) dx ist negativ, da der Graph von f zusammen mit der x-Achse im Inter-
1

vall[1; 3]eine negative Flachenbilanz aufweist, was sich z. B. durch Abzahlen von Kadstchen ergibt.

1 3
Daher gilt [ f(0 dx > [ fo0 dx.
0 0

a X1 a
b) [foodx=J feodx+ [fo0dx
0 0 g a
Der Wert des Integrals [ f(<) dx ist fiir a> x, negativ und es gilt lim [f(0) dx = —eo. Daher gibt es
X3 too Xy

a X a
ein a > x,, flir das gilt [f00 dx == fo0 dx und damit [ fo dx = 0.
Xy 0 0

Schulbuchseite 12 11
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1.1 Das bestimmte Integral

Der zuriickgelegte Weg wird im Diagramm als Flache zwischen dem Graphen und der t-Achse darge-
stellt.

Mogliche Losung: abschnittsweise Anndherung der Daten des Fahrtenschreibers mithilfe von linearen
und konstanten Funktionen:

v(t) in km/h

tinmin
0 T I T I T T I T

Berechnung der Flacheninhalte in Teilintervallen
5

[0; 0,5]: 1 - 0,5min - 50k—m— - 0,5min - 5060m|n 2—4km
[0,5; 3,5]: 50"—m 3min = 50 6(')<$ —-3min=2,5km
100'%%50%m _ km :
[3,5 4,5 ——=———-1min= 75* 1min=75 60m|n -1min=1,25km
[4,5:8]: 100X 3,5min = 1006(52'” 3, 5min =2 km
Fiir den insgesamt zuriickgelegten Weg gllt 7+t25+1,25+ % = 22—345km ~9,79km

4
a) Die Aussage ist falsch. Es gilt [2dx=6-2=12#8.
2

4
b) Die Aussage ist falsch. Es gilt [-2dx=—-(2 - 4) = -8 # 8.
0

c) Die Aussage ist wahr, da der Graph der Sinusfunktion punktsymmetrisch beziiglich des Koordina-
tenursprungs ist.

d) Die Aussage ist falsch. Es gilt dex =0#6.

Das Integral gibt jeweils die Gesamtdnderung der Grof3e in den ersten fiinf Minuten an.
Moglicher Sachkontext: Zu- bzw. Abfluss von Wasser (in [) aus einem Becken.

5
a) [fodt=2-2+3-4=16ll]
0
5
b) [fOdt=2-15-2-1+1-4=5[l]
0

5
0 [fOodt=1-4+1-0-2.2-1,5-1-1,5=1[
0

a) Nullstellen: x, =-V2,x, =V2
Asymptoten: waagrechte Asymptote: y = -1
senkrechte Asymptote: x = -2

b) y A

_4 —+4

_5 —+4

Die im Intervall [-1; 1] zwischen dem Graphen G und der x-Achse eingeschlossene Fldche ldsst sich
mithilfe eines Trapezes anndhern.

1
Jfoodx=3- (D + D) - 2=1+5=22
1

9
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KX

KX

1.

1 Das bestimmte Integral

10 A Geschwindigkeit in km/h
300 4
200 4 O
100
Xin-min
f 0 f f f T f >
-1 12 3 4 5
4 (1505 4 270Km) .
_(!’f(x) dX~— 4min = 210— 4min = 21060mIn 4min=14km
11 Individuelle Losungen. Beispiele
a) |, =10; 4] I, =1[4;7] I;=[6;12]
b) I, =[0; 2] I, =[1;11] |5 =1[0; 6]

e e d b C f
12 [fodx< [0 dx < [ oo dx < [ foo dx < [0 dx < [f(0 dx
C a a a a e

13

Durch Zahlen von Kastchen erhélt man ndherungsweise:

{

14 a)

b)

15 a)

1 4
foodx= [foodx+ [f0dx=1,5-1=0,5
-1 1

Das Flugzeug steigt in den ersten zwei Minuten mit konstanter Geschwindigkeit von 10% auf. In

den nachsten drei Minuten gewinnt es weiter mit konstanter Geschwindigkeit an Héhe, aber nicht
mehr so schnell wie zuvor (jetzt: 6'7). Nachdem es weitere drei Minuten seine Hohe beibehilt, sinkt

es zwei Minuten lang etwas ab (~4'T). Nach weiteren zwei Minuten auf der gleichen Hohe sinkt es

mit konstanter Sinkgeschwindigkeit (—4%) acht Minuten lang.
5

Das Integralff(t)dt beschreibt die Hohendnderung des Flugzeugs in den ersten 5 Minuten.
0
A Leistung in kW
10 +
8__
6 -+
44
2+
Zeitinh
_—0 T T T T 1 I T T T T T T
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24

Beurteilung: mogliche Aspekte:

e Hohere Leistung in den Mittagsstunden erscheint realistisch.
e Sommertag, da p(x) >0 in[4; 20]

e  Perfekte” Symmetrie zu x = 12 ist vermutlich idealisiert.

Schulbuchseite 13/14
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1 1.1 Das bestimmte Integral

b) 1 Verschiebung um 12 Einheiten in positive x-Richtung
2 Streckung mit dem Faktor 8 in y-Richtung

Symmetrie: Der Graph von h ist achsensymmetrisch beziiglich der y-Achse (h(-x) = hx) fiir alle
x € R). Wegen der Verschiebung um 12 Einheiten in positive x-Richtung folgt, dass Gp achsen-
symmetrisch beziiglich der Geraden mit der Gleichung x = 12 ist.

14 12
¢) Esgilt [ poodx=2- [ pxdx=2-1.(5+10)-2=30[kwh]
10 10

Die Anlage speist zwischen 10.00 Uhr und 14.00 Uhr etwa 30 kWh elektrische Energie in das Strom-

netz ein. Dafiir erhdlt der Eigentlimer eine Vergiitung von etwa 30 kWh - 0,1 kv€\l—h =3,00€.

5
16 a) 1 Ja(t)dt=2§-55=1o%

8
2 5fa(t)dt=og-35=o%

4

1
3 Sf a® dt=(-13) - 6s=-6%
b) Avinm/s

10+
81
6 -
4__
24

| | | | | | | >

0 T T T T T T T -

2 4 6 8 10 12 14 tins

¢) Der Graph wédre um 5 Einheiten in positive y-Richtung verschoben.
d) Individuelle L6sungen.

Kx 17 a) ImIntervall[11; 12]ist der Durchfluss durch die Turbinen am héchsten.

b) Bist =7 ist die momentane Zuflussrate positiv, danach nichtpositiv. Daher ist bei t = 7 der Pegel
des oberen Sees am hochsten.
Die absolute Wassermenge kann mit den bisherigen Angaben nicht ermittelt werden, da keine Aus-
sage dariiber erfolgt, welche Wassermenge sich zu Beobachtungsbeginn im oberen See befindet.

) AWasservolumen|im oberen Seelin/ 1000 m?
700+

600
500+
400+
300+
200+

100+

0 T
2 46 | 8 10 12 14| Zeitinh
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1.1 Das bestimmte Integral

d) Der Graph der momentanen Anderungsrate wird um 50 Einheiten in positive y-Richtung verschoben.
a Das Intervall andert sich nicht ([11; 12]), lediglich die (negative) Zuflussrate ist betragsméaRig

geringer.

|

| Wasservolumen|im oberen Seelin/ 1000 m>

b Bis zum Zeitpunkt t = 11 ist die momentane 1200 +
Zuflussrate nichtnegativ, nach t = 11 ist die 11001
momentane Zuflussrate negativ. Daher ist bei
t = 11 der Wasserstand am héchsten. 1000—-
¢ Die gesamte Zuflussrate ergibt sich aus der 900
Zuflussrate durch die Turbinen sowie der aus dem ¢ 0 |
Regen, der blaue Graph muss daher um 50 Einhei-
ten in positive y-Richtung verschoben werden. 700
Das gesamte Wasservolumen ergibt sich dann 600+
durch Integration der Funktion des verschobenen 500
Graphen.
400+
Gesamte momentane Zuflussrate in/1000 m3/h
300 4
200 +
5 ——t I“= 100 -
_100‘~‘ 4 6 8 10 12 14 16  Zeitinh ; | | | | | | | | -
2 4 6 8 10 12 14  Zeitinh
L Vertiefung
KX Das Riemann-Integral

m Die Ober- und Untersumme sind Ndherungen fiir das Integral. Dabei wird das Integrationsintervall
in Streifen gleicher Breite (hier: 1 LE) unterteilt und in diesen Intervallen Rechtecke errichtet. Bei
der Untersumme betrdgt die Rechteckshohe jeweils das Minimum der Funktionswerte im Intervall,
bei der Obersumme das Maximum der Funktionswerte. Die Summe der Inhalte der Rechtecke ent-
spricht ndherungsweise in beiden Fallen dem Wert des Integrals. Je schmaler die Streifen sind,
desto genauer ist die Naherung.

B Untersumme:s=0+1+8+27 =36

A

Obersumme: S=1+8+27 + 64 =100

\i

y A y A
65+ 65
60 + 60 -
55+ 55
50 + 50 A
45 + 45
40 + 40
35 + 35 -
30 4 30 ~
25 + 25
20+ 20
15 + 15
10 + 10
5+ 5 -
G/O ) L G/O
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1 1.2 Die Integralfunktion

KX m Individuelle Losungen

KX m Das Integral ff(t) dt,0<b<12gibt 1 die Fldchenbilanz zwischen G und der t-Achse im Inter-
vall[0; b] bzw 2 die prognostizierte Gesamtdanderung der Sta dtbevélkerung in den ndchsten
b Jahren an.

Nachgefragt

KX m Die Aussage ist wahr, da fiir jede Integralfunktion mit dem Term F_(x) = ff(t) dt gilt
F.@ = ff(t) dt = 0. Somit hat jede Integralfunktion mindestens eine Nullstelle
KX m Die Aussage ist falsch. Ist die Funktion fin einem Intervall [a; b] negativ (und zunehmend), so gilt

X
F,00 = ff(t) dt <0 fiir x € ]a, b] unabhangig vom Monotonieverhalten von f.
a

Aufgaben

x  >1 a) 1 F3)=-3-3=-9 6 v A
2 F()=1-3=3 1
3 F,@=2-3=6 24
1__
>
-3 -2 -1 1T 2 3 x
b) 1 F,(-3)=3)-2=6 v A
2 FD=1-(2=-2 tr
3 F@=2-(-2=-4 I e B
-3 -2 1.1 1 2 3 x
Gt T
0 1 FE=-3(3+1)3=-%
2 Fw=3-(1+2)-1=3
3 F@=32-(1+2).2=3
d 1 F)=-3-2+5-3=-2" > I
2 F=1.+p-1=3
3

3 F@=3-0+0)-2=2

| | | | | e
1 >
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1.2 Die Integralfunktion

Die Nullstellen von F, sind jeweils diejenigen Stellen, an denen die Fldchenbilanz der von G; und der
x-Achse im Intervall [2; x] bzw. [x; 2] eingeschlossenen Flache null betragt.
a) x,=2;x,=4 b) x,=2;x,=6

v A
34 Cr

I

y
G¢ 2
Gp 1
2 /:’/;’_Rl } .
1 -4 3 -2\1 1 3 X
Gy
I I I I [
T T 0 T T >
-3 241 1 34 x
-1
-2
_3 Gr
—4
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1 1.2 Die Integralfunktion

1
KX 3 a)G,= GF1: F, muss wegen ff(t) dt = 0 bei x = 1 eine Nullstelle besitzen. Der einzige Graph, der dies
1
erfiillt, ist G ,.
b) Gy = G Da der Graph eine Nullstelle bei x = 1 haben muss (siehe Teilaufgabe a)), entfillt G.

Zudem g|lt F,.Q = ff(x) dx > 0. Dies gilt nicht fiir G ,.
¢ G,= GFf Da der Graph eine Nullstelle bei x = 1 haben muss (siehe Teilaufgabe a)), entféllt G.
4
Zudem gilt F,(4) = [ fx0 dx < 0. Dies gilt nicht fiir G
1

KX 4 y A
5__
y/..
3+
2__
4 /6
| | | | | | | | |
0 T T T T T T T T |
1 2 3 4 5 6 7 8 9 X

Maogliche Zusammenhange:

e Wegen f(x) > O fiir alle x e R nimmt die Gesamtmenge an ausgestoRenen Schadstoffen zu, Foist
streng monoton zunehmend.

e Je groBer f(X) ist, desto grof3er die momentan ausgestoene Schadstoffmenge, desto steiler
verlauft G .

1 2
KX 5 Esgilt) (1) = [ f® dt = —[ f(© dt. Dieses lasst sich mithilfe der Abbildung abschatzen: J (1) ~ -1.
2 1

Das zugehdrige Flachenstiick ldsst sich zerlegen und dann abschétzen:

) (4,5) = ff(t)dt~05 25+ -0,5-1=1,5

y y
1 [\ G 1 /\ Gy
| | | | | | [ I | I | | | [
0 T T T T T T ™ 0 I T T T T T >
1 2 3 4 5 67 8 X 1 2 3 475 6 7 8 X
-2 -2

KX 6 Fhatgenau drei Nullstellen
° x,=3: F(3)—ff(t)dt—

® X,>4,5undx;<1,5 mltf fOdt= f f(© dt = 0. Wegen " lim f() =—co gibt es die Stellen x, und x,
bei denen die Flachenbllanz null erglbt SR

* Wegen des Monotonieverhaltens von f gibt es keine weiteren Nullstellen von G.

18 Schulbuchseite 18/19



1.2 Die Integralfunktion

a)

b)

9]
d)

e)

b)

(o)

Maximum bei x, = 0, Minimum bei x, = 6, Maximum bei X3 =10

Die Funktion f, hat an diesen Stellen jeweils eine Nullstelle mit VZW. Liegt in f_ ein VZW von posi-
tiven zu negativen Werten vor (x,, x3), so hat F_ dort ein lokales Maximum; liegt in f_ ein VZW von
negativen zu positiven Werten vor (x,), so hat F_ dort ein lokales Minimum.

X 0
Fir x e]-eo; O[ist Fy) = ff(t) dt = —f f( dt <0, da G;oberhalb der x-Achse verladuft.
0 X

Firx € [0; 6]ist F,() <0, da G; unterhalb der x-Achse verlauft.
Fur x € [6; 10]ist F,(x) <0, da sich aus der Abbildung ergibt, dass

6

[f® dt|>
0

10
[ fo dt‘ gilt.
6

Fiir x € [10; +oo[ ist F,(x) <0, da G; unterhalb der x-Achse verlduft.
Insgesamt folgt die Behauptung. 8
Die Aussage ist falsch, da z.B. fiir a = 6 gilt: F,(8) = [fodt>o.
X 2 X 6
Es gilt: F,00 = [f®O dt = [f® dt + [fO dt = F, + F,®.
0 0 2

Der Graph der Funktion F, entsteht aus dem der Funktion F, durch Verschiebung um F,(2) Einheiten
in positive y-Richtung. Daher haben beide Funktionen an denselben x-Werten Extremstellen dersel-
ben Art. Die y-Werte unterscheiden sich um den Wert F,(2).

Gr,

0
|

IIO —t+——>
—4[—2 2468101\2x

Anderungsrate in |/min A Wasservolumenin

10 160

51 Cf 140+

5 111+ 120+
_S‘N‘ 10 |20 30 40 50 tinmin 1001
Mégliche Interpretationen: 80T
e Fiir 0 <t <12 nimmt das Wasservolumen im Becken mit steigender 60—+

Geschwindigkeit zu. 40 4
e Fiir 12 <t <30 nimmt das Wasservolumen im Becken mit konstan- 5o

ter Geschwindigkeit zu. Ge
e Firt>30 nimmt das Wasservolumen im Becken mit konstanter 0 I I t—

50 100 tinmin

Geschwindigkeit ab.
Da die Funktion f die momentane Anderungsrate angibt, gibt die Integralfunktion die Gesamtén-
derung des Wasservolumens im Becken an. Dies entspricht dem absoluten Wasservolumen im
Becken nur dann, wenn das Becken zu Beginn leer war. In allen anderen Fallen muss der Fiillstand
zu Beginn beriicksichtigt werden.

Es gilt F(15) = % 126 +3 -6 =54.Inden ersten 15 min flieRen also 54| Wasser hinzu. Da dies
auch dem Beckeninhalt zum Zeitpunkt t = 15 entspricht, war das Becken zum Zeitpunkt t = O leer.

Gesamtanderung im Intervall [0; 30]: AV = % 12-6+18-6 =144l
Gesamtanderung im Intervall [30; t]: AV =-2 - (t—30)
2+ (t-30) = 144 = t = 12 + 30 = 102[min]
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1.3 Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

KX

KX

m siehe Zeichnung | A
B Mogliche Losungen: 180
e Ist die Anderungsrate f negativ (positiv), so nimmt die Wassermenge F 160
ab (zu). 140

e Hat die Anderungsrate f ein Maximum, so nimmt die Wassermenge F
am starksten zu. 120
! ¢ , 100

m F,® = [foodx = [ (x-0,02x2 - 5) dx
0 0 80
=123 st
2 150 60
40
20
0
50720 40 60 't

Nachgefragt

KX

m Umkehrung des Satzes: ,,Jede Stammfunktion ist eine Integralfunktion.*
Diese Aussage ist falsch: g:x - x? + 4 ist Stammfunktion zu f:x — 2x,D,=D, =R, da
g'(¥) = 2x = f(x) gilt. Jedoch besitzt die Funktion g keine Nullstelle, kann also keine Integralfunk-
tion sein.

m Die Aussage ist im Allgemeinen falsch. Sie gilt nur fiir differenzierbare Funktionen.

Aufgaben

KX

20

1

a) Fo=x3=fx

b) F'(x) = sinx = f(x)

€ F=1-e2+(xX+2)-e2x.2=e2Qx+5) =fX
d) Foo=——2x=-2 % fx

X2+ 4 xX2+4

e) F = # f(X)

_ 1 Chx=— 2X
2V2x2+4 V2x2+4
f) Fo=e2x-2+e2x.(=2) =2(e2x-e2) # f(x)

0 [lrno= [fo-ba] - (3 9-13-0) 405

10
b) [ 4dx=1[4x]1°=4-10-0=40
0
2
0 1f(ex+%)dx=[ex+ln|x|]§=e2+ln2—(e1+ln1)=e2+ln2—e:5,36
3

9 9 3
3_v)dx= [1x4—23 = |1.94_2.95_¢| =
@) [0V d=[xi-3x] = |F-9*-3-92-0] = 162225

zn . zn . .
e) %f (%—cosx)dx= [—%—smx]g =—%—sm(2n)—(—%—smg)=—21—n+%+1=—n+1z1,48

2
) [Bx2eX)dx=[eX]2=e2’-e0=e2-1~2979,96
0

Schulbuchseite 20/22



KX

3

1.3 Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung 1

)f(zv_)dx [eVX]4 = eVi—eV1 =e2-e=4,67

h) f(esmx . cosx) dx = [esmx]ltn = esinm — @sinEm = @0 _ @0 = ()
-

a) Mithilfe der Kettenregel gilt (In|f0])" = % 0 = 1;((—;())
4
b) 1 fxffldx=[ln|x2+1l]g=ln17—ln1=ln17z2,83
2 f}%’gfdx—[lnlcosxl]é In (cos7) — In (cos0) = (@) In1=In (\/2_> ~-0,35

133

3 dx-[ln|x3+8|]5—ln133 In9 =1n-3>~2,69

»—kgu_‘o

X3
2

1
4 [Z-dx=[Inllnxl]¢"=nllne2|-Inlnel = In2=0,69

Inx

e

a) Mithilfe der Kettenregel gilt (3 - Fax + b))’ = 3 - F'lax +b) - a = F'lax + b) = f(ax + b).

1
- a’
b) 1 6[5|n(2x)dx=[—5-cos(2x)]0 ——cosn (%oso) % =1

N|»—\

6
2 [e*dx= [-e™X]%, = —et—(e2) =e2- % =7,39
2
1 1
3 Ie2x+3 dx = [le2x+3] . - %62‘1’3 _%ez.(—1)+3 - %(es —e)=72,85

o
4 [cosmx)dx = [—sm(nx)] —smO——sm( D= —sm(l) =0,27
1

T

a) Die Aussage ist wahr. Da die Funktion f drei Extremstellen besitzt, hat die Funktion f drei Null-
stellen.

b) Die Aussage ist wahr. Der Graph von F besitzt im Intervall[0; 1] eine Stelle mit kleinster Steigung,
daher besitzt G¢im Intervall [0; 1] einen Tiefpunkt.
0
c) Die Aussage ist falsch. Es gilt ff(x) dx=F(0) - F(-1) =-F(=1) > 0, da F-1) <0 gilt.
-1
d) Die Aussage ist wahr. Es gilt f(0,5) = F'(0,5) und f(-2) = F'(-2). Da G an der Stelle x = -2 steiler fallt
als an der Stelle x = 0,5, ist F'(=2) < F'(0,5) und damit f(0,5) > f(-2).

e) Die Aussage ist falsch. Den Graphen jeder weiteren Stammfunktion von f erhdlt man aus dem
Graphen von F durch Verschiebung in y-Richtung. Verschiebt man G, um 2 Einheiten in positive
y-Richtung, so erhdlt man den Graphen einer Stammfunktion von f, der die x-Achse nicht schneidet.
Diese Stammfunktion ist daher keine Integralfunktion.

a) 1 Imintervall ]-eo; 1]ist F, streng monoton zunehmend, da F'(x) = f(x) > 0 gilt.
2 ImIntervall ]1; +oo]ist F, streng monoton abnehmend, da F'(x) = f(x) < 0 gilt.

Extremstelle: x, = 1, da bei x, = 1 die Funktion f eine Nullstelle mit VZW von positiven zu nega-
tiven Werten besitzt.

0 1 1
b) F,(0) = [feodx =—[f® dx <0, da im Intervall [0; 1] gilt fx) > 0 und daher [ fx) dx > 0 ist.
1 0 0

¢) Individuelle Ergebnisse in der Diskussion.
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1 1.3 Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Kx 7 a) DaF( =0 gilt, ist die Aussage wahr.
b) Da G, genau zwei Wendepunkte besitzt, hat G, genau zwei Extrempunkte.
c¢) Da G, eine waagrechte Asymptote fiir [x| — +oo besitzt, gilt lim Fx) =
Daher is} die Aussage wahr. Xl —+c0

d) Esgilt: [fodx=F1) -F0) =0- (D =1.
0

KX 8 Es wird so umgeformt, dass eine der folgenden Integrationsregeln angewandt werden kann (c € R):
1 [(F-ef®)dx=ef® +¢
2 fi;((;:))dx— Inlfo|+c,ce R
3 ff(ax+b)dx—— F(ax+b) +C; F’(x) =f(x,a#0

a) Regel 1 oder 3 : fe3x+1 dx —l f3e3><+1 dx = 1 [e31]l = 1(e“—e) 17,29
0

1
b) Regel 2 : f % {Xzzfldx—% [ln(x2+1)]}1=%(ln2—ln2)=
©) Re el2- dx = 1. f2 = L. [Inl5x - 4|]2—1(ln6 In)=1-1n6=0,36
gel 2 5x 5 15x—4 5 5
d) Regel 3 : f(z 5%dx=1. f2[2(2 5°)dx=1-[;@ 5)“]2— (9%~ 5% = 742
ege x+57dc=75- [120x+ =3 [z@x+9*| =3 =
. : 3.1 g2 5_2 _4
e) RegelB.f\/BX— fz NCTeRl —§-[V3x+1] =3:-G-2=3

f) Regel 1:[sin(1- x)dx——f[ sin(1 -=x]dx = {-cos(1 -X]} = cos0-cos1=1-cos1=0,46

OH._‘ =

0
g) Regel 2 : fex+2dx—[ln|ex+2|]° In3- ln(—+2)z0,34
1
I
)

h) Regel 2 : (% %)dx—[zlnlxl—f] =2ln1+3- (2[n2+%)=%—21n2

a a
KX 9 a) 2[x2dx=2-|1x3| =2a3
la3=18=a=27=a=3
a
b) f(2x—3x2)dx=[x2—x3liz=a2—a3—(4+8)=a2—a3—12;
-2
a?-a’-12=-12=a0-a=0=a,=0;a,=1

) f(a2—x2) dx = [aZX—%xﬂa = a3—%a3— (—a3+%a3) =§a3;

“a -a
%a3=36:>a3=27:>a=3
5 5
1. _[1]°_-1_(-1\_1_1
d) afx_zdx—[T]a—?‘(?) a5
1. 1_1 _1_3 10 _ 51
a"5=107a~10—-2=3 =33
a a
) [eran=[ger] =3
%(e2a_1)=%:>e23=e:>a=0,5
a
1
f) _!;dx=[ln|x|]g=ln|a|—1; o2

Inlal-1=1= Inlal = 2= a = e2 (a = —e2 ist nicht méglich, da das Integral [ +dx nicht definiert
ist.) €
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1.3 Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

10 Es gilt nach dem HDI: F(x) = f(x und F”(x) = f'(x) sowie ff(x) dx = F(b) - F(a). Daraus ergibt sich:

1,

2],

3

11 a)

b)

)

12 a)

b)

9]

13 a)

b)

14 a)
b)

6,8,12: f (0 dx = f F’) dx = F'(b) - F'@) = f(b) - f(a)

5,9,11 :fF’(x) dx = ff”(x) dx = f(b) - f'@@ = F"(b) - F"(@)
a a

C b b b
y 4,7 ,10: [foodx+ [foodx= [feodx = [0 dx = F(b) - Fa)
a C a a

Mdogliche Werte fiir a: a, = —4; a, = 1; a; = 5 Da jede Integralfunktion eine Nullstelle an der unteren
Integrationsgrenze besitzt, sind nur die Nullstellen von F_ mdgliche Werte von a.

1 Esgilt f(1) = F'(1), d. h. man erhalt f(1) naherungswelse als Steigung von G _an der Stelle x =
D.h. es gilt f(1) =-2.

2 D|e Stellen, an denen G, elne waagrechte Tangente besitzt, sind die Nullstellen von f: x, = -2;
=3,25.

3 Extremstellen von f sind Stellen extremaler Steigung von GF x=0,5.
4 ff(x) dx=FG)-F(0) =0-2=-2
Den Graphen jeder weiteren Stammfunktion von f erhdlt man aus dem Graphen G, durch Verschie-

bung in y-Richtung. Wegen l|m f(x) =—o0 und l|m f(x) = +oo hat jede Stammfunktlon von f eine
Nullstelle und ist daher Integralfunktlon von f.

t t
FO = [foodx = [(50 + 20 - €429 dx = [50x + 100 e®]¢
0 0

=50t +100e%2t— (0 + 100) = 50t + 100e%2t - 100
F(5) =50-5+100-e%25-100 = 150 + 100e = 421,8
Nach 5 Jahren haben rund 421 Personen an dem Programm teilgenommen.
Grenzen des Modells:
Wegen Xgrgwf(x) = +oo ist die Modellierung flir lange Zeitraume nicht realistisch.

Individuelle Losungen fiir Modellierungen fiir langere Zeitrdume.

Flirx<0ist g =0.Da G, und G, fiir -2 < x < 0 streng monoton fallend sind, sind sie nicht G,,.
Da G,(0) = 0 und G;(0) # 0 ist, kann G, nicht G, sein.

y A
14

3 3 3 3

ff(x) dx=f(—x—3(x—3))dx=f(%x3—%x4) dx = [%x‘*—%xﬂ =%-34—%-35— (%—11—0) = 5,8[m]
1

Es gilt G; =G,

F, hat eine Nullstelle bei x = 1. Daher kann G, nicht G, sein.

Furx<0|stf(x)<0 d.h. F, iststreng monoton abnehmend fiirx < 0. Da G, fiir x < 0 streng monoton
steigt, kann G, nicht G, sem

Durch Abzahlen von Kastchen erhdlt man die Ungleichung F,(3) = ff(X) dx >3, weswegen G, nicht
Gp se|n kann.
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1.3 Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

15 a)

t t
B(®) =300 + jf(x) dx = 300 +f(x3 ~13x2 + 14x + 88) dx

13

3 2 =1
3 X +7X +88x]O

—300+[ x4 - 14—+ 76 + 88t + 300

b) Die Extremstellen des Bestands sind die Nullstellen mit VZW von f.

)

16 a)

b)

4]

17 a)X

b)

)

f =0 t+2t-4t-11) =0=1t, =4;t,=11sind jeweils einfache Nullstellen von f und daher
Extremstellenvon B(t=-2 ¢ D).

B =4-4"~224%+7 42488 4+300=550,67

BAD =711 4 ~2.11°+7-112+88-11+300=7,58

Randuntersuchung: B(0) = 300; B(12) = 60

Es gilt B(11) < B(12) < B(0) < B(4). Daher ist B(4) der maximale und B(11) der minimale Bestandswert
im betrachteten Zeitraum.

B"() = () =317 - 26t + 14
notwendige Bedingung' B”() =0 3t2—26t+ 14 =0 = t? —?t +13—4 =0
:”1/2:2* _H ?3 &_Q _+_\/ﬁ

2-lvia7 058t—§+—\/12 ~8,09

tl/2 smd jeweils einfache Nullstellen von B” und damit Wendestellen von B.

Zuwachsrate: f(t,) = B’(t,) = 91,94; f(t,) = B’(t,) =-120,09

Der Bestand wachst zum Zeitpunkt t, = 0,58 [Tage] am stdrksten. Die maximale Zuwachsrate betragt
B’(t,) = 91,94 pro Tag.

Nullstellen: x, = 0; x, =5
Extremstelle: x = 2,5
Yy A
3+ 6
2 4
1 4
| | | | | -
O T T T T T r
1 2 3 4 5\ 6 x
1 4
21+

Dafiir 0 <t <5 gilt f(©) > 0 nimmt die Wassermenge im Becken in dieser Zeit zu.
Die Losung x der Gleichung gibt an, zu welchem Zeitpunkt das Becken eine Fiillmenge von 70001 hat.

lim f(x) =—o0; lim f(X) =400
—> —oco X — +o0o

Da der Term f(x) der ganzrationalen Funktion f sowohl gerade als auch ungerade Exponenten besitzt,
ist der Graph G nicht punktsymmetrisch beziiglich des Koordinatenursprungs.

X = 100 (6x2 — 86X + 248); f”(x) 100 - (12x-86)
f’x) = 0 & 12Xx-86=0=x=—= 75 ist einfache Nullstell von f”
() =155 127~ 86) =-25< o
Daher ist G filr x < 71 3 rechtsgekrummt.
Xg = 3,6
y
6
t4
2
S ] ] ] ] o
O T T T T T [
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1.3 Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

d)

e)

g)

18 a)

b)

19 a)

Aussage 2 beschreibt, dass G, punktsymmetrisch beziiglich des Punkts (7%|f(7%)) ist.

Den Tiefpunkt von G erhdlt man daher als Spiegelpunkt des Hochpunkts am Punkt (7%|f(7%)).
Fura= 3% gilt daher:

fw-f(7%) =f(7%)-f(103) = f(103) =2 f(7%) - fw =2-3,05-4,32=1,78.
Der Tiefpunkt hat ndherungsweise die Koordinaten (10%| 1,78).

F0) = &5+ (6- 10286 - 10 + 248) = -0,12; f(10) = 1,8
t:y=-0,12x+t

1,8=-0,12-10+t=c=3

t:y=-0,12x+3

|
0| é 46 als 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 x

-0,12x = 3 & x = 25 [Monate]

j’of(x) dx ist die Gesamtzunahme an Masse in den ersten 10 Monaten. In den weiteren 15 Monaten
gntspricht die zugenommene Masse in der Maf3zahl der Flache unter der Tangente, also

% f(10) - 25-10) = % - 0,18 - 15 = 13,5. Daher ldsst sich die Gesamtanderung der Masse in den

10
ersten 25 Monaten nach der Geburt durch den Term | f) dx + 13,5 berechnen.
0

1 Daf() =10 >0 fiirx <0 gilt, ist G, streng monoton steigend fiir x<0. Wegen 1(0) = 0 ist () <0
flirx<O.
2 Esgilt1(0) = 0. AuBerdem besitzt | eine weitere Nullstelle bei einem Wert x, > 2, fiir den gilt

2 X3
[f00 dx = foo dx.
0 2

Aufgrund des Monotonieverhaltens von f kann es keine weiteren Nullstellen von | geben. Daher
hat | genau zwei Nullstellen.

3 Dafbeix =0 eine Nullstelle ohne Vorzeichenwechsel besitzt, besitzt | an dieser Stelle einen

Terrassenpunkt.
b \
G | 5|
2+

hochster Wasserstand: 10 Uhr
niedrigster Wasserstand: 22 Uhr

Die Periodenldange der Funktion betrdgt p = ZTTE =24.

12
Die Funktion f nimmt ihr Maximum (Minimum) jeweils ein Viertel (ein Dreiviertel) nach dem Null-
durchgang in positive Richtung an. Zudem ist der Graph von f gegeniiber der Sinuskurve um
4 Einheiten in positive t-Richtung verschoben.
Damit ergibt sich der Zeitpunkt fiir das Maximum zu t; = 4 + 6 = 10 und der fiir das Minimum zu
t,=4+18=22.

Schulbuchseite 25/26 25



KX

20

21

1.3 Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

b) 2- ff(t)dt—lz fsm[ﬁ(t ) dt=12-[-22- cos[ 5t~ 4)]]

144 288

= 91,67 [Mio. m3]
) Ind|V|duelle Recherche-Ergebmsse.

- (cosm—cos0) =

40 40
Ah, = —St2+2,5t)dt = B+222] =-2L.403+2.402-0~1333,3
D = [ (-5 25t) dtm [+ ]2 =k a0+ m

96
b) v, (40) =50
Ah,=50-30=1500[m]
c) Fallzeit mit Fallschirm. 190s-70s =120s

190 90
ahy = [ (385 €190 dt = | t- 190)] . =ge " [0-70-190°] = 20001m)

Gesamthdhe: h,,. =Ah, +Ah, +Ah3 ~4833,3m

Ges
a) Aus p(0) = 2520 folgt a - e k0 =2520 und damit a = 2520.
Der jahrliche Anderungsfaktor betriagt 1 -5,5% = 0,945, und damit e = 0,945 = k = -In 0,945.
p(t) = 2520 - etIn0,945
b) p’® =2520-1n0,945 - etn0.945
p’(4) = 2520 - In0,945 - 40,945 ~ _113,69
Die momentane Preisdnderung zu Beginn des Jahres 2017 betrug rund -113,69<€ pro Jahr.

) f p’® dt = [p®]L° = p(10) - p(0).

Dle Gesamtdnderung des Preises fiir Solarzellen in den Jahren 2013 bis 2023 entspricht der Diffe-
renz der Preise in den Jahren 2023 und 2013.

d) p’(0,5) + p’(1,5) + ...+ p’(9,5) =-1088,59
p(10) - p(0) =-1088,74
Die Gesamtanderung des Preises fiir Solarzellen in den Jahren 2013 bis 2023 (p(10) — p(0)) ldsst
sich durch die Summe der momentanen Preisanderungen in der jeweiligen Jahresmitte anndahern.
Die Summe p’(0,5) + p’(1,5) +... + p’(9,5) ldsst sich als Summe der Inhalte von Rechtecksflachen
veranschaulichen, die in guter Ndherung dem Inhalt der Flache zwischen dem Graphen von p” und
der t-Achse entspricht.

A momentane Preisdanderung in €/Jahr
]

tinjahren
] ] ] ]

»
'

0
4 10

100+

|
Gp:

5

0,
ko 522 a) 1 f v(d dt —f (5-10Ddt =[5t-5t?]%5 = 1,25 [m]. In den ersten 0,5s steigt der Stein um
0

26

1,25m an.
2 fv(t) dt =[5t 5t>]] = 0 [m1. Nach 1s ist der Stein wieder auf Abwurfhéhe.
0
2
3 [vdt=[5t- 5t2](2) =-10[m] Nach 2 s ist der Stein auf dem Boden.
0
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1.3 Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung 1

t
b) h®) =10 + [v( dx
0

Da die Geschwindigkeit v die Anderung der Héhe h iiber dem Boden darstellt, gilt h’@®) = v(®),
hist also Stammfunktion von v. .
Da h fiir t = 0 keine Nullstelle besitzt, sondern h(0) = 10 gilt, kann h nicht fv(x) dx sein.

0

€) s=2-1,25m+10m=12,5m

23 a) . y
f

-3 -2 -1
Die Funktion g:x — Xé, Dg =R, ist fiir x < 0 keine Stammfunktion von f.
Es gilt: jf(x)dx:_flof(x)dmff(x)dx: [—X;]: + [X;]Z =0-(-3) +372—o =5

b) Fiir abschnittsweise definierte Funktionen f mit Abschnittsgrenze bei b und a <b < c gilt fiir das
Integral: fcf(x) dx = fbf(x) dx + fcf(x) dx. Bei der Berechnung muss fiir jedes Teilintervall eine Stamm-
funktion gebildeth:erden. °

0 fg(x)dx=0flxdx+f2dx= [%xz]:nzx]g =1-0+6-2=45
Dies ldsst sich elementargeometrisch {iberpriifen, vgl. Abbildung: % 1-1+22=4,5.

y
2

146G,

S |

(=)

Vertiefung YA

Mittelwerte von Funktionen
ma=g- () +T@® +T(10) +T(12) = 3,88[°C]
b
m Dividiert man den Wert des Integrals ff(t) dt durch die Lange des Integrationsintervalls b — a,
a
so erhdlt man die Lange eines Rechtecks, dessen Flacheninhalt genauso grof3 ist, wie der Inhalt der
Flache zwischen dem Graphen von f und der t-Achse.

b 1 1 b
a a

12 12
= —_1 B O _ __ 1 3_ 9012
B M= e 6[( ot t-0-23))dt=- 1 6f(t 29t? + 1381) dt

—__1 1.4 2943 2|12 _ 96 _
=—go0" |4t -5 +697] "= T2 =3.840C]
m Individuelle Losungen.
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1 1.4 Berechnung von Flacheninhalten

KX m Der Flacheninhalt d%s Segels lasst sich berechnen, indem man vom Inhalt der Dreiecksflache den
Wert des Integrals [ f(x) dx subtrahiert.
2

4 4
ASegel=%-8-8—2ff(x)dx=32—2f(x+6—i—§)dx= 5 [1x2+6x+—]
=32-(8+24+8-(Q2+12+16)) =32-10=22[FE]
KX m Individuelle Losungen.

Nachgefragt

KX m Die Aussage ist falsch.

Gegenbeispiel: Fiir foo =xund gx) = 1-x |stf[f(x) g ]dx =0, obwohl f(x) # gx) in[0; 1] gilt.
KX m Die Aussage ist wahr.

Angenommen, es gilt n|cht I|m f(x) 0. Dann gibt es eme Zahla e R, so dass fiir alle

x € [1; +oo[ gilt |f0] > a. Dann ist flir b > 1 das Integralff(x) dx>a- (b-1). Damit kann das

uneigentliche Integralf foodx = lim ff(x) dx = +o0 kemen endlichen Wert haben. Das wider-
—)+eol

spricht der Voraussetzung

Aufgaben

KX 1 a) xKoordinaten derSchnittpunkte fx) = g(x)<:>x2 b= Xy, = %2

f[g(x) fo]dx =2 - f(4 x)dx=2- [4x——x3] =2 (8———0) 2
b) é;cKoordmaten derZSnchnlttpunkte. f =g < sm(x—7) +2=1= sm(x—%) =-1=x,=0;x,=21
2
f[f(x)—g(x)]dx=f (sin (x-5) +2—1)dx= [—cos(x—ﬂ +x] "=0+2m-0=2n
¢) x-Koordinaten der Schnlttpunkte f00 =800 &-1,5x2+1,5=-x2+1=0,5x2=0,5= X, =1

1
f[f(x) -gx]dx =2 .f[—1,5x2 +1,5-x2+ D]dx = 2J’ (-0,5x2+0,5)dx =2 - [—%XB + o,5x]
-1 0 0 0

-2 (-4+4-0)-3
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1.4 Berechnung von Flacheninhalten 1

2 a)x Koordinaten der Schnittpunkte: f() = g0 © x> -x=x&x2-2x=0xx-2) = x,=0;x,=2

A= f[g(x) fo]dx = [——x3 +x2] —[FE]

b) Fliche im IV.Quadranten: A = ff(x)dx ‘f(xz—x)dx ‘[3x3——x2] ‘= - %+0|=%[FE]

Anteil der Flache im IV. Quadranten: % = % =12,5%

w\b|0¢w
1

3 a) Die Flache wird begrenzt von den Graphen G; und Gg.
x-Koordinaten der Schnittstellen:
fx =g(x)@2—()(+2)2=x+2<:>2—x2—5x—4=x+2:>x2+5x+4=0(:>(x+4)(x+ D=
=X =—4;x,=-1

A, —f(f(x)—g(x))dx— f [2-x+ 2% - x+2) dx—f(x2—5x 4)dx-[——x3——x2—4x] N
4

—4
=%_%+4—<——40+16)—4,5[FE]

0 0 0
b) A, = [ (g0 —f0)dx= [[x+2-[2-x+ 2] dx=[ax+1x3+2x2| =0-(-4-14+2)=1L[F
) A, i@ ) l[ Jde= [ax+ 3043 ]4 (-4-3+3) = G IFE]
¢) Nullstellen von f: 2 - (x+2)2—0<:>x+2—+\/_:>x3=—2—\/_'x4——2+\/7
-2-V2

) 22
=‘fg(x)dx f foodx|==-2-2- f [2 - x+2)%] dx| = ‘[Zx—(x 2)]
—4
=2-|2l2- \/_)+2\/_( &) =2 | 4y2) = 10-4V2
9 _10-4V2 _7 sv_
d) A=A A =5-2 * [FE]\F
242 2+V2 +2
e) A, —fg(x)dx+f f(x)dx——-1-1+f 2- 6+ 27 dx= T+ +[2x-F x + 2)]2

] 1

=5+2(—2 +\/—)—§\/_—<— _%> =%+&\/—=_7+8\/§[FE]

1 7+8V2 19+8V_
I3 +

0
f) A6=A4+_£g(x)dx=A4+§-2-2=

[FE]
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1 1.4 Berechnung von Flacheninhalten

b—+o07 S 4o0€D ) T T —>
-1 | 1213 4 x
b
2 a) [xdx=[lnlxIP=Inb-In1=Inb v b \e b
1 1 '

b) lim (nb) =+, das uneigentliche :
b—+eo f 0 T f F——>
Integral existiert nicht. -1 | 172 3 4 x

b .
[ 1)1 1 y Ge b
3 a) IXBdX [ 2x2] 27512 1 ,
b 1
. 1 . 11 1 L
b) lim | S5dx= lim (f——>= ' : —>
) im_ [ lim (3ogp)m2 TheT T

b
4 a) fsinxdx:[—cosx]?=c051—cosb z%
1
b
b) lim fsinxdx existiert nicht ' |

. )

b— +o01 Gy ‘N‘ T
3 T

- 2

KX 5 fx)=t4eoeti=4ox =-n4
g(xz)—lu:)e‘“l 4<:>x2—1 In4

A

Querschnitt —

e=5-5+4=391Imm?]
V = Aquerschnitt * 0:2 = 0,78[mm3] =0,00078[cm?]

m =V p=0,00078cm?- 21,45—25~0,0168g

4 - -3
—E—e +e+4—

f[4 f(x)]dx+f[g(x)—f(x)]dx—f(4 eNdx+ (-1 - f(e *) dx
[4X+e‘X]Xz+(e 1) [e‘X]3 =4 (1 ln4)+g—(4ln4+4)+(e 1)-(—e‘3+é)

kx> 6 Das Rechteck wird von G;in eine Teilfliche A, oberhalb von G; und eine Teilfliche A, unterhalb von G

geteilt. A, =16 -A,

5
a) A2=f<4——)dx— [4x+16 =20+~ (8+8) =7,2[FE]
2

16-7,2 1

Anteil: 22 = 10-72 _11_ 123 20,

b) A2=4+f(8——)dx 4 +[8x—16lnxI4
2

=4+32-16ln4-(16-16ln2) =20-16In2 = 8,91 [FE]

16-00-16I2) _ ;g 5g0

Anteil: 2
ntel: 3 = = 30— 16in2
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1.4 Berechnung von Flacheninhalten 1

7 a) Nullstellen: fX) = 0 & e* =0 hat keine Losung, f hat keine Nullstellen
Schnittpunkt mit der y-Achse: f(0) = % S (OIO 5)
e)(

Asymptoten: XE}n:nwf(x) = Xh}rgwm

. T e . _1 L
Xﬂ)njmf(x) = xl_'>n3m—eX+ 1= lIm T ==1= 1;y = 1 ist waagrechte Asymptote

= T = 0; y = 0 ist waagrechte Asymptote fiir x — —oo.

fir x = +o0.
(eX+1)-e*-eX-e* _ e
ex+1)? (e* +1)?

Ableitung: 0 = >0 fiir alle xe R; G;ist streng monoton steigend.

Gt

I I T I I I -
T T f ™0 T T T >
-4 -3 -2 —1_1 ‘N‘ 112 3 4 x

0
b) lf( e’ ) dx=[ln(*+ DI]Y,; ln(e0+1)—ln(e—1"3+1)=ln2—ln%=ln<

X
3e+1

)=n)

wW|N

e*+1

b X
f(e—) dx=[InE*+ D5 =In(eb+1) -In2
0

ln(eb+1)—ln2=ln%(:>ln(eb+1)=ln3¢:>eb+1=3<:)b=ln2

v’ 2
8 a) Symmetrie: f-) = —% . e‘% = —(% . e_;ﬁ) =—f@®;
G ist punktsymmetrisch beziiglich des Ursprungs

PO = gL e, (=L 2
Extremstellen: f'(t) e 288+12 e 288 ( 144t) 1728e 263 . (144 -9 (Glle .~ vor den Bruch?))

7 = 1728
t2

t2
=ﬁe_ﬁ (144 -1- 2) =ﬁe_m' (111;_4t2_3>
FO =06 144-2=0=t, =-12;t, = 12; f/(12) =— e 05
G; hat ein lokales Maximum bei t, = 12 und wegen der Punktsymmetrie ein lokales
Minimum bei t, = -12.

, i
e zss-( i) (44—t + e 55 (C20)

Asymptote: lim f®= Ilim (L . e_;ﬁ) = 0; die x-Achse ist waagrechte Asymptote von

It] = +oo [t 5 +o00 \ 12
G fiir X — oo,

y

G ¥
1 l | | | | 1 -
T T T T T T 1 | gl
~40 =30 23010 |10 20 30 40 x

b) Die Verkaufszahlen nehmen ab t, = 12 [Monaten] ab.

Fros-in [(: i Li2eil) - i (12-126%)
o [f®dt= lim f<ﬁ e 288)dt— lim [-12e 288 0=, lim \12-12e728) =12
0 b—+000 b—+eo

b— +o0
Der unbegrenzten Fldache zwischen dem Graphen G und der t-Achse im |. Quadranten kann der Wert
12 [FE] zugewiesen werden. Im Sachkontext bedeutet dies, dass auf sehr lange Sicht 12000 E-Bikes
verkauft werden.

9 a) HBI2),TOI-2),W(610)
y A
2+

Gy

- Y
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1.4 Berechnung von Flacheninhalten

b) Esgilt A, =A, genau dann, wennf[f(x) gX)]dx =0 ist.

12 6 12 4
[25|n x) —mx| dx =0 < [—7c05(6 )—7x2]0—0@ T-18m+r =0em=g-
y A
2+
G A Ay
: : : : ' >
2 4 6 8 10 12 t
-2+
2
10 a) P = x+1 -4—4x4-2(x+1) _ 4x+4—38x _ 4(1—)2
x+1) x+1) x+1)
fo=040-x= 0:>x—1
Mit f(0) =4 >0und f'QQ) = ——< 0 und f(1) = —5 = 1 folgt, dass G; einen Hochpunkt H (111) besitzt.

Die Wirkstoffkonzentration ist eine Stunde nach Einnahme des Medikaments am grof3ten und
betragt 1?.

b) (0,5) = §2=§ 0,89 "]
f6) =23 =lg=3=5"f®
g3
ﬂr L2 3 4 s 6 7 8 x
Q) Foo=2 4 _ 4+ D) 4 4 — £x; also ist F Stammfunktion zu f.

1 ke D2 G+ GeD? (a1
d) Vorgehen:

¢ Bilden der zweiten Ableitung f” von f.
e Nachweis, dass f”(2) = 0 und gilt und dass f” bei x = 2 einen VZW besitzt.

Im Sachkontext bedeutet dies, dass zwei Stunden nach Einnahme des Medikaments die Wirkstoff-
konzentration am starksten abnimmt.

e lim fb((x ) dx= l_i)nzm[4<ﬁ+ln|x+1l)]z= lim [4(525+Inlb+1l) - 401 +0)]

b— +e0Q b — +oo
- i 1
=—4+4 bl_l)njm(b+1 +ln|b+1|)
Das uneigentliche Integral existiert nicht, da X lim Inlb + 1| = + oo gilt. Daher kann die Funktion die
— +o00

Wirkstoffkonzentration fiir lange Zeitraume nicht realistisch beschreiben.

11 a) Monotonie: () =-2-(1+el0) 2. elx. (1) =2. %> ofiirallexe R;
G ist streng monoton steigend. Leel

. . T 2 e . e
Asymptoten: Xgmwf(x)—ximm—1+el_x 0; y = 0 ist waagrechte Asymptote fiir x — —co.

. o 2
X H}Toof(X) - X E)n-;:loo 1+ el_x
1 +e1)’ - elx— el 2(1 + @1 - el (1) _5.2 @)’ = (1 +e1%) - el

= % = 2;y = 2 ist waagrechte Asymptote fiir x — +oo.

Wendepunkt: f’(x) =2

(1+e1)* (1+e1%)’
—y. 8 Qelx-1-e1 _, el (e1*-1)
1+e’ a+er’
ff=0el*-1=0x=1
Mit f”(0) = M >0und f"Q) = L;D <0 folgt, dass W (11f(1)) der

1+eD
einzige Wendepunkt von G, ist.
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1.4 Berechnung von Flacheninhalten 1

b) fist umkehrbar, weil G streng monoton steigend ist.
Dg=Wf= 10; 2[;Wg= Di=R

y 4

5 -

Gg

1+exl " (Q+exl).elx  14+elx

d) Der Graph der Umkehrfunktion g entsteht aus dem Graphen von f durch Spiegelung an der Winkel-
halbierenden des I. und Ill. Quadranten (w: y = x). Die Fldche, die von den beiden Graphen und
den Koordinatenachsen begrenzt wird, ist daher doppelt so gro wie die Fldche, die G, und die
Gerade w im I. Quadranten einschlief3en.

1
A=2-[lfo0-xldx =2 [2- (In(1 + &) - 3] ; =[4-(n (@ +exD) -2}

x-1 x-1. @l—x
0 2e __2e e 2 _

f

=4InQ2)-1-lnA +e D) -0)=0,52[FE]

12 a) v
454

40
35+
30+
254
20+
15+
10+

54

0

Grafisch: x=7
Rechnerisch: f(x) = 0 < 0,75(t*— 15t + 56) =0 < 0,75t - 7)t-8) =0 = t, = 7; (t, = 8 entfillt)
Die Schadstoffeinleitung endet 7 Jahre nach dem Eingreifen.

/ 7(2 ) 1,3 15,2 7
b) 0ff(t)dt=0,75-bft —15t-56)dt = 0,75 - [gt -1y +56t]0

343 735

=0,75(22-7224392-0) = 0,75 - 83 =83

o) ~ 3
z 5 ~ 104,13 [m3]

Schulbuchseite 33 33



1 1.4 Berechnung von Flacheninhalten

KX 13 a) y A

Geradengleichung in Abhangigkeit von a:

Geradensteigung: m = w = %[(a +2)2-a2] =2a+2

y=mx+t=y=Qa+2x+t

a2=Qa+2-a+t=>t=a2-2a?-2a=t=-a2-2a;y=Qa+2Dx-a2-2a
a+2

1 a+2
[ (Qa+2x-a2-2a-x?)dx= [(a+ 1)X2—a2x—2ax—§x3]
a a

—@+D@+2’-a2@+2-2a@+D-3@+2’-
[(a+1)-a2—a3—2a2—%a3] =@+2)-
[a2+3a+2—a2—2a—%a2—%a—%] +%a3+a2

=@+2)- (—%az—%a+%> +%a3 +a2

= —%a3—%a2 —%az—%a +%a +%+%a3 +a? =%[FE] unabhéngigvon a

b) Geradengleichung in Abhéngigkeit von a, b:

Geradensteigung: m = w = %[(a +b)’ - a2] =2a+b
y=mx+t=y=Qa+bx+t

a2=Qa+b)-a+t=t=a2-2a2-ab=-a2-ab;y=Qa+b)x-a2-ab
a+b

a+2
[ [g(x)—f(x)]dx=af (Qa+b)x-a2—ab-x?)dx = [%(2a+b)x2—a2x—abx—%x3

] a+b
a

a

=%(2a+b)[(a+b)2—a2] —az(a+b—a)—ab(a+b—a)—%[(a+b)3_aa]
=3Qa+b)(2ab +b’) —a2b-ab’-~a2b-ab’ - 1b’

3
=2a2b+2ab’ +2b’-2a2b-2ab? - 1b’ =2
Der Wert des Integrals ist auch fiir eine variable Intervalllange b unabhéngig von a.

KX 14 a) A=2m-(3,30m +2,95m + 1,45m + 1,20m) = 17,80 m?

1

=355

8
b ‘ 2 (7x3-128x2+792x-1728) ) dx
) (-!’(320 )

8
[ (7x4-128x3 +792x2 - 1728x) dx
0

8
=3l ‘[%XS— 324 + 2643 - 864x2] ‘
0

320 °
=ﬁ'|(%'85—32-84+264'83—864-82_o)|
=16,64[m2]
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1.4 Berechnung von Flacheninhalten 1

¢) Die neue Querschnittsfliche ldsst sich durch die Funktion h(x) = f(x) + 1 modellieren, da der Was-
serstand um 1 m gesunken ist. Die Nullstellen dieser Funktion sind x, = 0,2036 und x, = 7,3154.

Xy
[ h dx| = 9,0281 [m2].
X

Die Querschnittsflache ist
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1 1.5 Das Volumen eines Rotationskdrpers

kx | Rotationskdrper Flache Formel zur Volumenberechnung
Gerader Kreiszylinder  |Rechteck V=mr2h
Gerader Kreiskegel Dreieck V= %nﬂ h
Rechteck, das im Abstand d
) — 2 _ 2
Rohr parallel zur Rotationsachse liegt v =rh(r2 - d)
Kugel Halbkreis V= %nr3

KX m Mogliche Losung: siehe Lehrbuch S. 34 unten.

Nachgefragt

KX m Die Aussage ist falsch.
Gegenbeispiel: f) =1,a=0,b = 2:
1 2
n- [ (fo)’dx =nf (D2dx = niX]3 = 2n
0 0
1 2 2 2 , 1 5
n-[ff(x)dx] =n[f1dx] = (ix3)" = 4n#n- [ (Fe0)”dx
0 0 0

KX m Die Aussage ist falsch.
Gegenbeispiel: fo) =x,a=0,b=2; k=3

2 2 2
[ (Fo0)?dx = 2dx=nt[ix3] =&
T Of((x)) X EJ(X) X “[3"]0 3T

2 2 2
- [(®+3) dc=nfx+32dx=n[be+ 32+ x| =n- (5+12+18-0)

0 0 5 0
=%n¢n-of(f(x))2dx

Aufgaben

a
1 1 a)firr=3;a=2 b) V=rr2dx=nr2[x3 =nr2a
. 0
v 4 Gt : Dies entspricht der bekannten Formel
] | Vaytinder = TN mith = a.
2+ i
1+ a
T 10| "
123X
Bei der Rotation um die x-Achse
entsteht ein Zylinder. .
a
2 @) firm=0,5;a=2 b) v = rJ mx)?dx = tm? [%x3] = %nm2 a3
T 0 0

y

= %n- (f@)’-a

Dies entspricht der bekannten Formel
v =%nr2h mith =aundr=f@).

Bei der Rotation um die x-Achse
entsteht ein gerader Kreiskegel.
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1.5 Das Volumen eines Rotationskdrpers 1

a) y A
| | | | | | -
T T T O T T T [
-3 =2 -1 12 3 x
3 3
V=m x2+1) dx=2m x2+1) dx=2m X5+ 22 X3 + X
J( ) f(lo ) [500 15 ]0
= 2n(%+%+ 3) = 22654031c 33,21 [cm3]
_ _2643 3
m=V.p= S5p TCm 27 ~8967g
b) v A
—+— >
-3 -2 -1 12 3 4 5 6 x

Gg entsteht durch Verschiebung von G, um 3 Einheiten in positive x-Richtung. Daher hat das Inte-
gral von g(x) in dem ebenfalls um 3 Einheiten in positive x-Richtung verschobenen Intervall densel-
ben Wert wie das in Teilaufgabe a) betrachtete Integral.

16 16
V=n] @V’ dx=n[ 4xdx = n[2x2]16 = 5121 ~ 1608,5 [VE]
0 0

a) fO=1oa-ebd=1=a=1

fl)=5<1- e10b_5<:>b=lr]'.l_g
r n xin57 10
B ver] (e4) ox- th( Pde=n 2z ]y =ne 25 @5- 1 =128~ 234,24 em?]
0

a) 0 =2x>0firxe ]0; 1]; G¢ist auf D streng monoton wachsend und somit umkehrbar.
y=x2+1l=x2=y-1=x=\y-1
Variablentausch: g(x) = Vx -1

b) Die Graphen G;und G, sind achsensymmetrisch zueinander beziiglich der Winkelhalbierenden des
I. und Ill. Quadranten. Daher gilt dies auch fiir die beiden Rotationskdrper. Somit sind diese gleich
grof3.

2 2 2
A} V=nf(\/x—1)2dx=nf(x—l)dx=n[%x2—x]l=1t[(2—2)—(0,5—1)]=%
1 1

a) Einen Term der begrenzenden Funktion g erhilt man, indem man einen Term der Umkehrfunktion
der Funktion f: x = x2, D =[0; 3], ermittelt.

Funktionsterm g(x) VX, D =[0; 9]
b) V= nf(\/_) dx = nfxdx—”[x2]9— n [cm3]

0 fxdx—8—1 l[2]h 8len’= <:>h— 5 Lcm]

Bestimmen eines Terms der Umkehrfunktion g von f:
y=%x2:>x2=4y:>x=2\/\7
Variablentausch: g(x) = 2VXx

1 1
V=nf(2\/@2dx=nf(4x)dx=n-[2x2](1)=Zn
0 0
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10

11

1.5 Das Volumen eines Rotationskdrpers

Schnittpunkte: Die Nullstellen von f sind auch Nullstellen von g und damit die Schnittstellen:
X;=0;x,=3

g() = 0,5x(x + D (x - 3) = 0,5x3 —x2 — 1,5x; (g(X))% = 0,25x6 — x5 — 0,54 + 3x3 + 2,25x2

f00 = 0,5x(x - 3) = 0,5x2 - 1,5%; (F00)” = 0,254 — 1,5%3 + 2,25x2

V=V Vv

auRen~ Vinnen

1’3 2 ﬁ 6 _ x5 4 3 2) 1 1 1 3 3.3]°
=nf[ (X)) dx = (0,25x6 — x5 — 0,5x4 + 3x3 + 2,25X2) dX = 7t |55 X7 — 2 X6 — =X5 + = x4 + > 3
(8X) o [28 6% T10% TNty ]0

—n(— 37-1. 3 L.3542.3442.33) S 1863,

\Y

aufen

innen 0
(L. 5_2. 4,3, 3) 81.
=n(53°-2:34+2.3

4 40
_ 1863 81 3159
V="26T"250" = 550 = 3544 [VE]

_ _ 153 Ly 3.4, 3,3]°
V. —nbf(f(x)) dx-nf(0,25x4 1,5x +2,25x2)dX—1c[20x5 8x“+4x3]0

0,11=100cm3

Bestimmung eines Terms der Umkehrfunktion g von f:
2

y=6\V3x & (%) =3x:>x=ﬁy2

Variablentausch: gx) = fﬁxz

Volumen des bis zur Hohe h gefiillten Sektkelchs:

dxo T 1.° " __ M 5
Vi) = I(ms ) X = 11664 [3’( ]0 =58320"
V(h) = 100 & coas-h’ = o hS = w —h= V583,2t000

58320 = 17,94 [cm]

a) lim [f dx]= lim [Inlxll2=lim (nlbl) = +oo
b— +oo X—>+oo

b — +eo

l|m [nf() ]=n-b£i>r11wf< )dx T bl|m [——] =T- (1— lim %>bl_l>n2m%=n

b—+
Dem unendlich langen Rotationskdrper, der durch Rotation des Graphen von f um die x-Achse im
Intervall [1; +oo[ entsteht, kann ein endliches Volumen zugeordnet werden.

¢) Individuelle Recherche-Ergebnisse.

a) Esentsteht ein Torus.
b) Wegen (f,00 - fu(x))2 # (fo(x))2 - (fu(x))2 kann nicht die Differenzfunktion zur Berechnung des Volu-
mens benutzt werden.

c) Das Volumen des Rotationskdrpers berechnet sich aus
f,00=4 - X2 f,0=1 +x2

1 1
V=V, -V, =n- [[f0>-f, 0 dx=n- [[G-x)?- 1 +x)? dx
1 B 1 .
=n- [[16-8x2+x4-1-2x2—x4ldx=mr- [[15-10x2]dx =7 - [15x—%xa]

- [(15 ~10) (=15 +13—°)] =07~ 73,30VE]
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1.5 Das Volumen eines Rotationskdrpers 1

10 10 2 10 )
12 a) V=r-f [foddx=n-[ [0,1-A0-%-v®)? ] dx=n-[ [0,01-10-x2-x]|dx
0 0 0
10 10
T _ T 20 1 __T . _ 20000
=W-J(100x—20x2+x3)dX—1T0-[SOXZ—?X3+4X4]O = &5+ (5000 - 29990 ; 2500

= 21=26179,94[m’]
b) F=p V- 8= 1,29%- 26179,94m - 9,815 = 331,30kN
¢) Individuelle Recherche-Ergebnisse.
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. 1 Trainingsrunde:

40

1

differenziert

b b+36:2=-2

10
a) 1 [feodx=-3
0

2

f 1 1 1
2 [foodx=-5-2-2+5-2-2+5-Q+D-2
2

=3
10

b) [ foodx=3.2-6=6
4

1,
2
1,
2

b
fodx=1.b-10)-(5-1b
Jroode=5-( )-(5-3b)

2(-3b+ 10b-50)

b
[fodx=-6<b?-20b+76=0
10

:>b1/2= 10 £1100-76;
b=10+V24 = 14,90

12
1 10+ ] f®dt=10+3-2-8+6-8+54-8
0
=82
Der Akku hat nach 12 Minuten einen Energie-

inhalt von 82 Wh, wenn er anfanglich einen
Energieinhalt von 10 Wh besaf.

24 1
2 [fOodt=5-2-4)+10-4) =-
12

In der Zeit von 12 min bis 24 min nach Beginn
des Beobachtungszeitraums verringert sich
der Energieinhalt des Akkus um 44 Wh.

3 ff(t)dt—72 bh+6 (4)+3 6 (-4) =

In den ersten 36 Minuten nach Beobachtungs-
beginn verliert der Akku insgesamt einen
Energieinhalt von 8 Wh.

a) G¢= Ggmn, Gp= GOrange Der orange Graph ver-
lduft fir x < -3 oberhalb der x-Achse, wahrend
der griine Graph fallt. Daher kann der orange
Graph nicht zur Ableitung der Integralfunktion
gehoren.

Mogliche Werte fiira: a, =-3,a,=1,6

b) G¢= Gy Gf = Gypanget Der Orange Graph
verlduft fiir 0 < x < 2 unterhalb der x-Achse,
wahrend der griine Graph steigt. Daher kann

der orange Graph nicht zur Ableitung der Integ-

ralfunktion gehoren.
Mogliche Werte fiira: a = 2

X
a) f(t3—6t2+1)dt=%x4—2x3+x
0

b) [sin@bdt= [—%cos(Zt)]X
En -n

= —%COSQX) + %COS(ZTI:)

11
=3 2cos(2x)
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a) Wegenf fo0 dx > 2 > gilt 6 <a<10.

ff(x)dx—% 10-a-(5-%a)
=1a2-_5a+25
10 g
ff(x)dx—5@2a2—5a+25
a
=2 a2-20a+94=0

=ay,= 10 +V100 - 94;
a=10-V6=7,55

b) Individuelle Losungen. Beispiel:
x: Zeit in Minuten

f(x): Zu- bzw. Abflussrate von Wasser aus

einem Becken (in W)

In den ersten 36 Minuten nach Beobachtungsbe-
ginn verliert der Akku insgesamt einen Energie-
inhalt von 8 Wh (vgl. griine Teilaufgabe 3).

Da der Energ|e|nhalt des Akkus nicht kleiner als
O0Wh sein kann undf f(® dt > 0 gilt, muss er zu

Beginn des Beobachtungszeltraums mindestens
8Wh betragen haben.

a) G;=G,,,, G =G, : Derrote Graph verlduft
fiir 0 < x < 5 oberhalb der x-Achse, wahrend
der blaue Graph fallt. Daher kann der rote
Graph nicht zur Ableitung der Integralfunktion
gehoren.

Mogliche Werte fiira:a, = 5,a, =12

b) G;=G,,, Gr=G,,: Derrote Graph verlauft
fiir 3 <x < 4 oberhalb der x-Achse, wahrend
der blaue Graph féllt. Daher kann der rote
Graph nicht zur Ableitung der Integralfunktion
gehoren.

Mogliche Werte fiira:a, =3,a,=4

i 2 1 241" 1 1
3t°+1 = [z e3t+1 = =e3x+1 _ 213
a) _f2te dt [36 +]_2 38 38

X X
t g _1f 2t
b) {t2+1dt_21ft2+1

=2lnee+-1n2

dt=2{In(+ )]



Trainingsrunde: differenziert

KX

5 a) Hohe: h=2a;Llinge:b= 2—“ =8a
i

b) 0,25 J’(O 25-0 25COS(TCX)) dx
2
[0 25x - —S|n(nx)]0=%—0=%;

1
Voas=73"1,25=0,625[m3]
1,6

Poz=] (0.2-0,2c0s(3Ex) ) dx
[O 2x—ﬁsm(54—nx)] :'6 = % =0,32

Vo,=0,32-1,25=0,4[m’]
Ve = Vo5 + Vo, = 1,025 [m?]

ges

6 a) fD=1-1=3;50) =4-1=3=fD;
P ist gemeinsamer Punkt der Graphen.

1 )
b) A= [g00dx+ [fo0dx
0 1
1 )
=f(4—x)dx+f(i—1)dx

[4x——x2] [———X]

=3,5+2-2-(4-1=

2 2
7 V=140+[fodx-[gmdx
0 0
2 2
=140 + f (-1,5x2 +7,5x) dx—f(z e 0:5% 4 2) dx
0 0
=140 +[-0,5x3 + 3,75x2]2 — [-4 €705 + 2x]2

—140-4+15-0- [-4+4—(-4+0)]
=143+ 2~ 144,47 1]

Summe der Inhalte der Querschnittsflachen:

VL4 _28r 5
Ages =125 =125 25 m?l

Querschnittsﬂache eines Hiigels:

A= f[a a-cos(75 )]dx

8a

[ax—msm(4a )]o = 8a?
Hohe des kleinsten Hiigels:
hja, = 2hl,A1=8a§=8(%hl)2=2h§
Hohe des mittleren Hiigels:
h,=2h;a,=2h,=h;A, =8a2=8h?
Hohe des grofiten HUgels
h3=3h1?33=%h 2h1’
A,=8a2=8(2h,) = 18h2
A +A,+A =2h2+8h2+18h2=28h%

28h2_§ h2=L=h =1=h=2=601cm

5

a) Differenzfunktion:

h =f0-gx = —+x 5;h’(0 = ——+ 1
Newton- Verfahren mit Startwert x, = 5

_ hXo) _ 565
X1 =%~ h’ (Xo) 117

_ heg)
Xy =X, — W)~ 4,8284

h

X3 =X, - h(();z)) ~ 4,8284

Bei weiteren Schritten @ndern sich die ersten
5 Dezimalen nicht.

Die Graphen schneiden sich etwa bei x = 4,8.

4,8 4,8
b) A= (g0 —fo)dx=[ (5-x-%)dx
1 1

- [s-peed],”
= (5-48-3-48%455) - (5-3+4)
~ 4,81[FE]

Die Wanne lauft tiber. M6gliche Lésung:

4 4

[Ifo0 -g]dx = [ (-1,5x2 + 7,5x — 2e7%5% - 2) dx
0 0

=[-0,5x3 + 3,75x2 + 405 — 2x]¢
=-32460+25-8-0+4-0)
~16,54[l1>101l]

Hinweis: Es kann auch die Gleichung

t
[fe0 — g®]dx = 0 auf Losbarkeit iiberpriift
0

werden.
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- 1 Trainingsrunde: differenziert

KX 8 a) V=1t-__f(21—0x2+1)2dx a) V,=m- _f( X+k)
=1 _f<400x4+ﬁx2+1)d =T j(400x4+—kx2+k2>dx
=1- [mx5+3%x3+x]fl =T- [ZOOOX +—kx3+k2x]i1
=n-[§—2+2—65+5— —2(}%—3—0—1)] =T- [ 25k+5k2 ( 20100 310k k2)]
~ 11,767 = 36,95 [VE] =n- (6Kk*+4,2k+1,563)

b) Es dndern sich die Wer‘Fe aund b. V=170 & R 4.2k + 1,563
Zudem muss der Funktionsterm zu 170 5
g, 0 = zio(x— 5)2 + k angepasst werden. < k+0,7k+0,2605-32=0

k &ndert sich nicht. =k, = 0,35 £1/0,1225 - 0,2605 + &
k,=2,63 (k, = 3,33 entfallt)

2k
b) V,=m- f (;‘—Ox2+k>2dx
2k
- 4ok + k%) dx
- {(400’( +==kx2 + )

k
R NI B 2]2
=7 [2OOOX+ k x +kx_1

= [(Z5k + 5k 4 210)
_( 20100 310k kz)]

_ 2 5 4 3 2 1
= [125k LK 213417+ k+2000]

2 5 4 3 2
V=tbbem- [125k LK 42104k +
1
k+2000]

— 2 5 4 3 2 1
44<:>125k k+2k +k +3—0k+
_1 44
2000 T

=0

Hilfsfunktion h mit
h(Q = 2= k5+—k4+2k3+k2 k+

125
L_ﬁ
2000 ™

’ 2 .4 16,3 2 1
h(k)=ﬁk +Ek +6k +2k+%

Newtonverfahren mit Startwert ko =2

k)

ky = Ko~ oy = 171358
k,=k, - :((T(ll)) ~1,65508
ky=k,- :(('Z)) ~1,65284
k, =k, %~ 1,65284
k=1,65
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Trainingsrunde: kreuz und quer 1

KX 9 Nullstellenvonf4 X2 = O=>x1/2 2

f(4 XZ)dX—[4x——x3] —8—— 1?6

—x2 = —2y3 = — =33
E)l‘(l; x2) dx [4x 3X ]0 4a 3a
ta-3a>=3=a3-12a+8=0
Hilfsfunktion h mit h@) = a3-12a+ 8; h’(a) = 3a2 -
Newton-Verfahren mit Startwert: a,=1

h@
a;=2a,- h’(( Z)) =0,66667
a,=a,;- h((al)) ~0,69444

. h@y)
a;=a,— W@y = 0,69459
h(@;)
a=0,695

a =0,69459

10 a) ') =-10Qt+2) et-10(% + 2t + 2 et- (1) = 10t2 et = f(®)
6
b) V=[fdt=F(©6) -F©O) =-10-(6*+2-6+2) -e6+10-(02+2-0+2) - e0=20-220 = 18,76 [m]
0

o [fodt= tim [F& -FO]= lm [20-10b2+2b+2)es] =20 lim <M>=20[m3]
0 b— +oo b— +oo b— +oo eb

Das Becken miisste mindestens ein Volumen von 20m3 haben.

20 l 20 1 20
b) [hedx= [ x-7)dx=[3x2-7x|" =200-140-(50-70) = 80 [FE]
10 10 10

KX 12 Der untere Rahmen wird mit einer quadratischen Funktion f modelliert, der obere mit einer quadrati-
schen Funktion g.

f(¥): untere Begrenzung des Fensters
Nullstellen von f: x, , = £292; Scheitel: S;(01656)

foo =alx—292)(x +292)

_ 2 _ 656 _ 41
656=-292-a=a= 2072 = 5329
) =— 5329 21 (x2-2929); fx) = 656 —WXZ

g(X): obere Begrenzung des Fensters
Nullstellen von g: x5, = +388; Scheitel: S, (01856)

g = b(x—388)(x + 388)

_ 2 _ 856 _ 107
856=-388"-b=b= “3gg? 18818
107

() = — 155 (X2~ 3887); g(X) = 856 — 157 X?
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- 1 Trainingsrunde: kreuz und quer

388 +292 388 107 292
AFenster=_3.£8g(X)dx__2f fx dX=2-0f (856—mx2)dx_2 .J (656 329 2)dx
107 5]%%8 656 1292
=2. [856x—56454x3 ~2-[656x- 1550
~2-|(856-388- 52%4 388%)] -2 [(656 - 292- 12 292°) |

=187 435[cm?] = 18,7 [m?]

KX 13 a) f=-=-Inx+x l— 4_:‘2“”
= 0@4 4lnx Oclnx=1=x=e
Wegen f'(1) =4 >0 und f'(e?) = 4-8 —% <0 hat G;an der Stelle x = e ein lokales Maximum.

fte) = é; E(el%)

YA
21

1,5+

b) Foo=2- 2lnx-%=§- Inx = f()
Extremstelle von Fist x = 1, da f an der Stelle x = 1 eine Nullstelle mit VZW hat.
Wendestelle von Fist x = e, da f an der Stelle x = e eine Extremstelle hat.

-
ke

e

¢ A= fodx=F@EM)-F) =2-(1,5%-2-0=4,5
1

KX 14 a) Symmetrie: f(-x) = 5(-X) - e’ = -5 . ex* = —f(x); G ist punktsymmetrisch beziiglich des Koordina-
tenursprungs.
Nullstellen: fx) = 0 < 5x - ¥ = 0 = x = 0; N (00) ist gleichzeitig Schnittpunkt mit der y-Achse
Ableitungen: f'(x) = 5e*? + 5x - e** . (=2X) = 5e*%*(1 - 2x?)
7)) =5e* - (2% - (1 -2x2) + 5e* - (=4x) = 10xe**(2x2 - 3)
Extremstellen: f(x) =0 < 5e*(1-2x) =0 = % =x2;x = ;\/5

+
f”<l\/_) =5V2-e 0% (1-3) =-10V2 02 <0; f( ) 5\/_ e %3; G hat einen Hochpunkt
(1 \/_| \/7> und wegen der Symmetrie einen Tiefpunkt T( \/§|_%\/;)

Wendestellen: f’(x) =0 & x(2x2-3)=0= Xy =0;%y3 =23 16 sind jeweils Nullstellen von f” mit
VZW und daher Wendestellen von f.

W, 010); W, (-3V6|-3V6 - e5); W, (3V6|3V6 - e15)

44 Schulbuchseite 40/41



Trainingsrunde: kreuz und quer

b)

lim ff(x) dx=lim f(Sx e dx = l|m [ 2,5e %0 =2, 5~ lim (~2,5e-) = 2,5

b—+000 b—+000 b— +eo

d)

15 a)

b)

Es gilt f(D) = g und h(1) 5 =f.
AuBerdem gilt: f'(1) = -3 2 sowie h’(x) = —5e1 und damlt h’(D) = —% = (.
Die Graphen vonfundg beruhren sich an der Stelle x =

l|m f[h(x) fo]dx = lim f(Se‘X 5x-eX)dx=lim [-5e>+2,5e%]>

b—+o01 b— +oo
- _Eab -b? _(_2 5))=i
bl_l)ﬂJLo( 5eb4+25 + 55 36

Der Inhalt der begrenzten Flache ist endlich.

Af() inmg/l

/

—
2 4 6 8 10 12t

Die Modellierung erscheint fiir kiirzere Zeitrdume realistisch, da die Wirkstoffkonzentration im Blut
nach Einnahme des Medikaments ansteigt und dann wieder absinkt. Fiir ldngere Zeitrdume ist sie
nicht realistisch, da die Wirkstoffkonzentration in der Wirklichkeit zu einem bestimmten Zeitpunkt
auf null abgesunken sein wird.

Ableitungen: f'() = 20705t 4+ 20t - e705t. (—0,5) = 100512 - 1)
() = 10e705t. (-0,5) - 2 = 1) + 10705t . (1) = 5e705(t - 4)

Extremstellen: () =0 2-t=0=t=2;f"(Q = —% <0
f2)=20-2-e052=20_14 7> [mlg]
Die maximale Wirkstoffkonzentration ist zwei Stunden nach Einnahme des Medikaments mit rund

14,74? am groéfiten.
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- 1 Trainingsrunde: kreuz und quer

46

4]

d)

e)

16 a)

b)

4]

Af(t) in mg/l

Mithilfe der Zeichnung ergibt sich: t; = 0,2; t, = 7,2
Das Medikament ist also rund 7 Stunden wirksam.
"0 =0 t-4=0=t=4ist Nullstelle von f” mit VZW.
F) = 10054 2-4) =23
Das Medikament wird bei t = 4 am starksten abgebaut.
g’ =aebt+atebdt. (—b) =aebt(1-bt)
g’(l) =0 aeb(1-4b)=0=b=0,25
g)=10=a-4-e4025 = 10(:)a=%e
f’(x) = 504 4 (5x + 1) - @ 04X (=0,4 — 2X) = e 04**[5 4+ (5x + 1)(-0,4 — 2X)]

= @ 04xx(5 — 2x — 0,4 — 10x2 — 2X) = e 04X (—=10x2 — 4X + 4,6)
F0 =0 -10x2 - 4x + 4,6 = 0 <> X2 + 0,4x = 0,46 = 0 = X, ;, = -0,2 £ /0,04 + 0,46
X, =-0,2+3V2 =0,5071 (x, =-0,2-3V2 =—0,91 ¢ D))
f(3V2-0,2) =2,232;D(0,5112,23)
g() = 0,47x +t;t=2,23-0,47 - 0,51 = t = 1,99; g(X) = 0,47x + 1,99

heo = mx +t
—_Las _ 37
T3 7775
= 37 it -_37. = 37 _ 148
= 75X+t,1,48— 75 l+t=t 1,48+75 75
4 4 4
37 148 _0.4x—x2 37 148 1 __0.4xx2
A= [[he - f]dx =] [-5ex+ 5 — Gx+ D e 0¥ dx = |-25x2 + S X + e0»4xx]
‘1[296 592 5 1” g 3775 148 5 ] PP '
—_296 592 5 76 _(_37 148 5 .14)_ - 2
=20, 502, 5. e 176 (- 2L+ L8 Se14) < 1,60 [FE] = 6,40 [m?2]

Je zehn laufende Meter werden etwa 64 m3 Sand-Kies-Gemisch benotigt.
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KX

a) Der Bestand hat zum Zeitpunkt t = 8 seinen hochsten Wert, da die Funktion B” an dieser Stelle eine
Nullstelle mit Vorzeichenwechsel von positiven zu negativen Werten besitzt.

Zum Zeitpunkt t = 13 besitzt der Bestand ein Minimum, da B” an dieser Stelle eine Nullstelle mit
Vorzeichenwechsel von negativen zu positiven Werten besitzt.

b) Dies ist nicht moglich. Die Zunahme des Bestands im Intervall [0; 8] entspricht dem Flachenin-
halt des von G, und der x-Achse in diesem Intervall gebildeten Dreiecks und ist groBer als die
Bestandsabnahme im Intervall [8; 13], beschrieben durch den Flacheninhalt des zugehorigen
Dreiecks. Im Intervall[13; 14] nimmt der Bestand noch weiter zu.

¢) Die Anderung des Bestands in einem Intervall ergibt sich jeweils aus dem Inhalt der Fldche
zwischen dem Graphen von B” und der x-Achse.

Bestandszunahme im Intervall [0; 8]:
AB,=1-4-8=16

Bestandsabnahme im Intervall [8; 13]:
AB,=3-(-4)-5=-10

Bestandszunahme im Intervall [13; 14]:
ABy=2-4-1=2

B(14)=B(0) + AB; + AB, +AB; =10+ 16-10+2 =18

G

12 3 ax
Untersumme: 54=1-(f(0)+f(1)+f(2)+f(3))—1+—+2+——75[FE]
Obersumme: S, =1- (FQ) +fQR)+f(3) +f(4) = —+2+—+5—11 ,5 [FE]
Abschatzung: % (s4 + 4) =9,5[FE]

+t]l 7x3+x [3 1)’ +(—1)] 7x3+x+%

a) F_l(x)=_flx(t2+1)dt=[

X
b) F, () =!(e‘+%)dt=[et+lnt]’; =eX+|nx-[el+Inl]=e*+Ilnx-e

9 Fo(x)=f(tet2‘2)dt=%f2tet2 2)dt—— [et’-2]% = 1(ex2 2_ g0- 2)__ (exz z_é)
2

a){Xffzdx—[ln(x2+z)]§=m6 In3=1n% = 1n2

2 fj(xz 0N di=3 ”3"2 e’ Ydx=1-[eo 1] =1 (e0-e?) =3 (1-2)
8 g .

c)é[ X1+1dx=2-4'2 ;+1dx=2-[\/ﬁ]3=2.(3_2)=2
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| KISy

KX 5 a) Die Aussage ist wahr, da aufgrund der Eigenschaften des Integrals dieses bei iibereinstimmender
oberer und unterer Grenze den Wert null hat.

b) Die Aussage ist wahr, da der Graph der Funktion f mit f (x) = x3 + x im Intervall [2; 3] oberhalb der
x-Achse verlduft.

c) Die Aussage ist wahr, da der Graph der natiirlichen Exponentialfunktion oberhalb der x-Achse
verlduft.

d) Die Aussage ist falsch.

2
Es gilt 5 - [ sinx dx = 0 wegen der Punktsymmetrie der Sinuskurve beziiglich des Punkts (10).
0

KX 6 a) Nullstellevonf:eX-2=0 = x=1In2

In2
A=A1+A2=‘f(ex—2)dx 0
0

2 X _ X In2 X 2
+ [ (e —2)dx—|[e - 2x], 7| +[eX=2x];,,
In2

=2-2ln2-1+e2-4-(2-2Iln2)=e2-5
b) Schnittpunkt von G, und G

fX)=gx) & x2-1=3 = Xx,,,=t2

1/2
2 2

A=2-[[3-(x2-1)]dx=2" [(4—-x2)dx
0 0

1372 8 32

=2 [4x-2x3] =2-(8=-8)-0=2%

[4x 3"]0 (8-3) 3

c) Nullstelle: f(x) =0 < L _1=0=x=1

1 \/; 1
_ 1 \gue _
e i f () e i, [,
=b|er2)+[2—1—(2VB—b)]
= lim (1—2\/B+b)=1
b—0*

Kx 7 a) Maximum der Zuflussrate:
() =-3t2+6t; () =-6t+6
F)=0 o -3tt-2)=0 = t,=0;t,=2
7(0)=6>0;f"(2)=-6<0
Die Zuflussrate hat ihr Maximum zum Zeitpunkt t = 2 [min] mit f2) = 4 [mm—;]
1 Beckeninhalt:

1 1 1
10+ [ FOdt-1-1=9+ [ +3)dt=9+[-;t*+] =9-7+1-0=9,75[m’]
0 0 0
2 Beckeninhalt:
2 2 2
1O+ff(t)dt+8-4—10~1=32+f(—t3+3t2)dt=32+[—lt4+t3] =32-1.2%42%-0
0 0 4 0 4

=36[m3]
b) Nach 10 Minuten enthilt das Becken 36 m3. In jeder weiteren Minute laufen 4m3 zu und 1 m3 ab,

insgesamt also 3 m3 zu.

At =206 — 10 4 67[min]

Nach etwa 4,7 Minuten lauft das Becken tber.

b b
KX 8 V=n-[(fX®)2dx=mn-[(25e%%)dx = m-[250e01 ]2 = 2507 (e%1b — g0:13)
a a
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| Aufgaben fiir Lernpartner/

K1/6

K1/6

K1/6

K1/6

K1/6

K1/6

K1/6

K1/6

K1/6

K1/6

K1/6

A

J

K

Die Aussage ist wahr. Das bestimmte Integral beschreibt die Flachenbilanz.

1 1
Die Aussage ist falsch. Gegenbeispiel: [xdx = [X?Z] = %—% =0.
a

Das bestimmte Integral beschreibt die Flachenbilanz.

Die Aussage ist falsch. Gegenbeispiel: Der Graph der Funktion f: x — %, D, = R\{0}, ist im Intervall
[1; +oo[ unendlich lang und begrenzt zusammen mit der x-Achse eine Flache mit dem Inhalt

A=] o= tm [ = lim (-3-€D)=1[FE}

a—+oo a—+oo

Die Aussage ist falsch. Gegenbeispiel: f: x> 2x, D¢ = R, ist Integrandenfunktion zur Integralfunktion
X X X

FO) = [f(Hdt= J2tdt = [tz] =x2.
0 0 0

x = 0 ist Nullstelle von F, dort hat aber f die Steigung 2 und damit keine waagrechte Tangente.

{ 1,7 _1
Die Aussage ist wahr. Beispiel: Es gilt [xdx = [7x2] =2
] -

Aber die Winkelhalbierende des I. und Ill. Quadranten (y = x) schlieBt mit der x-Achse sowohl im
Intervall [-1; O] als auch im Intervall [0; 1] eine Flache mit von null verschiedenem Inhalt ein.

1_
3=0.

0
Die Aussage ist falsch. Es ist [x3dx <0, da der Graph von fim Intervall [-1; O[ unterhalb der x-Achse
il

verldauft und der Flacheninhalt A aber nichtnegativ ist. Es gilt A =

0
[x3dx.
]

Die Aussage ist falsch. Gegenbeispiel: f: x — x2-5,D.=R.
X X

Es gilt ' (xX) = 2xund [f () dt = [2tdt = [t°]; = x2 # f(X).
0 0

Die Aussage ist falsch. Gegenbeispiel: f:x— 1, D;=R,unda=0,b =2 und c = 3. Es gilt
b 2
o [fdx=[1dx=[x]}=2,
P T
o [f(X)dx=[1dx=[x];=3und
b % 5
o [fdx=[1dx=[x];=2-3=-1.
c 3

Damit gilt die angegebene Gleichung, obwohl nicht a<c<bist.

Die Aussage ist falsch. Gegenbeispiel: f: x> x und g: x— 2 (D; = D, = R).
3 3

Esgilt [ -gX)dx=[(x—2)dx = [%xz—zx]i =%—6—(%—2) =0,
1 1

aber nicht f(x) = g (x) im Intervall[1; 3].

Die Aussage ist falsch. Beispielsweise beschreibt ein negativer Bestand an Geld vorhandene Schulden.

Die Aussage ist falsch. Man benétigt zusatzlich noch die Kenntnis {iber den Bestand zu mindestens
einem bestimmten Zeitpunkt.
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Die Aussage ist falsch.

Jeoeomher] - freteid (1)

Die Aussage ist falsch. Zur Berechnung des Volumens desjenigen Korpers, der durch Rotation des
Graphen von f um die y-Achse entsteht, benotigt man z. B. die Umkehrfunktion von f, sofern diese
existiert.

Die Aussage ist wahr. Beispiel: f: x+> 3 und g: x> 2 (D= Dg =[0; 4]). Durch Rotation der Graphen
von f und g um die x-Achse entsteht ein Hohlzylinder mit dem Volumen

Vi =V, ieen = Vignen = T+ 3° - 4—1 27 4 =20m.

Differenzfunktion d (x) = f(x) — g (x) = 1.

Bei Rotation des Graphen von d um die x-Achse entsteht ein Zylinder mit dem Volumen
Vy,=n-12-4=4n#20n=V,.




Auf dem Weg zum Abitur

K1/5

K1/5

K5

K1/3

1

2

4

2 2
a) [fXdx= blim [Ix(x-2) - eX]dx
2 tsof,
= lim (62— tx+8) - PR =G-4-2+4)-e2- (b7 -4b+4)-eb] =0

Der von G;und der x-Achse im Intervall ]-oo; 0] eingeschlossenen Fldche kann ein endlicher
Flacheninhalt zugeordnet werden, der betragsmdRig genauso grof ist wie der Inhalt der von G
und der x-Achse eingeschlossenen Flache im Intervall [0; 2].

b) 1 Die Aussage ist falsch, da der Graph G.im Intervall[0; 2] unterhalb der x-Achse verlduft.
2 Die Aussage ist wahr, da die Integrandenfunktion nichtnegativ ist.
Der Term gibt den Flacheninhalt einer Kreisscheibe mit Radius f(x) an.

a) Damit der Graph der Funktion g das Fenster modellieren kann, muss der Graph eine nach unten
geotffnete Parabel 4. Ordnung sein (a < 0), die die y-Achse im Positiven schneidet (b > 0).

b) Graph Il kann nicht zu einer Stammfunktion F von f geh6ren, da f(0) = 2 gilt, aber die Steigung des
Graphen Il im Ursprung deutlich kleiner als 2 ist.

Graph lll kann nicht zu einer Stammfunktion F von f gehdren, da dieser fiir x > 4 fallt, aber der Graph
von f oberhalb der x-Achse verlauft.

) A=F@-FH=2-4,8=9,6m2]
d) Beieiner Fensterh6he von 1,50 m gilt b = 1,5 und damit g (x) = ax4 + 1,5.

Die Nullstellen von g sind x, = —4\[ 1(;5 und x, = 4\[ 155.

Der Inhalt der Fensterfldche betrigt 9,6 — 6 = 3,6 [m2].
X.

2
Man bestimmt a nun so, dass gilt 2 - [ g(x) dx = 3,6.
0

2a 2a 2a
a) A=({f(x)dx=({(—x2+2ax)dx= [—%x3+ax2]0 =—%~ Qa’+a- (2a)2—0=—§a3+4a3=%a3

b) Wegen der Nullstellen 0 und 2a und der Symmetrie der Parabel hat der Hochpunkt die Koordinaten
(alf(@) mit f(a) = —a2 + 2a2 = a2. Die Seitenldnge des Quadrats ist f (a) = a2.

Daher gilt fiir den Flacheninhalt des Quadrats: A = a4 < a% = §a3 —a=

[SSIEN

a) x, = 0:6.00 Uhr; x, = % = 1,6: 7.36 Uhr; x, = 4: 10.00 Uhr.
Die Funktion f ist eine ganzrationale Funktion 4. Grades, d. h. sie besitzt (inkl. Vielfachheiten)
hochstens vier Nullstellen. Da x, eine doppelte Nullstelle ist, gibt es keine weiteren Nullstellen.

b) Um 8.00 Uhr (x = 2) ist die momentane Anderungsrate der Staulidnge negativ, der Stau nimmt zu
diesem Zeitpunkt also ab.

¢) Gesucht ist der Zeitpunkt, zu dem die momentane Anderungsrate der Stauldnge maximal ist.
Extremstelle: f'(x) = 0 & (1 —%x) - (5x2-16x+8) = X, = 4;

16:V162-4-5-8 _16+4V6 _8:2V6.

5x2—16x+8=0:x2/3= 375 =90 = 5 >

x, =8 2V6 558, x, = 8=2V6 g6

Aus dem Graphen erglbt sich, dass die Funktion f das Maximum bei x; besitzt.
- 60 = 37,3. Etwa um 6.37 Uhr nimmt die Stauldnge am starksten zu.
d) Es gilts(0) =0unds’(x) = ——x4 +3x3-9x2 +8x =f(x).

e) s(4) = () G-5%=0

f) Zunahme der Stauldnge: s (2 —s(0,5) = (1)2 S4-2)1°- (%)2 . (4—%)3 =g 343 _c81 ~ 1,33 [km]

512 ~ 512
. . . S@-s(0,5 _ 227
Mittlere Anderungsrate: ~2-05 256 = 0,89 [ ]
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g) Die Zunahme des Staus nach 7.30 Uhr wird durch die dunkelgraue Fldche beschrieben.
Ab x = 2,2 verlauft der Graph unterhalb der x-Achse, die Stauldnge nimmt ab. Der Stau hat wieder
dieselbe Lange wie um 7.30 Uhr, wenn die dunkelgraue und die hellgraue Flache den gleichen
Inhalt haben. Dies ist fiir etwa x = 2,9 der Fall.
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