)

Grundwissen Aufgabe Ich kann schon. ...

1,2 ... Flachenberechnungen durchfiihren.

2 ... Berechnungen an Kdrpern vornehmen.

3 ... Stammfunktionen rechnerisch und grafisch ermitteln.

4 ... Methoden der Differentialrechnung in Sachkontexten anwenden.

/n Die Querschnittsfliche eines Hochwasserdamms ist ein Trapez. S
a) Begriinden Sie anschaulich, warum der Flacheninhalt unabhangig von
den Seitenldngen d und b ist.
b) Berechnen Sie das Volumen des auf 1 km Lange verbauten Materials
(@ =10m, c = 3m, h = 5 m; Skizze nicht mal3stablich). 3

a Gegeben sind die folgenden Korper (Skizzen nicht maBstéblich).

a) Begriinden Sie, welche dieser Kdrper durch Rotation einer Fldche um eine Achse entstehen. Geben Sie die Lage
der mdglichen Drehachse(n) und die Form der Flache an.

b) Geben Sie jeweils eine Formel zur Berechnung des Volumens des Korpers an.

¢) Beschreiben Sie die Oberflichen der Kérper 2 und 3 und berechnen Sie deren Inhalt fiir r = 2 und h = 4.

Ay
B Die Abbildung zeigt den Graphen der Ableitungsfunktion f'einer Funk- 4T

tion f. Entscheiden Sie jeweils begriindet, ob die Aussage wahr oder Gr 3+
falsch ist.
a) Ander Stelle x = 4 hat der Graph von f ein lokales Minimum.
b) Die mittlere Anderungsrate von f’im Intervall [-3; 0] betrdgt etwa —1,7.
c) Der Graph von f”verlduft durch den Ursprung. : ——
. . -2 -1 12 3
d) Der Graph von f besitzt keinen Terrassenpunkt. A\

\ 23

I3 Das Profil der Schanze einer BMX-Bahn kann durch die Funktion f: x — —%ﬂ + %xz -3x+7, Df=1[0;7],
modelliert werden (x: horizontale Entfernung vom Startpunkt; alle Gré3en in Metern).
a) Bestimmen Sie einen Term der ersten Ableitung von f und geben Sie die
anschauliche Bedeutung von f'(0) im Sachzusammenhang an.

b) Bestatigen Sie durch Rechnung, dass f'(0) - f'(7) < 0 gilt, und deuten Sie das
Ergebnis im Sachzusammenhang.

¢) Berechnen Sie (auf Zentimeter genau), um wie viel tiefer der tiefste Punkt
gegeniiber dem Startpunkt (bei x = 0) liegt, und beschreiben Sie Ihr Vorgehen.

d) Skizzieren Sie den Graphen G¢von f und erganzen Sie den Verlauf des Graphen
der Stammfunktion F von f, die durch den Ursprung geht. Begriinden Sie Ihr Vor-
gehen und kontrollieren Sie Ihre Ergebnisse mithilfe einer DMS.




Flacheninhalt und bestimmtes
Integral

Einstieg

= Beschreiben Sie, wie der Flacheninhalt der hier sichtbaren Fensterfront mithilfe der rechteckigen
Scheiben abgeschatzt werden kann.
Hinweis: Der in vielen Scheiben vorhandene Quersteg soll nicht beriicksichtigt werden, so dass alle
vollstandigen Rechtecke die gleichen MaRe haben.

= Einige Scheiben sind keine vollstandigen Rechtecke (z.B. am oberen Rand). Begriinden Sie, wie sich
der berechnete Flacheninhalt zum tatsachlichen verhdlt, wenn diese Scheiben nicht bzw. als ganze
Rechtecke beriicksichtigt werden.

= Entwickeln Sie eine Strategie, wie die Abweichung des nach dieser Methode abgeschatzten
Flacheninhalts vom tatsachlichen verringert werden kann.

Ausblick

Dieses Kapitel ist der Integralrechnung gewidmet, einer mathematischen Methode, die in
verschiedenen Anwendungen eine grof3e Rolle spielt, z. B. bei der Flachenberechnung und
bei der Rekonstruktion eines Bestands aus der momentanen Anderungsrate.

Historische Ecke




1.1 Das bestimmte Integral

f heil3t Integranden-
funktion, x ist die Integ-
rationsvariable.

aist die untere und b
die obere Grenze des
Integrals.

Auch nicht stetige Funk-
tionen kénnen integrier-
bar sein, siehe Vertie-
fung auf S. 15.

Dbaher gilt auch:

a
]f(x) dx = —]f(x) dx.
a b

10

Die Abbildung zeigt den zeitlichen Verlauf der momen-
tanen Anderungsrate des Wasservolumens in einem
Becken, das einen Zufluss und einen Abfluss besitzt.

= Interpretieren Sie den Verlauf des Graphen im Sach-
zusammenhang und geben Sie dabei begriindet an,
wann der Behdlter den hochsten Fiillstand erreicht.

= Bestimmen Sie die Anderung der Wassermenge
naherungsweise in den ersten 4,5 Stunden und beschreiben Sie |hr Vorgehen.

20

10

A momentane Anderungsrate in m*/h

=10+

~20

= Erldutern Sie die Bedeutung der markierten Flache im Sachkontext.

Ist f die momentane Anderungsrate einer GroRe, so beschreibt die Fliche zwischen dem Gra-

phen von f und der x-Achse im Intervall [a; b] die Gesamtanderung dieser GroBe in [a; b].

Ist f eine im Intervall [a; b] stetige Funktion, dann beschreibt das bestimmte Integral

b
jf(x) dx die Flachenbilanz der vom Graphen von f und der x-Achse im Intervall [a; b]
a

begrenzten Flache.

Fir f(x) = 0 in [a; b] gilt

b
[fx)dx =0

Fir f(x) < 0 in[a; b] gilt
b
[fdx <0

Eigenschaften des bestimmten Integrals:

C b b
If(x) dx+jf(x)dx = If(x)dx (Intervalladditivitat)

j'f(x)dx =0

Modelliert die Funktion f im Intervall [a; b] die momentane Anderungsrate eines Bestands B,

b
so beschreibt das Integral If(x) dx die Gesamtanderung von B im Intervall [a; b] und es

a

b
gilt B(b) = B(a) +If(x) dx; B(a) ist der Anfangsbestand.
a

Beispiele

I. Erldutern Sie mithilfe der Abbildung in einem geeigneten Sachkontext, dass fiir die stetige

b d
Funktionf 1 If(x)dx >0 2 jf(x)dx < 0 gilt.

Losung:

Beschreibt die Funktion f die momentane Anderungsrate von Wasser in einem Becken (in
m3/h), so lduft 1 fiir f(x) > 0 Wasser in das Becken hineinund 2 fiir f(x) < 0 Wasser
aus dem Becken heraus. Die Gesamtanderung des Wassers im Becken ist daher 1 positiv
2 negativ. Gleiches gilt flir das bestimmte Integral auf dem jeweils betrachteten Intervall.

b
jf(x)dx

>0, wenn A; > A,
=0, wenn A; = A,
< 0, wenn A; <A,




Flacheninhalt und bestimmtes Integral

. Mithilfe eines Brenners kann man erreichen, dass ein Heil3-

Ein Fahrzeug fahrt 10 s lang mit der konstanten Geschwindigkeit 5 m/s und beschleunigt
dann gleichméBig innerhalb von 10 s auf 15 m/s. Veranschaulichen Sie die Strecke, die das
Fahrzeug innerhalb dieses Zeitraums zuriickgelegt hat, grafisch und berechnen Sie diese.

Losung: Avinm/s

1 Markieren Sie die Fldche zwischen dem Graphen =T
und der t-Achse im Intervall [0; 20]. 10T

2 Zerlegen Sie sie in geeignete Teilflachen und 5 A A,
berechnen Sie damit den Wert des Integrals. ; ; >
20 5 10 15 20 tins

[vidt= A +A; = 5-10+¥~10 =150 [m]
0

Zeichnen Sie jeweils den Graphen G; der Funktion f: x+— f(x), D;=[R, mithilfe einer DMS

und bestimmen Sie anhand von G¢ ndherungsweise den Wert des Integrals _[ f(x) dx.

a) f(x) = 2(x—1)(x-3)-e 05x-1? b) f(x) = 0,25 (x + 1)? (1—02x)
Losung:
a) 1 Zerlegen Sie das Integrationsintervall iy
[-1; 3] in vier gleich grof3e Intervalle. };-
2 Nahern Sie in jedem Teilintervall die Fl&- 3——\
che zwischen G¢und der x-Achse durch )4
ein Rechteck mit der Breite 1 an. Nutzen Gy
Sie z.B. den Funktionswert in der Inter- T
vallmitte als Hohe. YR 972 B

3 Addieren Sie die Inhalte der Rechtecks-
flachen oberhalb der x-Achse und subtra-
hieren Sie jene unterhalb der x-Achse:

If )dx = 1-f(-0,5)+1-f(0,5) -1-f(1,5)-1-f(2,5) =34+22-13-05=328

b) Nahern Sie das Integral durch eine elementargeome-
trische Flache an und berechnen Sie deren Inhalt:

3
Jfdx=1-4-f(3) = 2-1,6 = 32
-1

luftballon steigt oder sinkt. Ein Ballon befindet sich auf 250 m Héhe, die Abbildung zeigt

den Verlauf der Steig- bzw. Sinkgeschwindigkeit v in der ndchsten halben Minute der Fahrt.

Bestimmen Sie die Hohe h, auf der sich der Ballon nach einer halben Minute befindet, und
interpretieren Sie das Ergebnis im Sachkontext.

v(t) inm/s
Losung:
Berechnen Sie Il():ien Wert des Terms mithilfe der Formel )
B(b) =B(a +J'fx )dx: 1
h(30) = h(0) +j fdt=h(0)+3-10-3-7-20-15 J{ 1W0 tins
-1
=h(0 )+15—15 = h(0) = 250 [m]
Der Ballon befindet sich zum Zeitpunkt 30 s auf derselben 30

Hohe wie zu Beginn des Beobachtungszeitraums, da das Integral I v(t)dt = 0 ist.
0

Strategiewissen
Elementargeometrische
Bestimmung von Inte-
gralen

Strategiewissen
Ndherungsweise
Bestimmung von Inte-
gralen (zwei Arten)

Strategiewissen
Bestimmen eines
Bestands aus der
Anderungsrate

1



1.1 Das bestimmte Integral

=

Nachgefragt a
= Geben Sie begriindet den Wert des Integrals j f(x)dx; a € R*, an, wenn der Graph der

stetigen Funktion fg)unktsymmetrisch bergI_izh des Koordinatenursprungs ist.
= Erldutern Sie, dass If(t) dt im Allgemeinen nicht den Bestand zum Zeitpunkt b angibt,

a .
wenn f die zugehdrige momentane Anderungsrate ist.

3 2 4 -1
a) [ax+1)dx  b) [(5-05xdx o [3dx d) [(2+2x]dx
1 e 0 4

Aufgaben Veranschaulichen Sie jeweils das Integral grafisch und berechnen Sie seinen Wert.

Driicken Sie jeweils den Inhalt des getdnten Flachenstlicks durch ein Integral aus.

Ay Ay
a) f(x)=2,25-x2 b) o) a2
+ 4 fx) =375
3__
G
NI
'I__
BT R

Die Abbildung zeigt den Graphen G;der in ganz R definierten Funktion f. Er ist punktsym-
metrisch beziiglich des Koordinatenursprungs. Geben Sie jeweils an, ob der Wert des Inte-
grals kleiner als null, gleich null oder gréBer als null ist.
1 15 1 1
a) [ f(x)dx b) [ f(x)dx o [ fxdx d) [fx)dx, -15<a<-1
| g -15 a
Die Abbildung zeigt den Graphen einer Phed
16 G
Funktion f. Ermitteln Sie [ f(x)dx und 2t ! \
0 X
beschreiben Sie Ihr Vorgehen. Attt
2 4 6 8 10 12 16
-2+ \K_.

Zeichnen Sie den Graphen der Funktion
f:x— 2-In(2x2+ 1), Df = R, mithilfe einer DMS und begriinden Sie, dass. ..

1 3
a) _[f(x) dx > _[f(x)dx gilt.
a
b) gs einen Wgrt a > 0 gibt, so dass jf(x)dx = 0 qilt.
0

Der Fahrtenschreiber eines Lkw zeichnet 100_“_"“) in km/h

die Geschwindigkeit auf. Bestimmen Sie
ndherungsweise die Strecke, die der Lkw in 504
den ersten 8 Minuten seiner Fahrt zuriick-
gelegt hat, und erldutern Sie lhr Vorgehen. :
Beachten Sie die Einheiten. 0.5

tinmin

12



Flacheninhalt und bestimmtes Integral

/ Geben Sie jeweils begriindet an, ob die Aussage wahr oder falsch ist.
4

4 4
a) [2dx=8 b) [-2dx =8 c)Tsmxdx=o d) [0dx=6
2 0 By =2

Ld a In den Diagrammen ist jeweils die momentane Anderungsrate f einer GréBe pro Minute
dargestellt. s

Berechnen Sie den Wert des Integrals jf(t) dt und interpretieren Sie das Ergebnis in einem

0
geeigneten Sachkontext. Prasentieren Sie Ihre Uberlegungen in einer Kleingruppe. Derartige Treppenfunk-
tionen sind zwar nicht
a) b) a9} , o
stetig, aber integrierbar.
A A A
L ST
G( Gf
3+ 3+ 3+
24— 21 G 2+
—_— 0
1T 1T T
. . . Zeitl(in mlin . . . Zeitl(in mlin) 1] . Zeitl(in mlin)
12 3 4 5 12 3 4 5 1 2N3 4 5
=1+ =11 e —] =1+

a Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = ﬁ Ds = R\{-2}; ihr Graph ist Gy.

a) Geben Sie die Nullstellen von f sowie Gleichungen aller Asymptoten von G;an.
b) Zeichnen Sie den Graphen von f mithilfe einer DMS und bestimmen Sie ndherungs-

1
weise den Wert des Integrals j f (x) dx.
-1

w Ein ICE beschleunigt auf einem vierminiitigen Abschnitt seiner Fahrt von 150 km/h auf

270 km/h. Die Funktion f: x — —%x3 + %xz + 150 modelliert die Geschwindigkeit in

km/h (x: Zeit in Minuten) wahrend der Beschleunigung. Zeichnen Sie den Graphen von f
ggf. mithilfe einer DMS und bestimmen Sie ndherungsweise die Lange der Strecke, die der
Zug innerhalb des betrachteten Zeitraums zuriicklegt.

b
m Geben Sie jeweils drei verschiedene Intervalle [a; b] an, so dass jf(x)dx = 8 gilt.
a

a) Y b) Y4
4 4
2 2
A N S N S N
|l 2 2 6 8 10 12 X l 2 4 6.8 10 12 %

Ly m Ordnen Sie die Integrale anhand des abgebildeten Graphen der Funktion f der Gro8e nach.
Diskutieren Sie lhr Ergebnis in einer Kleingruppe.

b C d

I, = If(x)dx I, = jf(x)dx I, = _[f(x)dx
e e f

I,= If(x)dx I, = If(x)dx Is = jf(x)dx

13



1 1.1 Das bestimmte Integral

Gegeben ist die in R definierte Funktion f: x — (1 - x%) e™*. Zeichnen Sie den Graphen
von f z.B. mithilfe einer DMS und ermitteln Sie anhand des Graphen einen Naherungs-

4
wert fiir das Integral | f(x)dx.
5

m Der Graph zeigt die momentane 10_‘ﬂci'fnanderung sy

Anderung der Flughéhe eines

Flugzeugs (in m/s).

a) Beschreiben Sie die vertikale
Bewegung des Flugzeugs in 4+
den einzelnen Zeitabschnit-

8T ¢,

2__
ten. . . 1] | | Zelt (|n m|n)
b) Deuten Sie das Integral > 4 6 .8 10 12 14 16 18 20
1
If t) dt im Sachkontext.
0 o—e S
E Fiir 4 < x < 20 beschreibt die Funktion p mit p (x) = ﬁ modellhaft die zeit-
Energiefluss: Leistung liche Entwicklung des Energieflusses einer Photovoltaikanlage auf einem Hausdach an
bzw. zeitliche Ande- einem bestimmten Tag. Dabei ist x die seit Mitternacht vergangene Zeit in Stunden und
rungsrate der Energie p (x) der Energiefluss in kWh pro h. G, ist der Graph von p.

a) Zeichnen Sie G, mithilfe einer DMS und beurteilen Sie die Modellierung.
b) Beschreiben Sie, wie G, aus dem Graphen der in R definierten Funktion

“““‘“‘“ﬁ““ der Gergdzn mit der Gleichung x = 12 symmetrisch ist.

¢) Die von der Anlage produzierte elektrische Energie wird vollstandig in das Stromnetz
eingespeist. Der Hauseigentiimer erhalt dafiir eine Vergiitung von 10 Cent pro
Kilowattstunde (kWh). Die in [4; 20] definierte Funktion x — E(x) gibt die elektrische
Energie in kWh an, die die Anlage am betrachteten Tag von 4.00 Uhr bis x Stunden
nach Mitternacht in das Stromnetz einspeist. Bestimmen Sie mithilfe von G, einen
Naherungswert fiir die Verglitung, die man fiir die von 10.00 Uhr bis 14.00 Uhr
eingespeiste elektrische Energie erhalt.

/m Ein Elektroauto kann mit konstanter Beschleu- ABeschleunigung in m/s2
. . . . 2+
nigung anfahren. Im t-a-Diagramm ist die .
Ins
Beschleunigung und Verzogerung (negative — ">
. . 2 4 6 8 10 12 14
Beschleunigung) einer kurzen Fahrt zu sehen. —

a) Erm|tteln Sie mithilfe der Abblldung jeweils den Wert des Integrals.
14

ja(t )dt 2 ja(t )dt 3 [a(dt
5 8

b) Zeichnen Sie mithilfe der Ergebnisse aus Teilaufgabe a) das t-v-Diagramm dieser
Bewegung fiir den Fall, dass das Fahrzeug zu Beginn in Ruhe ist.

¢) Beschreiben Sie die sich ergebenden Verdanderungen im Graphen aus Teilaufgabe b),
wenn das Fahrzeug zu Beginn eine Geschwindigkeit von 5 m/s hat.

d) Recherchieren Sie die Entwicklung der Zulassungszahlen von E-Autos und finden Sie
Ursachen fiir diese.

14



Flacheninhalt und bestimmtes Integral

Ein Pumpspeicherkraftwerk liegt zwischen zwei verschieden Amomentane Zuflussrate (in 1000 m¥/h)

hoch gelegenen Seen. In Zeitradumen erhéhten Strombedarfs 150+
flieBt Wasser vom oberen See durch die Turbinen nach unten
und es wird Strom erzeugt. Wird wenig Energie bendétigt, arbei- 1007
tet das Kraftwerk als Pumpstation und das Wasser wird vom 5o
unteren See wieder nach oben gepumpt.
Der blaue Graph zeigt die momentane Zu- bzw. Abflussrate (in AR S V! Zejt (in b)
1000 ™ ) von Wasser im oberen See innerhalb von 12 Stunden. 1 2 3436 }\8_? 10 11 12
a) Geben Sie an, wann das meiste Wasser durch die Turbinen =50

fliet. o—
b) Begriinden Sie, zu welchem Zeitpunkt sich das meiste Was- ~100

ser im oberen See befindet und warum mit den bisherigen
Angaben die absolute Wassermenge im See nicht ermittelt werden kann.

¢) Skizzieren Sie den Graphen fiir die Wassermenge im oberen See, wenn dieser zu
Beginn leer war.

d) Bearbeiten Sie die Teilaufgaben a) bis c) erneut. Beriicksichtigen Sie dabei, dass der
obere See einen zusatzlichen Wasserzufluss durch Regen erhilt (griiner Graph der
Abbildung). Erlautern Sie lhr Vorgehen.

\\ Vertiefung J

Das Riemann-Integral | ¢

Integrale lassen sich ndherungsweise auch mithilfe von Rechtecken w0y
(,Streifen”) bestimmen. ol
Die Abbildung zeigt den Graphen der Funktion f: x +— %XZ, D =R
6 1
Esgilt 13,5 < jf(x) dx < 21,5 wegen der folgenden Abschatzungen:
2 4+
1 ,Untersumme” sgop, = 1-[f(2) +f(3) +f(4) +f(5)]
=1+225+4+625 = 13,5 Te
N >
2 ,Obersumme” Sy, = 1-[f(3) +f(4) +f(5) +f(6)] ) 46X
=225+4+625+9 =215 Bernhard Riemann

(1826 -1866)

" Erléutern Sie anhand der Abbildung das Vorgehen, um einen Naherungswert fiir das
Integral j1 x2dx zu erhalten, sowie die Begriffe ,Untersumme” und ,,Obersumme
= Ermltteln Sie auf dieselbe Weise einen Naherungswert fiir das Integral Ix3 dx.

Wenn man die Anzahl der Streifen immer weiter erh6ht und damit

deren Breite verkleinert, nahert sich die Obersumme bzw. die 104’
Untersumme immer besser dem Wert des Integrals an. g1 Z
Nach dem Mathematiker Bernhard Riemann wird eine Funktion oL
+Riemann-integrierbar” (iber einem Intervall [a; b] ihres Definitions-

bereichs genannt, wenn die Ober- bzw. die Untersumme fiir eine T

immer feiner werdende Unterteilung des Intervalls [a; b] gegen 2T

einen gemeinsamen Grenzwert kobnvergieren. Dieser Grenzwert ~ 1S DY

hei3t dann das Riemann-Integral If(x)dx.
a

15
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1.2 Die Integralfunktion

In einer Prognose wird die lokale zeitliche Anderungsrate f f(t)

der Bevolkerung einer Stadt (in Personen/Jahr) fiir die nachs- ;gg Gy

ten 12 Jahre durch den abgebildeten Graphen modelliert. 100 ] tin Jahren
= Bestimmen Sie ndherungsweise die prognostizierte Ande- —TOOJr +—4 81012

rung der Bevolkerung in verschbiedenen Zeitintervallen.

= Interpretieren Sie das Integral jf(t) dt, 0 < b < 12, beiVeranderung der Werte von b

0
1 grafisch 2 im Sachkontext und diskutieren Sie Ihre Ergebnisse in einer Kleingruppe.

Fixiert man bei einem Integral die untere Integrationsgrenze und variiert die obere Integra-
tionsgrenze, so erhdlt man eine neue Funktion, deren Variable die obere Integrationsgrenze ist.

Ist die Funktion f stetig in einem Intervall I der Definitionsmenge D;und a € I, dann heif3t
die Funktion F, mit

X
Fa(x) = [f(t)dt, D¢, =1,
a

die jedem Wert von x e I den Wert des Integrals zuordnet, Integralfunktion von f mit der

unteren Integrationsgrenze a.
a

Es gilt: F,(a) = If(t)dt =0 und F,(x) = jf(t) dt = —If(t) dt fiiralle a e I.

X

Beispiele

I. Gegeben sind die Funktion f:x+— 2 _EX sowie die Integralfunktion F_;:x — I f(t)
Df=Df, =R -

a) Bestimmen Sie F_, (2) sowie F_; (5) und interpretieren Sie die Werte geometrisch.
a

b) Begriinden Sie, dass If(t) dt = —If(t) dt fiir alle a € R gilt, und ermitteln Sie F_; (-3).
a

X

Losung:
Strategiewissen a) 1 Setzen Sie den gegebenen x-Wert als obere Integrationsgrenze und den Term von f
Funktionswerte einer als Integrandenfunktion ein:
Integralfunktion 2 2 1 5 5 1
=£f(t)dt=£(2—5t)dt F,1(5)=£f(t)dt=£(z—§t)dt
~Ly 2 Bestimmen Sie den Wert des Integrals mit elementargeometrischen Uberlegungen:
G _fen+f@ 5 21 =15.5_1.1.92
%@\ F_1(2) = 3 3—4 F,1(5)—2 2,5:5 33 1=

e
123 4%t
F_;(2) ist der Inhalt des

a X a
blau schraffierten Andererseits gilt wegen der Intervalladditivitat [f(t)dt = [f(t)dt+ [f(t)dt, also
Trapezes. a a X

b) Aufgrund der Eigenschaften des bestimmten Integrals gilt F,(a) = jf(t) dt = 0.
a

Das Vertauschen der
Integrationsgrenzen
3)+f(-1)

-3 -1
; . f(-
dndert das Vorzeichen Fi(=3) = If(t) dt = _I f(t)dt = _f= 5
des Werts des Integrals. -1 -3

Q) Sy X

a
f(t)dt = - [f(t) dt. Damit gilt
X

:2=-(35+25) =-

16



Flacheninhalt und bestimmtes Integral

Gegeben sind die Funktion f mit f:x— 0,3 (x - 3) (x - 6) sowie die Integralfunktion F; mit
F,(x) = [f(t)dt (D; = D¢, = R).
1

a) Zeichnen Sie die Graphen von f und F, in einer DMS.

b) Begriinden Sie mithilfe der Graphen aus Teilaufgabe a), dass die Funktion F; an der
Stelle x = 3 ein lokales Maximum besitzt.

Losung:
a) 1 Zeichnen Sie den Graphen von fin einer DMS. Markieren Sie einen Punkt A auf der Strategiewissen
x-Achse und beschriften ihn mit,x," Zeichnen des Graphen
2 Berechnen Sie das bestimmte Integral [f(t)dt: Nutzen Sie dafiir z.B. den Befehl der Integralfunktion

1 mithilfe einer DMS
Integral(...) durch Eingabe von I = Integral(f, 1, x (A)).

3 Zeichnen Sie den Punkt P=(x(A), I) ein: Die y-Koordinate von P stellt den Funktions-
wert der Integralfunktion an der gewahlten Stelle x, dar.
4 Lassen Sie die Spur von P zeichnen, wédhrend Sie A auf der x-Achse bewegen.

Funktion
@f(x)=0.3(x—3)(x—6)
Punkt
@®A=(2.04,0)
@®Pr=(2.04,2.09)
Strecke
@®h=2.09
Zahl
@' =209

b) Fiir x < 3 ist f(x) positiv, d. h. die Fldchenbilanz im Intervall [1; x] und damit F; (x) neh-
men fir x < 3 mit wachsendem x zu.
Fiir 3 < x < 6 ist f(x) negativ, d. h. die Flachenbilanz im Intervall [1; x] und damit F; (x)
nehmen fiir 3 < x < 6 mitwachsendem x ab. Daher besitzt die Funktion F; an der
Stelle x = 3 ein lokales Maximum.

Die in R, definierte Funktion f beschreibt die momentane Anderungsrate der Wassermen-

ge in einem Behalter (in £/h), der zu Beobachtungsbeginn (t = 0; Zeit in h) die Wasser-
t
menge V (0) enthielt. Interpretieren Sie den Term V (t) = V(0) + jf(x)dx im Sachkontext.

Losung: 0
Das Integral If(x) dx beschreibt die Gesamtanderung der Wassermenge im Behalter (in £)

0
im Zeitintervall [0; t]. Enthalt der Behdlter zu Beginn die Wassermenge V (0), so stellt der
Term V (t) die zum Zeitpunkt t vorhandene Wassermenge (in £) im Behdlter dar.

. . ) ) ) ) Nachgefragt
= Begriinden oder widerlegen Sie: Jede Integralfunktion hat mindestens eine Nullstelle.

= Begriinden oder widerlegen Sie: An Stellen, an denen f zunehmend ist, ist auch jede Inte-
gralfunktion von f zunehmend.
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1.2 Die Integralfunktion

Aufgaben

Gegeben ist die Funktion f: x — f(x). Zeichnen Sie den Graphen von f und berechnen Sie

jeweils 1 Fy(=3) 2 Fy(1) 3 Fy(2) derIntegralfunktion Fy mit Fy(x) jf t)dt,
D¢ = D¢, = R.
a) f(x) =3 b) f(x) = - A f=T+1x  d)fx) =2-x

"

Zeichnen Sie jeweils die Graphen der Funktion f: x+— f(x) und der Integralfunktion F, mit

F,(x) = jf(t) dt, D¢ = D¢, = R, mithilfe einer DMS. Geben Sie die Nullstellen der Funktion
2

F, an und interpretieren Sie diese geometrisch.

a) f(x) =3-x b) f(x) =2x-8 o f(x) =e*(1-x
=4- = _2x-4 =

d) f(x) = 4-2x e) f(x) NI f) f(x) = eX(x?-2x)

g) f(x) = 3x2-6x h) f(x) = e*(x? +x-3) i) fix) = Q(SX x%-5)

Genau eine der Abbildungen A bis C zeigt jeweils den Graphen der Integralfunktion F,
der Funktion f. Geben Sie den passenden Graphen begriindet an und kontrollieren Sie Ihr
Ergebnis mithilfe einer DMS.

a) Ay A Ay B C
3T o\ 3t
21 21
/e, 1+
- - _ - _ - — -
-2 -1 /1 2X -2 -1 1 2X -2 -1 1 2X -2 -1 1 2X
—17 =1+ -1+ 14+
b) 4y Ay B
4__ 4
G AVE

-2
i wﬁy / * 4t ’
S e
-8 -4 48X -8 - M X
-4+ -4+
Ga
-8 -8
u Der momentane Schadstoffausstol3 einer Betriebsanlage (in g/h) lasst sich durch die Funk-
tion fix— X4X = Ry, modellhaft beschreiben (x: Zeit in h). Zeichnen Sie den

18

Graphen von f sowie den Graphen der in R, definierten Integralfunktion
X
Fo:x— jf(t) dt mithilfe einer DMS. Geben Sie Zusammenhange zwischen den beiden

0
Graphen an und interpretieren Sie diese im Sachkontext. Prasentieren Sie Ihre Ergebnisse
in einer Kleingruppe.



Flacheninhalt und bestimmtes Integral

E

Abituraufgabe

Die Abbildung zeigt den Graphen Gs einer Ay
in [0,8; + oo definierten Funktion f. Betrach- T /\ Gy
tet wird zudem die in [0,X8; + oo definierte Y I3 T Tt e Ty &t
Integralfunktion J:XHIf(t) dt. -1
2
Begriinden Sie mithilfe der Abbildung, dass 27
J(1) = =1 qilt, und geben Sie einen Ndhe-
rungswert fiir den Funktionswert J (4,5) an.
Skizzieren Sie den Graphen von Jin lhren Unterlagen.
Die Abbildung zeigt eine nach unten geoffnete Ay Abituraufgabe
Parabel, die zu einer Funktion f mit Definitionsbe- 2T
reich R gehort. Der Scheitel der Parabel hat die 1T
x-Koordinate 3. Betrachtet wird die in R definierte A T W
X t
Integralfunktion F:x+— [f(t)dt. il W3
3
Geben Sie die Anzahl der Nullstellen von F an und PSR ACE
begriinden Sie lhre Angabe ohne Rechnung. N
Die Abbildung zeigt den Graphen G einer in R definier- y
ten Funktion f. Fiir jedes a € R wird die Integralfunktion ¢
X
F,mit F,(x) = | f(t)dt betrachtet. G
aMit Fal) = | N\t
Begriinden Sie im Folgenden lhre Antworten jeweils mit- 2 4

hilfe der Abbildung.

a) Geben Sie Lage und Art der Extremstellen von Fg an.

b) Begriinden Sie, dass Fy(x) < 0 in ganz R gilt.

c) Begriinden oder widerlegen Sie: Es gilt F,(x) < 0 in ganz R fiir jeden Wert von a.

d) Begriinden Sie: Die x-Werte und die Art der Extremstellen von F, stimmen mit denen
von F Uiberein. Geben Sie an, wie sich die y-Werte dieser Stellen andern, und welche
Rolle dabei der Wert F (2) spielt.

e) Skizzieren Sie ndherungsweise den Graphen von Fg.

Die momentane Anderungsrate der Wassermenge in einem Becken (in £/min) wird durch
die abschnittsweise definierte Funktion f mit
Jtfir 0 < t <12

ft) = 6 fir12 < t <30 modelliert (tin min).

-2 fir t =30 t
a) Zeichnen Sie den Graphen von f sowie den der Integralfunktion F(t) = jf(x) dx

mithilfe einer DMS und interpretieren Sie die Verldufe im Sachkontext. °

b) Begriinden Sie, dass der Wert der Funktion F im Allgemeinen nicht dem Wasservolu-
men im Becken zum Zeitpunkt t entspricht. Ermitteln Sie den Beckeninhalt zur Zeit
t = 0, wenngilt: F(15) = 54.

¢) Ermitteln Sie anhand von G;einen Zeitpunkt, zu dem das Becken wieder dieselbe
Menge an Wasser enthalt wie zu Beginn.
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1.3 Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

]
_

integrieren
e ——
f(x) [fx)dx
-~ —

differenzieren

Die Differentiation ist die
Umbkehrung der Integration.

Das unbestimmte Integral
[f(x)dx beschreibt die
Menge aller Stammfunktio-
nenvonf.

20

Die momentane Anderungsrate der Wassermenge in einem Stausee kann durch die Funk-
tion f(t) = 1t—0(10—0,2t)—5 modelliert werden [0 < t < 50 in h, f(t) in 1000 mhi .

t
= Zeichnen Sie die Graphen der Funktion f sowie der Integralfunktion F(t) = If(x)dx
0

mithilfe einer DMS.

= Diskutieren Sie Zusammenhange zwischen den beiden Graphen in einer Kleingruppe

und begriinden Sie diese grafisch und im Sachkontext.

= Geben Sie eine integralfreie Darstellung des Terms F (t) an und tiberpriifen Sie diese

mithilfe der DMS.

Integrale lassen sich einfach berechnen, wenn man eine Stammfunktion der Integrandenfunk-
tion kennt.

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (HDI):
Jede Integralfunktion einer stetigen Funktion f ist eine Stammfunktion von f.

X
Aus F,(x) = [f(t)dt; a, x € Dy, folgt F;(x) = f(x).
Die AbIeitung; jeder Integralfunktion ist die Integrandenfunktion.
b
Mit einer Stammfunktion F von f gilt: If(t)dt =[F (t)]: = F(b) - F(a).
a

Besondere Integrationsregeln (c € R):
[(F(x)-ef®)dx = ef¥+ ¢ j%dx = Inlf(x)|+c

If(ax+b)dx = %-F(ax+b)+c; F(x) =f(x),az0

Begriindungen

Begriinden Sie den HDI mithilfe des abgebildeten Graphen der stetigen Funktion f.
Losung:

Der Ableitungsterm F, (x) von F, ist gegeben durch F, (x) = hIimof‘"‘(XJrh)J.
-

h
Dabei entspricht F,(x + h) — F,(x) dem Inhalt der grauen Fldche in der Abbildung.

Wegen der Intervalladhditivitét des bestimmt%n Integrals gilt:
X+ X X+
Fox+h) -F,(x) = [ f()dt-[f@®)dt= [ f(R)dt (¥
Im Intervall [x; x + h] (h > 0) lasst sich das Integral mithilfe des Minimums m und des Maxi-
mums M dﬁr Funktion f durch die Inhalte der Rechtecke (s. Abbildung) abschatzen:
X+
m-h < j f(t)ydt <M-h
Daraus eréibt sich mit (*) und der Divisiondurchh: m < w <M
Fir h— 0° gilt m— f(x) und M —f() und damit: () < lim Fobr a9 < gy
0+

Der Grenziibergang fiir h — 0~ fiihrt zum gleichen Ergebnis. Daher gilt: F} (x) = f(x).



Flacheninhalt und bestimmtes Integral

b
Il. Begriinden Sie, dass jf(t) dt = F(b) - F(a) gilt; Fist eine beliebige Stammfunktion von f.
Losung: ’
Die Terme zweier Stammfunktionen von f unterscheiden sich nur um eine additive Konstante
X X
ceR, d.h.esgilt: [f(t)dt = F(x) + c. Daraus ergibt sich: ¢ = [f(t)dt—F ().
a a X a
Zudem gilt: [f(t)dt = 0, woraus ¢ = —F (a) und damit [f(t)dt = F(x) - F (a) bzw.
a a

b
insbesondere [f(t)dt = F(b) - F (a) folgt.
a

Beispiele
I. Berechnen Sie die bestimmten Integrale.
2 T
a) [(x2-x)dx b) [sinxdx
1 0
Losung:
a) 1 Bestimmen Sie eine Stammfunktion der Integrandenfunktion f. Nutzen Sie daflir die  Strategiewissen
Schreibweise in eckigen Klammern: Berechnen von Integra-
2 2 len mithilfe von Stamm-
2 _ l 3_1 2 en mithilfe von Stamm
!(X X)dx = [3X > X ]1 funktionen
2 Setzen Sie zundchst die obere, dann die untere Grenze in die Stammfunktion ein:
2 2
I(xz—x)dx = [lx3_lx2] =13 1,52 (l- 13-1.12 Beachten Sie die
3 2 2 2 3 2 .
1 1 »Minusklammer”

-3

o\ |—

8 _H_(1_1_2_|(_
3 2 (3 2) 3 (
T
b) [sinxdx = [-cosx]g = —cos— (~cos0) = —(~1) = (-1) = 2
0
Il. a) Begriinden Sie, dass F(x) = ef® der Term einer Stammfunktion der Funktion
x — f'(x) - ef® ist, wenn f eine differenzierbare Funktion ist und Dy = Ds gilt.
1
b) Berechnen Sie das Integral IZX -e¥dx.
0
Losung:
a) I_IZUr die Ableitung von F (x) gilt nach der Kettenregel: F'(x) = ef®.f'(x) = f'(x) - ef®,
1
b) [2x-e¥dx = [e"z] =el-el=e-1
0 0
lll. Die Abbildung veranschaulicht die Geschwindigkeit v (in m/s) des Wagens einer Achter-
bahn sowie die von ihm zuriickgelegte Strecke s (in m) wahrend 6 Sekunden seiner Fahrt.

a) Geben Sie begriindet an, welcher der beiden Graphen die

Geschwindigkeit modelliert. 6 23/—“
b) Interpretieren Sie die Gleichung s (6) = jv(t) dt grafisch
und im Sachkontext. 0 6
Losung: 4+
a) Der Graph G, zeigt nicht die Ableitung der Funktion zu
G, da G, an der Extremstelle von G, bei etwa 3 nicht die 276
x-Achse schneidet. Daher gilt: G ist der Ableitungsgraph Gf | .
und gehort damit zur Funktion v. 2 4 6"

6
b) Das Integral Iv(t) dt beschreibt die Gesamtdanderung, also die im Intervall [0; 6] zurlick-

0
gelegte Strecke, d. h. s (6). Grafisch ldsst es sich als Flachenbilanz der von G und der
t-Achse eingeschlossenen Flache deuten.
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1.3 Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Nachgefragt

= Formulieren Sie die Umkehrung des Satzes ,Jede Integralfunktion ist eine Stammfunk-
tion.” und beurteilen Sie seine Richtigkeit.

= Beurteilen Sie: Jede Funktion F, die eine Nullstelle besitzt, ist Stammfunktion einer

Funktion f.
Aufgaben Uberpriifen Sie jeweils, ob die Funktion F eine Stammfunktion der Funktion fist. Falls ja,
entscheiden Sie begriindet, ob F auch eine Integralfunktion von f sein kann.
a) b) 9] d) e) f)
F(x) 2+%x4 2 - cosx (X+2)e2*+1 Ln (x2 + 4) 1—\/2x2+4 e 4 e
2x A
f(x) x3 sinx (2x+5)e? FEY s | 20@¥+e™™)

Berechnen Sie jeweils den Wert des bestimmten Integrals.

3 10 2 9
Hinweis: siehe Beispiel | a) J(sz—x)dx b) I4dx Q I(ex+l)dx d) _[(X3—\/?)dx
auf Seite 21. 0 0 1 X 0
’z 1 [ 2 x3d t e’ d h T sinx d
e) % F—cosx)dx f) £3x eX dx q) -!2& X )J;Te - cos xdx

a) Begriinden Sie, dass F(x) = In|f(x)| der Term einer Stammfunktion der Funktion

X > % ist.
b) Berechnen Sie jeweils den Wert des bestimmten Integrals.

2
3 dx 4 dx

x3+8

O~
X|—=

——

x2+1 cosx lnx

. T
1 2X_ 4y 2 [=INXgx 3
0 0
a) Begriinden Sie, dass % F (ax + b) der Term einer Stammfunktion der Funktion

x> f(ax + b) ist, wenn F eine Stammfunktion von fund a = 0 ist.
b) Berechnen Sie jeweils den Wert des bestimmten Integrals.
I

2 6 1 0
1 [sin(2x)dx 2 [edx 3 [e*3dx 4 [ cos(mx)dx
0 ) ay 1
E Gegeben ist der Graph einer Integralfunktion F einer ganzrationalen Funktion f dritten

Grades. Beurteilen Sie jeweils, ob die Aussage wahr oder falsch ist.
a) fhat genau drei Nullstellen. b) Im Intervall [0; 1] besitzt G;einen Tiefpunkt.

0
) If(x) dx <0 d)f(0,5) >f(-2) e) Jede Stammfunktion von fist Integralfunktion.
ay

X
1) a Gegeben ist der Graph einer Funktion f sowie die Integralfunktion F; mit F; (x) = jf(t) dt,
D¢ = Df, = R. !
a) Geben Sie begriindet Intervalle, in denen F; 1 streng monoton zunehmend
1 2 abnehmend ist, sowie die Extremstellen des Graphen von F; an.
. X b) Begriinden Sie, dass F, (0) negativ ist.
R e R ¢) Skizzieren Sie den Graphen von F; und besprechen Sie Ihre Ergebnisse in einer Klein-

gruppe.
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Flacheninhalt und bestimmtes Integral

Gegeben ist der Graph einer Stammfunktion F einer Funktion f und seine

y
waagrechte Asymptote. Begriinden Sie jeweils die Aussage. GF """"""" *T" /
a) Fkann die Integralfunktion von f bezliglich der unteren Grenze 1 sein. —— -

. -4 -3 -2 -1 12
b) Der Graph von f hat genau zwei Extrempunkte. 3

[d] l1)er Graph von f hat die x-Achse als waagrechte Asymptote.
d) [fx)dx =1
0

a Formen Sie, falls notig, die Integrandenfunktion um und berechnen Sie dann den Wert des
Integrals. Beschreiben Sie Ihr Vorgehen.

1 1
ienials [yex2+1dy — 1. x2 41 :1,[ x+1] 1 a2
Beispiel: ‘([xe dx =5 £2xe dx =5-|e =3 (e2-e)

1 1 2 1
3x+1 X 1 3
a) _([e ¥+ 1dx b) szﬂdx 9} {Sx_“dx d) £(2x+5) dx
s 1 0 o Ty 3
e) !mdx f) £S|n(1 “xdx @) _jzex”dx h) JZ(;+F)dx
a Bestimmen Sie jeweils den Wert von a so, dass eine wahre Aussage entsteht. Parameterwerte zu 9:
h g e 00517331
a) 2[x*dx =18 b) [(2x-3x)dx=-12 ¢ [(@>-x)dx=36 ER
5: 1 2 2 e-1 ;a1
— = — X ==-1 i —
d)!xzdx—10 e) ge dx = = f) lxdx—1

w Ordnen Sie die Kartchen, die dasselbe beschreiben, einander begriindet zu.

, b C b
b) - F (a) 2 f,(b) _ f:(a) 3 !f(X)dX 4 !f(x)dx + ‘c[f(X) dX
b
SLCEC N I 7 [Fedx [ |8 fb)-f@
b a b
9 [f(x)dx 10 F(b)-F(@) n - [f(x)dx 2 [f(x)dx
a b a

m Die Abbildung zeigt den Graphen einer
Integralfunktion F,von f, D¢ = D¢, = R.
a) Geben Sie begriindet alle fiir a e R
mdoglichen Werte an.
b) Ermitteln Sie jeweils anhand der Abbildung nahe-
rungsweise die gesuchte(n) Grée(n) und erlau-

tern Sie lhr Vorgehen. '
1 f(1) 2 die Nullstelle(n) von f

3 die Extremstelle(n) von f

5
4 J'f(x)dx
0

1 F(

¢) Begriinden Sie, dass jede Stammfunktion von f
Integralfunktion zu f ist.
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1.3 Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Ein Austauschprogramm ermdglicht es Schiilerinnen und Schiilern, verschiedene Kulturen
kennenzulernen. Die Funktion f: t — 50 + 20 - €2, D; = Ry, modelliert die Entwicklung
der Teilnehmendenzahl seit Programmbeginn (t in Jahren).

a) Ermitteln Sie einen Term F (t) fiir die Anzahl der Personen, die nach t Jahren am Pro-
gramm teilgenommen haben, mithilfe eines bestimmten Integrals und in integralfreier
Darstellung.

b) Bestimmen Sie, wie viele Personen nach 5 Jahren am Programm teilgenommen haben.

¢) Beurteilen Sie die Grenzen des Modells und diskutieren Sie in einer Kleingruppe eine
passende Modellierung fiir langere Zeitraume.

EE] Die linke Abbildung zeigt den y
Graphen G, einer Funktion g.

a) Begriinden Sie, dass keiner 2

der drei Graphen G;, G, bzw.

G; in der rechten Abbildung .

Graph der Integralfunktion I R 1 X

Gomit Gy(x) = ]('g(t) dt
0

(Dg, = Dg = R) sein kann.
b) Skizzieren Sie den Graphen von G in lhren Unterlagen.

m Die Abbildung zeigt den Graphen der Funktion
fix— —X;(x —3), D¢ = R. Sie beschreibt im Intervall [0; 3]
die Geschwindigkeit eines Modellautos auf einer Renn-

X

strecke (f (x) in m/s; x in s). Die Funktion F;: x+— If(t)dt,

D¢, = R, ist Integralfunktion von f. !

a) Berechnen Sie, welche Strecke das Modellauto im Inter-
vall [1; 3] zurlicklegt.

b) Ermitteln Sie, welcher der vier Graphen G, bis G, der
Graph der Funktion F ist, indem Sie bei jedem der drei
Ubrigen Graphen angeben, warum es sich bei ihm nicht
um Gg, handelt.

Ay A
6 5-—y
5+ 4+
4+ G 3+
3+ e
2+ (&5 G
1+ : i — >
-2 - 12 3 \|4X
TS A1 : I —1“
-1 12 3
1+ -3
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Flacheninhalt und bestimmtes Integral

Die momentane Anderungsrate eines Bestands B wird durch die Funktion

fit— (t+2)(t—4)(t-11), D¢ = [0; 12], beschrieben (t: Zeit in Tagen).

a) Ermitteln Sie einen Term B (t), wenn der Anfangsbestand 300 betragt.

b) Berechnen Sie den maximalen und den minimalen Bestandswert innerhalb des
betrachteten Zeitraums und beschreiben Sie Ihr Vorgehen.

¢) Ermitteln Sie den Zeitpunkt, zu dem der Bestand am starksten anwéachst, und berech-
nen Sie die maximale Zuwachsrate.

In einem Becken befinden sich zu Beobachtungsbeginn 2000 Liter Wasser. Die Funktion
fit— —%t (t-5) gibt fiir die folgenden 6 Stunden die momentane Zuflussrate des Wassers

an (in 1000 £/h). Dabei ist t die seit Beobachtungsbeginn vergangene Zeit (in h).

a) Geben Sie die Nullstellen und die Extremstelle von f an und skizzieren Sie den Graphen
von f.

b) Begriinden Sie, dass die Wassermenge in dem Becken innerhalb der ersten 5 Stunden
nach Beobachtungsbeginn durchgehend zunimmit.

X
¢) Interpretieren Sie die Gleichung 2 + jf(t) dt = 7 im Sachkontext.
0

Gegeben ist die in R definierte Funktion f: x+— 11%- (2x3 - 43x2 + 248x).

a) Geben Sie das Verhalten von f fiir x — —co sowie fiir x — +o0 an und begriinden Sie,
dass der Graph G¢ nicht symmetrisch bezliglich des Koordinatenursprungs ist.

b) Zeigen Sie rechnerisch, dass G¢fiir x < 7% rechtsgekriimmt ist. vi
¢) Esgibteine Stelle x, € [0; 10], an der die lokale Anderungsrate von 4T
f mit der mittleren Anderungsrate von fim Intervall [0; 10] tiberein-

stimmt. Ubertragen Sie die Abbildung in lhre Unterlagen (Platzbedarf

0 < x < 26) und ermitteln Sie grafisch einen Naherungswert fiir x,.
d) Esgelten folgende Aussagen:

1 DerPunkt H(4]4,32) ist der einzige Hochpunkt von G. 14

2 Firalle ac R gilt: f(71-a) - (73] = ¢(71] 71 +a)

Ge

Abituraufgabe

Interpretieren Sie die Aussage 2 in Bezug auf die Symmetrie von G¢ 2
und berechnen Sie ausschlieBlich mithilfe der beiden Aussagen sowie

des Naherungswerts f(7%) = 3,05 die Koordinaten des Tiefpunkts T von G.

e) Bestimmen Sie eine Gleichung der Tangente t an G¢im Punkt (10]f(10)) und erganzen
Sie diese fiir x = 10 in Ihrer Zeichnung.

Zur Beschreibung der Zunahme der Kérpermasse eines Hundes einer bestimmten Rasse in

den ersten 25 Lebensmonaten wird das folgende Modell betrachtet: Fiir 0 < x < 10 wird

die momentane Anderungsrate der Kérpermasse des Hundes (in Kilogramm pro Monat)

durch die Funktion f und fiir 10 < x < 25 durch die Tangente t modelliert (x: Zeit in

Monaten seit der Geburt des Hundes).

f) Berechnen Sie auf der Grundlage des Modells, wie viele Monate nach der Geburt ein
Hund der betrachteten Rasse erstmals nicht mehr an Kérpermasse zunimmt.

g) Begriinden Sie, dass auf der Basis des Modells die Masse in Kilogramm, um die ein

Hund der betrachteten Rasse in den ersten 25 Lebensmonaten insgesamt zunimmt,
10

mit dem Term I f(x)dx + 13,5 berechnet werden kann, und berechnen Sie seinen Wert.
0

Gehen Sie vereinfachend
davon aus, dass jeder
Monat 30 Tage hat.
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b Geschwindigkeit in m/s

50+

40+

30+

20T

T GV‘I IZelt |In s
1|0 20 30 40‘

26

20}

Gegeben sind die Funktion f: x+— 2x? - x> und die Integralfunktion I:x — J'f

D; = D¢ = R. Die Abbildung zeigt den Graphen G;von f.

a) Begrunden Sie die folgenden Eigenschaften der Funktion I bzw. ihres Graphen G;
anhand des Graphen G; oder des Funktionsterms f (x).
1 Fiir jedenWertvon x < 0 ist I(x) < 0.
2 TIbesitzt genau zwei Nullstellen.
3 Gpbesitzt im Ursprung einen Terrassenpunkt.

b) Zeichnen Sie zunachst G¢in lhren Unterlagen und skizzieren Sie dann in dasselbe Koor-
dinatensystem Gy. Uberpriifen Sie lhr Ergebnis mithilfe einer DMS.

Ein Gezeitenkraftwerk nutzt die Meeresstromungen zwischen Hoch- und Niedrigwasser
zur CO,-armen Stromerzeugung: Bei Flut flieBt Wasser in einen Speicher, bei Ebbe wieder
heraus. Die Durchflussgeschwindigkeit in einem solchen Kraftwerk lasst sich an einem

bestimmten Tag mithilfe der Funktion f:t—6- sin“‘—z(t —4)], D = [0; 24], modellieren

(t: Zeit in Stunden; f(t): Durchflussgeschwindigkeit in Mio. m3/h).

a) Entscheiden Sie begriindet und ohne Rechnung, zu welcher Uhrzeit an diesem Tag der
hochste bzw. der niedrigste Wasserstand herrscht.

b) Berechnen Sie die gesamte durch die Turbinen geflossene Wassermenge an diesem Tag.

¢) Recherchieren Sie liber Gezeitenkraftwerke und prasentieren Sie lhre Ergebnisse.

Ein Fallschirmspringer springt aus einem Flugzeug ab. Seine Vertikalgeschwindigkeit v
wird in den ersten 40 Sekunden durch die Funktion v;:t+— —;—ztz + 2,5t beschrieben

(t: Zeit in Sekunden; v, (t) in m/s). Die Abbildung zeigt den Graphen von v;.

a) Berechnen Sie, wie viel Hohenmeter der Fallschirmspringer nach 40 Sekunden zuriick-
gelegt hat.

b) Ab dem Zeitpunkt t = 40 s behalt der Springer seine Geschwindigkeit bei und fallt
weitere 30 s mit dieser Geschwindigkeit. Berechnen Sie die Hohe, die er in diesem Zeit-
raum verliert.

¢) Nachinsgesamt 70 s 6ffnet er seinen Fallschirm. Seine Geschwindigkeit wird jetzt
durch die Funktion v,: t— —L_(t-190)2 beschrieben. Berechnen Sie die Hohe, aus der
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er urspriinglich abgesprungen ist, wenn er nach insgesamt 190 s den Boden erreicht.

Die Preise fiir Solarzellen sanken von 2013 bis 2024 um etwa 5,5 % pro Jahr. 2013 musste

der Endverbraucher fiir ein Kilowatt Spitzenleistung 2520 € bezahlen.

a) Der Preis (in €) soll mithilfe der Funktion p:t> a- e (t: Zeit in Jahren seit 2013)
modelliert werden. Ermitteln Sie a und k.

b) Berechnen Sie p’(4) und interpretieren Sie das Ergebnis im Sachzusammenhang.

c) Bestatigen Sie, dass p(10) - j p’(t) dt gilt, und interpretieren Sie das Ergebnis
im Sachzusammenhang.

d) Berechnen Sie p’(0,5) + p'(1,5) + ... + p’(9,5) und interpretieren Sie das Ergebnis im
Sachzusammenhang. Begriinden Sie, wie dieses Ergebnis naherungsweise direkt mit-
hilfe von p (t) ermittelt werden kann, und erldutern Sie die geringe Differenz der beiden

Werte mithilfe einer Skizze.



Flacheninhalt und bestimmtes Integral

Die Geschwindigkeit eines Steins, der von einem 10 m hohen Turm aus senkrecht nach
oben geworfen wird, wird naherungsweise durch die Funktion v mit v(t) = 5-10t,
D, =[0; 2] (tins, v(t) in m/s) modelliert.
a) Berechnen Sie jeweils den Wert des bestimmten Integrals und interpretieren Sie das
Ergeobsnis im Sachkontext.

5 1 2

1 [vdt 2 [v(vdt 3 [v(dt
0 0

0
b) Die Funktion h soll die Hohe des Steins liber der Erdoberflache beschreiben. Geben Sie

einen Term der Funktion h an und begriinden Sie, dass h eine Stammfunktion von v,

t
aber nicht die Integralfunktion t— jv (x) dx ist.

0
c) Berechnen Sie die Lange der Strecke, die der Stein beim Flug zuriicklegt.

-x fur x<0

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = |x| = { N )
x fir x=0
3
a) Veranschaulichen Sie anhand einer Skizze das Integral j f(x)dx, begriinden Sie,

warum die folgende Rechnung falsch sein muss, und k6r1rigieren Sie diese:
3 2 _ 7 2
ff(x)dx _¥_c 4.
2 2

b) Formulieren Sie eine Regel fiir die Integration abschnittsweise definierter Funktionen.
x fur 0<x<1

2 fir 1 <x<+oo
Unstetigkeitsstelle. Uberpriifen Sie, ob Ihre Regel aus Teilaufgabe b) auch fiir unstetige

c) Die Funktion g mit g (x) = { enthaltim Gegensatz zu f eine

3
Funktionen gilt, und berechnen Sie damit jg (x) dx.
0

\\ Vertiefung J
Mittelwerte von Funktionen
Das arithmetische Mittel a endlich vieler Werte a;, a5, ..., a,(n € N\{0}) erhalt man,
indem man die Summe der Werte durch ihre Anzahl n dividiert, also a = % % a;.
i=1

An einem Herbsttag beschreibt die Funktion T mit T (t) = —Hmt(t -6)(t-23), D7 = [0; 24],
den Temperaturverlauf (in °C; t: Zeit in h).
= Berechnen Sie den Mittelwert der um 6 Uhr, 8 Uhr, 4Tin"C

10 Uhr und 12 Uhr gemessenen Temperaturen. 0T
Den Mittelwert m einer stetigen GroBe f innerhalb eines s+
Intervalls I = [a; b] ermittelt man mithillfe Al
eines bestimmten Integrals: m = L-If(t)dt. - T,

b-a A RS EEEEEEEE S

m Begriinden Sie die Formel fiir den Mittelwert 51 / 1%

einer stetigen Grof3e mithilfe der Abbildung. T > tinh
= Berechnen Sie den Mittelwert der Temperatur 2 4% 8 10 12 14 16 18 20

q -2+ —>
zwischen 6 Uhr und 12 Uhr. At

= Geben Sie weitere Beispiele fiir die Mittelwertberech-
nung mithilfe des bestimmten Integrals an und prasentieren Sie Ihre Ergebnisse im Kurs.
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1.4 Berechnung von Flacheninhalten

—

1

Merke: ,Integral iiber
obere Funktion minus
untere Funktion”

Dies gilt insbesondere,
wenn einer der Graphen
die x-Achse ist.

28

Der Rand des Segels in der Abbildung kann durch die Graphen
Gfund Gy der Funktionen f:x—x+6 - % D¢ = R\{0}, und
g:x—>x+4, Dy = R, modelliert werden.

= Entwickeln Sie eine Strategie zur Bestimmung des Flachenin-
halts des Segels und berechnen Sie diesen.

= Diskutieren Sie Ihre Ergebnisse in einer Kleingruppe.

Mithilfe von bestimmten Integralen kann man Flachenberechnungen an Graphen durchfiihren.

Sind f und g zwei im Intervall I = [a; b] stetige Funktionen mit f(x) > g (x) bzw.
f(x) < g(x) inL so gilt fiir den Inhalt A der von ihren Graphen in I begrenzten Flache

b
J1f () - g ()1 dx
a
Liegt G¢in ganz I oberhalb von G, so gilt
b
A = [ [f(x) - g (x)]dx
a

A=

Bilden die Graphen G¢und G in I zwei Teil-
flachen, so addiert man deren Inhalte:

A=A, +A,

yA yA

%/& %/b\

Auch ,ins Unendliche reichenden” Flachen kann man oft endliche Flacheninhalte zuord-
nen. Die hierfiir verwendeten Integrale bezeichnet man als uneigentliche Integrale.

N/

Integrationsintervall reicht ins Integrandenfunktion strebt an einer

Unendliche Grenze ins Unendliche

+o<»1 b1 1 1 1 1
—dx = lim |=d —dx = lim [—=d

J;xz X |o_|>+o<,J1’x2 X l\/f X b|—>o+£‘/i X

Begriindung

Gegeben sind zwei in einem Intervall I = [a; b] stetige Funktionen f und g mit den Graphen G¢
und Gy mit f(x) > g(x) firalle x € I. Begriinden Sie, dass fiir den Inhalt A der von den beiden
Graphen im Intervall [a; b] eingeschlossenen Flache unabhangig von der Lage beziiglich des

b
Koordinatensystems gilt: A = j[f(x) -g(x)]dx.



Flacheninhalt u

nd bestimmtes Integral

Losung:
Verlaufen G¢ und Ggim Intervall [a; b] oberhalb der x-Achse, gibt das Integral

jf x)dx bzw. jg x)dx den Inhalt der vomJewe|I|gen Graphen und derx Achse in

[a; b] elngeschlossenen Fliche an. Dann gilt: A = jf x) dx — jg x)dx—j[f (X) — g (x)] dx.

Werden beide Graphen gleichermafen in y-Richtung verschoben, @ndert sich der Inhalt
der eingeschlossenen Flache nicht:

b b b
JIF () = g* )] dx = [[(F(x) - k) = (g (x) — k)] dx = [[f(x) - g (x)] dx

Fiir die Berechnung des Flacheninhalts ist keine Verschiebung der Graphen in y-Rich-
tung notwendig.

Beispiele
I. Gegeben sind die Funktionen f:x+— 3x3 + 6x? - 6x und
g: x> 3x? Dy = Dy = R, mitihren Graphen G¢und G,. Be-
stimmen Sie den Inhalt der von G¢und Gg begrenzten Flache.
Lésung:
1 x-Koordinaten der Schnittpunkte von G¢und Gg:
f(x) = g(x) & 3x3+6x*-6x = 3x?
& 3x(x2+x-2)=0 & 3xx+2x-1) =0
=X =-2%=0x3=1

-2+

2 Ermitteln Sie den Wert der Integrale in den Teilintervallen:

0 0
I[f (x)]dx = I(3x3+6x2—6x—3x2)dx= I(3x3+3x2—6x)dx
2 -2
0
= [%x4+x3—3x2]7 =0-(2.16+(-2-3-4] = 8

1 1
A, = [lg(x) - f(x)]dx = I[3x (3x3+6x2-6x)]dx = [(-3x3 - 3x% + 6x) dx
0 0

1
_[_3,4_3 2| = _3_ 0 =
=[-3x x+3x]0 3-1+3-0=125
3 Addieren Sie die Inhalte der Teilflachen: A = A; + A, = 9,25 [FE] y

Il. Ein Produkt wird zunachst fiir 1,50 € im Handel angeboten, dabei erzielt der Handler
pro Stiick einen Gewinn von 30 Cent.

Beachten Sie:
1
[If(x) - g (x)]dx ist
2

nicht der Inhalt der ein-
geschlossenen Fléche

Strategiewissen
Berechnen von Fléchen-
inhalten

Die Funktion f: t+— %t (t-4)(t-9), Df = [0; 9], modelliert die Preisanderung in 2
Cent pro Jahr (t: Zeit in Jahren). Die Funktion g mit g (t) = 2 beschreibt die jahrli-

che Zunahme des Einkaufspreise (in Cent pro Jahr), den der Handler zahlen muss.

=2+
Begriinden Sie dass sich der Gewinn pro Stiick nach neun Jahren mit dem Ansatz

—4-
B(9) =30+ j [f () — g (t)]dt berechnen ldsst, ohne dass die Schnittstellen der Gra- ;
phen von f und g ermittelt werden miissen. g

Losung:

Die jahrliche Anderungsrate des Gewinns berechnet sich als Differenz f(t) — g (t) der
Preisanderung f und der jahrlichen Zunahme des Einkaufspreises g. Damit erhdlt man die
Gesamtanderung des Gewinns innerhalb des betrachteten Zeitraums mithilfe des Integrals

9
[If® -g1dt.
0
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1.4 Berechnung von Flacheninhalten

Strategiewissen
Berechnen uneigentli-
cher Integrale

Zua):

Der Wert des Integrals
I(b) wdchst fiir

b — +oo, wird aber
nicht gréBer als 1.

Zub):

Der Wert des Integrals
I(b) wiichst fiir

b— 0%, wird aber nicht
grofSerals 2.

Nachgefragt

Aufgaben

Mit dem Anfangsgewinn B(0) = 30 ergibt sich der Gewinn nach neun Jahren
durch B(9) = 3o+j[f g(Dldt.

Die Schnittstellen der beiden Graphen miissen nicht berechnet werden, da das Integral
bereits die Gesamténderung angibt. Wenn im Intervall [a; b] gilt

1 f(t) > g(t), danmstj[f g (t)1dt > 0.

2 f(t) < g(t), dannist j[f(t) - g(®)]dt < 0.

Bestlmmen Sie das unelgentllche Integral und veranschaullchen Sie lhr Vorgehen grafisch.
a) ! —dx b) Jv_dx

Losung:

1 Ersetzen Sie die Integrationsgrenze, die nicht in der Definitionsmenge der Funktion
Ilegt durch einen Parameter b und berechnen Sie den Wert des bestimmten Integrals.

b 11 1
a) 1(b j dx—[X ]1 b) I(b)=£ﬁdx= VXL
4 _ a1 =2-24b
=-Cn=1-} Vb
y

2 Bestimmen Sie den Grenzwert:
a) lim I(b) = lim [1-1]=1 b) lim I(b) = lim [2-2\/B]=2
b— +oo b — +oeo

Den |ns+UnendI|che reichenden Flachen konnen endllche Inhalte zugeordnet werden.
a) A= [ Ldx=1 b) A = j1dx_2

1
Entscheiden Sie begriindet, ob die folgende Aussage richtig ist: Wenn fiir zwei Funktionen
fund g qilt I[f g(x)1dx = 0, dann sind die Funktionen im Intervall [0; 1] identisch.

Begriinden oder widerlegen Sie: Aus I f(x) dx = 2 folgt, dass die Funktion f fiir
X — +o0 gegen 0 konvergiert. !

Berechnen Sie jeweils den Inhalt der markierten Flache zwischen den Graphen der Funkti-
onen f:x— f(x) und g:x—>g(x) (D¢ = Dy = R).

a) f(x) = x? b) f(x) = sm(x——)+2 o f(x) =-1,5x2+1,5
glx) =4 gix) =1 gx) = -x>+1

Y vy
6 / 3




Flacheninhalt und bestimmtes Integral

a) Berechnen Sie den Inhalt A der Flache, die die Graphen der Funktionen
fix—>x2-xund g:x+—>x, Df = Dy = [0; 2], miteinander einschlieen.

b) Bestimmen Sie den Anteil der Flache aus Teilaufgabe a), die im IV. Quadranten liegt.

Vorgelegt sind die Funktionen f: x+— 2 — (x +2)%, D; = R, und g: x+—>x +2, Dy =R.
Berechnen Sie die Inhalte A, bis A der getonten Flachenstiicke und beschreiben Sie lhr
Vorgehen.

<y

bl 4

n Gegeben ist jeweils die Funktion f:x+ f(x) mit maximaler Definitionsmenge.
1) = % 2 fo=1 3f()—x1 4 f(x) = sinx

a) Veranschaulichen Sie jeweils das Integral jf )dx, b > 1, und ermitteln Sie eine inte-
gralfreie Darstellung.
b) Bestimmen Sie dann das uneigentliche Integral j f (x) dx, falls moglich.

E Ein Werkstiick soll aus Iridium gefertigt werden. Der Umriss wird durch v
die Graphen der Funktionen f:x+— e und g:x+> e **! Gx G\
9

(D¢ = Dg = R) sowie die Geraden mit den Gleichungen y = 4 und
x = 3 begrenzt (Langen in Millimeter), die Dicke des Werkstiicks
betrdagt 0,2 mm. Berechnen Sie die Masse des benoétigten Iridiums
(Dichte Iridium: p = 21,45 g/cm?).

a Das Rechteck ABCD mit A(1]0), B(5[0), C(5]4) und D(14) wird
durch den Graphen derin R* definierten Funktion f: x+— f(x) in

zwei Teilflachen geteilt. Ermitteln Sie jeweils, in welchem pro- -1
zentualen Verhaltnis die Inhalte der beiden Teilflachen stehen.
Begriinden Sie lhr Vorgehen.

a) f(x)=4—l—§ b) f(x)=8—%

S
<V

31



1 1.4 Berechnung von Flacheninhalten

Abituraufgabe £810]

32

Betrachtet wird die in R definierte Funktion f: x — exe: ] und ihr Graph Gy

a) Untersuchen Sie G auf Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen, Asymptoten und
Monotonie. Zeichnen Sie G¢, ggf. mithilfe einer DMS.

b) Es wird nun das Flachenstiick betrachtet, das von G; und der x-Achse im Bereich
-In3 < x < b, b > 0, eingeschlossen wird. Bestimmen Sie den Wert von b so, dass die
y-Achse dieses Flachenstiick halbiert.

©

Gegeben ist die Funktion f: t+— % .e 28 D= R; ihr Graph ist Gy.

a) Untersuchen Sie G¢ auf Symmetrie, Extremstellen und Asymptoten. Zeichnen Sie G,
ggf. mithilfe einer DMS.

Die monatlichen Verkaufszahlen eines E-Bike-Modells lassen sich fiir t > 0 durch die

Funktion f modellieren (t: Zeit in Monaten; f (t): Verkaufsrate in 1000 Stiick pro Monat).

b) Geben Sie an, ab welchem Zeitpunkt die monatlichen Verkaufszahlen abnehmen.

+ o0
¢) Berechnen Sie den Wert des uneigentlichen Integrals j f(t) dt und interpretieren Sie
0

den Wert geometrisch anhand des Graphen sowie im Sachkontext.

Gegeben ist die Funktion f: x+ 2 - sin (%x), D¢ = [0; 12]; ihr Graph ist Gy.

a) Zeichnen Sie G; mithilfe einer DMS und geben Sie die Koordinaten der Extrempunkte
und des Wendepunkts von G an.

b) Der Graph G;und die Gerade g mit der Gleichung y = mx; 0 < m < 1, beranden eine
Flache mit dem Inhalt A;. Die Gerade g, der Graph G und die Gerade h mit der Glei-
chung x = 6 beranden eine weitere Flache mit dem Inhalt A,. Ermitteln Sie, ohne die
Koordinaten des Schnittpunkts von g und G;zu bestimmen, fiir welchen Wert von m
die beiden Flacheninhalte A; und A, gleich grof3 sind.

Die Konzentration des Wirkstoffs eines Medikaments im Blut eines Patienten kann im

Intervall [0; 9] modellhaft durch die in Ry definierte Funktion f:x — x j-x1)2 beschrieben

werden (x: Zeit in Stunden seit der Einnahme des Medikaments; f (x): Wirkstoffkonzentra-

tion im Blut des Patienten in mg/£).

a) Bestimmen Sie den Zeitpunkt, zu dem die Wirkstoffkonzentration maximal ist, und
geben Sie diese maximale Wirkstoffkonzentration an.

b) Bestimmen Sie die Wirkstoffkonzentration 30 Minuten nach Einnahme des Medika-
ments und weisen Sie nach, dass 6 Stunden nach der Einnahme die Wirkstoffkonzent-
ration etwa auf die Halfte ihres Maximalwertes gesunken ist. Zeichnen Sie G.

) Weisen Sie nach, dass die in Ry definierte Funktion F:x—> 4-In(x + 1) + X—j_—1 eine
Stammfunktion von fist.

d) Ander Stelle x = 2 hat der Graph von f einen Wendepunkt. Beschreiben Sie, wie man
rechnerisch vorgehen kdnnte, um dies zu begriinden. Geben Sie die Bedeutung der
x-Koordinate des Wendepunkts im Sachkontext an.

e) Zwischen G;und der x-Achse gibt es ein in positive x-Richtung unbegrenztes Flachen-
stlick. Nur dann, wenn diesem Flachenstiick ein endlicher Fldacheninhalt zugeordnet
werden kann, kann die betrachtete Funktion f die zeitliche Entwicklung der Wirkstoff-
konzentration auch fiir groBBe Zeitwerte x realistisch beschreiben. Uberpriifen Sie rech-
nerisch, ob dies im vorliegenden Modell der Fall ist.




Flacheninhalt und bestimmtes Integral

Gegeben ist die Funktion f:x»#, D¢ = R; ihr Graph ist G;.

a) Untersuchen Sie G¢auf Monotonie und Asymptoten. Weisen Sie rechnerisch nach, dass
G¢genau einen Wendepunkt W (1[f(1)) besitzt.

b) Begriinden Sie, dass G; umkehrbar ist, und geben Sie die Definitions- und die Werte-
menge der Umkehrfunktion g an. Zeichnen Sie die Graphen G¢und G, in ein gemeinsa-
mes Koordinatensystem.

¢) Zeigen Sie, dass f (x) dquivalent zum Term 2¢""

1+ex!
d) Die Graphen G¢und G4 begrenzen mit den Koordinatenachsen ein Flachenstiick.
Begriinden Sie den Ansatz zur Berechnung seines Inhalts A und ermitteln Sie diesen:
1

A =2-[[f(x)-x]dx.
0

ist.

Eine Papierfabrik hatte tiber einen lingeren Zeitraum jihrlich etwa 15 m> mit Tetrachlor-
kohlenstoff CCl, verseuchtes Abwasser in einen See eingeleitet. Als die Umweltbehoérde
darauf aufmerksam wurde, musste die Fabrik eine Filteranlage einbauen. Deren erste
Erfolge zeigten sich nach drei Jahren: Die jahrliche Schadstoffrate (in m3/a) ab diesem Zeit-
punkt bis zum vélligen Ende der Schadstoffeinleitung lasst sich durch die in R* definierte
Funktion f mit f(t) = 0,75 (t> - 15t + 56) modellieren (t: Zeit in Jahren seit der Entdeckung
der Problematik durch die Umweltbehdrde).

a) Zeichnen Sie den Graphen von f mithilfe einer DMS und ermitteln Sie grafisch und
rechnerisch, wie viele Jahre nach dem Eingreifen der Behorde die Schadstoffeinleitung
endete.

b) Berechnen Sie, wie viele Kubikmeter verseuchtes Abwasser in dieser Zeit insgesamt
noch in den See eingeleitet wurden. Veranschaulichen Sie diese Menge in der Zeich-
nung zu Teilaufgabe a).

a) Die Gerade g schneidet die Normalparabel P an den Stellenaund a+2(a € R), so
dass die beiden Graphen im Intervall [a; a + 2] eine Flache einschlieen. Skizzieren Sie
diese Flache fiir drei verschiedene Werte von a und weisen Sie rechnerisch nach, dass
der Inhalt der entstehenden Flache unabhangig von a ist.

b) Untersuchen Sie, ob das Ergebnis aus Teilaufgabe a) auch dann gilt, wenn man die
Intervalllange 2 durch eine beliebige andere Intervalllinge b € R* ersetzt.

Um die Querschnittsfliche eines 8 Meter breiten Flusses zu bestimmen, wird 1 m, 3 m, 5m
und 7 m vom linken Ufer entfernt jeweils die Wassertiefe gemessen. Man erhalt auf Zenti-
meter gerundet folgende Ergebnisse: 3,30 m, 2,95 m, 1,45 mund 1,20 m.

a) Berechnen Sie die Querschnittsflache des Flusses unter der Annahme, dass die Wasser-
tiefen jeweils im Bereich von einem Meter links und rechts des Messpunkts gleich dem
Messwert sind.

b) Durch genaue Messungen wurde festgestellt, dass sich die Wassertiefe durch die Funk-
tion f(x) = ﬁﬂx3 - 128x2 + 792x - 1728) modellieren lasst (x und f (x) in Metern).

Berechnen Sie die Querschnittsflache aufgrund dieses Modells.

¢) Durch eine lange Trockenheit fallt der Wasserspiegel um 1 m. Ermitteln Sie mithilfe
einer DMS die nétigen Angaben, um die Querschnittsflache des Wassers zu diesem
Zeitpunkt berechnen zu kdnnen. Beschreiben Sie Ihr Vorgehen und geben Sie das
bestimmte Integral an.
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1.5 Das Volumen eines Rotationskorpers

Die Formel gilt analog,
wenn f(x) < 0 in
[a; b] ist.

Bei Rotation eines Gra-
phen um die y-Achse
kann man ggf. die Um-
kehrfunktion nutzen.

34

Die abgebildeten Kdrper kann man sich durch Rotation eines Flachenstiicks um eine Achse

entstanden denken.

= Geben Sie an, welche Flachenstiicke durch Rotation einen geraden Kreiszylinder, einen
geraden Kreiskegel, ein Rohr bzw. eine Kugel ergeben, und geben Sie jeweils eine For-
mel zur Berechnung des Volumens des Korpers an.

= Beschreiben Sie anhand einer Skizze eine Strategie, um das Volumen von Kérpern zu
berechnen, die durch Rotation einer krummlinig begrenzten Fldache um eine Achse ent-
stehen. Prasentieren Sie lhre Ergebnisse im Kurs.

Korper, die man sich durch Rotation eines Flachenstiicks um eine Achse entstanden denken
kann, hei3en Rotationskdrper. Mithilfe von Integralen kénnen auch Volumina von Rotations-
korpern berechnet werden.

Rotiert ein Flichenstiick, das vom Graphen G;einer stetigen Y4

Funktion f mit f(x) = O fiir jeden Wert von x e [a; b], der
x-Achse und den achsenparallelen Geraden g:x = a und

h: x = b berandet wird, um die x-Achse, so entsteht ein ¢ — >
Rotationskorper mit dem Volumen

b
V = x- [If(x)]2dx.

Begriindung
Man unterteilt das Intervall [a; b] in n gleiche Abschnitte der Breite
Ax = % und nahert damit den Rotationskdrper durch schmale

Zylinderscheiben mit der Hohe Ax und dem Grundkreisradius f(x;) an
Xo=a;x,=b;x;=a+i-Ax;ie{0;1;2;...,n=-1}).

Die Summe der Volumina dieser Zylinderscheiben liefert einen Nahe-
rungswert fiir das Volumen des Rotationskorpers:

V = gt [f(xq)]% - Ax+7t- [f(x5)]% - Ax + 70+ [f(x3)]% - Ax +...+ 7t - [f(x,)]? - Ax
= - 2 [F(x)12- Ax.
Diese Naherung wird umso besser, je diinner die Scheiben sind. Man erhalt als Grenzwert

b
dieser Summe: V = 7t- [ [f(x)]2 dx.
a



Flacheninhalt und bestimmtes Integral

Beispiele

b b
= Begriinden oder widerlegen Sie: Es gilt t- [ [f(x)]?dx = n~[jf(x) dx] .
a a

Die Mantelfliche des abgebildeten Fasses entsteht, wenn der Graph der Funktion

fix— —ﬁxz + 11, D¢ = [-15; 15], um die x-Achse rotiert. Berechnen Sie das Volumen des

Fasses (x und f(x) in cm).

Losung:
15
V=g [ [f(x)]2dx
-15
Wegen der Symmetrie des Graphen von f beziiglich der y-Achse gilt:
15

2 15
V=2m |-+ 11| dx = 27t [ [sox?— 1Lx2 4 121)d
T g[ 200% ] X=2n £(4oooox 100X X

15

— . 1 5_11.3 _ . 1 125 11 q1c3 e
=2n [ZOOOOOX 300 % +121x]0 2n (200000 15%-505+15%+121-15-0

= 108483 1 ~ 10650 [cm?] = 10,65 [Liter]

32
. Leiten Sie die Volumenformel fiir eine Kugel mit Radius r mithilfe der Integralrechnung her.
Losung:
Der Graph der Funktion f: x> y/r> —=x2; D¢ = [-r; ], ist ein y
Halbkreis. Er erzeugt durch Rotation um die x-Achse eine r

Kugel mit dem Volumen
3 r

V= n-j(\/rz—xz)zdx = Zn-_r[(rz—xz)dx =2m- [rzx—%] .
2 5

0 -r

_,_
<Y

3
= 2n~(r2'r—53——0) = 2n~§r3 = gr%'t

2 Nachgefragt

= Begriinden oder widerlegen Sie: Wird der Graph einer Funktion f langs der y-Achse ver-

schoben, so andert sich das Volumen des Rotationskorpers bei Rotation des Graphen um
die x-Achse nicht.

| Nachgefragt
Gegeben ist jeweils die Funktion f: x+— f(x) und ihr Graph G;.
1 f(x) =r,r>0, Df=[0;a] 2 f(x) = mx, m >0, D; =[0; a]
a) Zeichnen Sie den Graphen G; (ggf. mithilfe einer DMS) und geben Sie an, welcher ele-
mentargeometrische Rotationskdrper entsteht, wenn G; um die x-Achse rotiert.
b) Berechnen Sie das Volumen des Rotationskérpers mithilfe der Integralrechnung und
vergleichen Sie Ihr Ergebnis mit der aus der Mittelstufe bekannten Formel.

Die Mantellinie eines rotationssymmetrischen Garderobenhakens kann durch die Funktion

fix— 11—0x2 + 1, D¢ = [-3; 3], modelliert werden (x und f(x) in cm).

a) Zeichnen Sie den Graphen von f und berechnen Sie das Volumen eines solchen Hakens
sowie seine Masse, wenn er aus Aluminium besteht (Dichte: 2,7 %)

b) Zeichnen Sie den Graphen der Funktion g: x— 11—0 S(x=3)2+1, Dy = R, in das Koordi-
natensystem aus Teilaufgabe a) und begriinden Sie anhand des Graphen, dass der Wert

des Terms gt - I [g (x)]%dx ebenfalls das Volumen des Hakens ergibt.
0
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1 1.5 Das Volumen eines Rotationskorpers

Ein Parabolscheinwerfer hat als Achsenschnitt die Parabel Ay
mit der Gleichung y = 2Vx; der Scheinwerfer ist 16 LE
lang und 16 LE breit. Berechnen Sie das Volumen, das der
Scheinwerfer umschlief3t.

u Wird in einem Rohr Schall erzeugt (z. B. in einer Trompete

Rotiert der Graph von f E
um die y-Achse und ist f
umbkehrbar, so ldsst sich

das Volumen des Rotati-
onskérpers mithilfe der
Umkehrfunktion von f

ermitteln.

Abituraufgabe

E
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oder einem Lautsprecher), der nach auBen gelangen soll,

so wird der Schall genau dann optimal abgestrahlt, wenn

der Trichter am Ende sich entsprechend einer

Exponentialfunktion f: x — a- e weitet (Exponential-

trichter).

a) Bestimmen Sie die Werte der Parameter a und b fiir den
abgebildeten Trichter, der links 2 cm und rechts 10 cm
Durchmesser hat und 10 cm lang ist.

b) Berechnen Sie das Volumen, das der Trichter umschlief3t.

A
N

Gegeben ist die Funktion f: x+—> x2+ 1, D¢ = [0; 1], und ihr Graph G¢.

a) Begriinden Sie, dass die Funktion f umkehrbar ist, und
bestimmen Sie einen Term der Umkehrfunktion g.

b) Der Graph der Funktion f begrenzt mit der y-Achse eine
Flache, die um die y-Achse rotiert. Begriinden Sie, dass
der dadurch entstehende Korper dasselbe Volumen
besitzt wie derjenige Korper, der durch die Rotation des -
Graphen von g um die x-Achse entsteht. N

c) Ermitteln Sie mithilfe der Aussage aus Teilaufgabe b) 14
das Volumen des Rotationskérpers.

\

|

—_

7y

.

1

1

) SESY B (SR B Sl

xy

Ein rotationssymmetrisches GefaR ist 9 cm hoch und hat stehend im Querschnitt die Form

einer Normalparabel.

a) Ermitteln Sie einen Term der begrenzenden Funktion, wenn die Form des Gefal3es
durch eine Rotation um die x-Achse erzeugt werden soll, und beschreiben Sie Ihr Vor-
gehen.

b) Bestimmen Sie den Rauminhalt des Gefa3es in Vielfachen von st.

¢) Berechnen Sie, wie hoch die Fliissigkeit steht, wenn sich nur ein Viertel des maximal
moglichen Inhalts im Gefal3 befindet.

Der Graph der in R definierten Funktion f: x — %xz b /

und die Gerade mit der Gleichung y = 1 schlieen ein

Flachenstiick ein. Durch Rotation dieses Flachenstiicks T
um die y-Achse wird ein Kdrper erzeugt. Bestimmen 44—;4—9

- - - X
Sie das Volumen dieses Korpers. S 3




Flacheninhalt und bestimmtes Integral

Gegeben sind die beiden Funktionen f: x+ 0,5x(x - 3) und g: x+— 0,5x(x + 1) (x - 3),

D¢ = Dg = R. Ihre Graphen schlieBen im IV. Quadranten eine Flache ein, die um die
x-Achse rotiert. Zeichnen Sie die Graphen mithilfe einer DMS und bestimmen Sie das Volu-
men des Hohlkdrpers.

Die abgebildete Sektflote ist 20 cm hoch und rotationssymmetrisch. Ihre Profil-
linie lasst sich durch einen Teil des Graphen der Funktion f: x — 6+/3x, D = R,
beschreiben.

Ermitteln Sie, wie hoch die Sektflote gefiillt ist, wenn sie 0,1 £ Sekt enthalt.
Beschreiben Sie Ihr Vorgehen und besprechen Sie es in einer Kleingruppe.

Gegeben ist die in [1; + o[ definierte Funktion f mit f(x) = % und ihr Graph G¢.

a) Weisen Sie rechnerisch nach, dass der nach rechts unbegrenzten Flache zwischen G,
der x-Achse und der Geraden mit x = 1 kein endlicher Fldcheninhalt zugeordnet wer-
den kann. o

b) Untersuchen Sie das uneigentliche Integral - j
Ergebnis geometrisch. !

¢) Recherchieren Sie zu Torricellis Trompete” und prasentieren Sie Ihre Ergebnisse im Evangelista Torricell

Kurs. (1608 - 1647)

2
%) dx und interpretieren Sie Ihr

Die in der Abbildung blau gezeichnete Figur rotiert um die x-Achse. Bei y
der oberen und der unteren Begrenzungslinie handelt es sich jeweils um
Stiicke von zur Normalparabel kongruenten Parabeln. Die markierten
Punkte sind Gitterpunkte.

a) Beschreiben Sie, welcher Kdrper bei der Rotation entsteht.

b) Bei der Berechnung spielt die Funktion fiir die obere Begrenzung f,
und die fiir untere Begrenzung f,, eine Rolle. Begriinden Sie, warum
nicht mit der Differenzfunktion f: x — f, (x) - f, (x) gerechnet werden
darf.

¢) Berechnen Sie das Volumen des Rotationskorpers und beschreiben Sie lhr Vorgehen.

-1 1X

Das getonte, von der x-Achse und

dem Graphen G; der Funktion

fix—0,1-(10-x)- VX,

D¢ = [0; 10], berandete

Flachenstuck rotiert um die

x-Achse (1LE £ 10 m).

a) Berechnen Sie das Volumen
des entstehenden Rotationskorpers.

Auf einen Korper, der sich in einem Gas befindet, wirkt eine Auftriebskraft, die so groB3 ist

wie die Gewichtskraft des von ihm verdrangten Gases.

b) Bestimmen Sie die Auftriebskraft, die der abgebildete Rotationskdrper bei Fillung mit
Helium (Dichte: 0,18 kg/m?3) in Luft (1,29 kg/m3) erfahrt.

¢) Recherchieren Sie liber die Formen von Tragflachen und ihren Auftrieb und prasentie-
ren Sie lhre Ergebnisse im Kurs.
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1

Zu1.1

Zu1.2

Zu1.2

Die Abbildung zeigt den Graphen einer in R definierten,
stetigen Funktion f. Entnehmen Sie die benétigten Werte

der Abbildung.

Berechnen Sie den Wert der Integrale

10 8
1 If(x) dx 2 If(x)dx.
0 2

b
Bestimmen Sie b > 0 so, dass gilt: jf(x)dx =0.
4

Die Abbildung zeigt den momentanen Energiefluss (in
Wh pro min) eines Akkus in Abhangigkeit von der Zeit

(in min).

Berechnen Sie jeweils den Termwert und erlautern Sie

seine Bedeutung im Sachkontext.
12 24 36
110+ [f)dt 2 [f()dt
0 12 0

Trainingsrunde: differenziert

Ay
4__
2+ G
X
| — —t >
2/4 6 8 10 1416 18 20
-2+
—4
10 3
a) Bestimmen Sie a > 0 so, dass gilt: jf(x) dx = 5
a

b) Geben Sie einen mdglichen Sachkontext an, der

du

rch diese Funktion modelliert werden kann.

A Energiefluss in Wh/min

8__
4 i
1 1 1 1 | | | tipmin
4 8 13\ 16 20 24 28 /3'2/36 -
4+

3 [fn)dt

Ermitteln Sie, wie groB der Energieinhalt des Akkus
zu Beginn des Beobachtungszeitraums mindestens
gewesen sein muss, damit der gezeichnete Verlauf
moglich ist.

In den Diagrammen sind jeweils der Graph einer Funktion f und einer zugehdérigen Integralfunktion

X
Fux— jf(t) dt, a € R, gezeichnet. Geben Sie an, welcher Graph zu f gehdrt, sowie mégliche Werte fiir a.
a

\ 23

38

b)




Flacheninhalt und bestimmtes Integral

Zu13 Ermitteln Sie jeweils eine integralfreie Darstellung der Integralfunktion.
X X X ) X
[ -6t2+1)dt [ sint)dt a) [te3t+1dt b) [5-dt
0 -7 -2 1 te+ 1
Zul4 Auf einer Minigolfbahn befinden sich Hiigel, deren Querschnitte mithilfe der Funktion f:x+—a-a- cos(%x),
D¢ = [0; 8a], a € R, modelliert werden konnen (x und f(x) in Metern). Eine Bahn ist 1,25 m breit.
Ermitteln Sie Hohe und Lange eines solchen Eine weitere Bahn enthdlt drei Hiigel, deren Hohen im
Hugels in Abhéngigkeit von a. Verhaltnis 3:2:1 stehen. Berechnen Sie die Hohe des

groBten Hiigels, wenn fiir alle drei Hiigel zusammen

Berechnen Sie das gemeinsame Volumen der bei-
1,4 m3 Material benétigt werden.

den Hiigel, die mithilfe der Werte a = 0,25 und
a = 0,2 modelliert werden kdnnen.

Die Graphen der Funktionen f:x — %—1, Df = RY, und g:x+— 4-x, Dy = R, haben zwei gemeinsame Punkte.

Zeigen Sie rechnerisch, dass einer dieser Punkte a) Zeigen Sie mithilfe des Newton-Verfahrens, dass

P(11f(1)) ist. der andere gemeinsame Punkt bei x = 4,8 liegt.

Berechnen Sie den Flacheninhalt derjenigen Fla- b) Bestimmen Sie mithilfe des Ergebnisses aus Teil-

che, die von beiden Graphen und den Koordina- aufgabe a) einen Naherungswert fiir den Inhalt

tenachsen im Intervall [0; 2] begrenzt wird. der von den beiden Graphen eingeschlossenen
Flache.

Das Wasser in einer Badewanne (Fassungsvermogen 150 £) ist kalt geworden. Daher wird neues Wasser eingelas-
sen und gleichzeitig der Abfluss gedffnet. Die Funktion f mit f(x) = —1,5x%+ 7,5x beschreibt den momentanen
Wasserzufluss, die Funktion g mit g(x) = 2e %%+ 2, D = Dy = [0; 5], den momentanen Wasserabfluss, jeweils
in £/min (x: Zeit in Minuten). Urspriinglich wurden 140 £ eingelassen.

Berechnen Sie, wie viel Wasser sich 2 Minuten nach Entscheiden Sie, ob die Wanne durch den Wasser-
Beginn des Vorgangs in der Wanne befindet. wechsel iberlduft.

Zu1s5 Der obere Rand der abgebildeten Diise wird von der in R definierten
Funktion f: x H%xz +k, kER™*, zwischen x = -1 und x = b,

b > 2, modellhaft beschrieben. Die Diise entsteht durch Rotation der
vom Graphen von f, und der x-Achse eingeschlossenen Flache um die

x-Achse.
Berechnen Sie das umschlossene Volumen der a) Fir eine spezielle Anwendung mit b = 5 soll
Disefir k=1 und b = 5. das Diisenvolumen méglichst genau 170 VE
Die Diise wird um 5 LE nach rechts verschoben. betragen. Berechnen Sie den zugehdrigen Wert
Geben Sie an, welche Werte sich dndern und wel- von k auf 2 Nachkommastellen genau.
che nicht. b) Fiir eine andere Diise wird gefordert: b = 2k;

V = 44 VE. Bestimmen Sie einen Naherungswert
fir k.
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Der Graph der in R definierten Funktion f: x — 4 —x? schliet mit den Koordinatenachsen
im ersten Quadranten eine Fldche ein. Ermitteln Sie mithilfe des Newton-Verfahrens einen
Wert von a so, dass die Gerade x = a die Fldche in zwei gleich groBe Teile teilt.

Die in ein Becken flieBende Wassermenge in Kubikmetern pro Stunde wird durch die Funk-

tion f: t— 10t?e* modelliert (t > 0 in Stunden). Zu Beginn ist das Becken leer.

a) Zeigen Sie, dass die Funktion F mit F(t) = =10(t?>+ 2t + 2)e%, D¢ = Dy, eine Stamm-
funktion von fist.

b) Berechnen Sie die wahrend der ersten sechs Stunden zugeflossene Wassermenge.

¢) Ermitteln Sie, welches Fassungsvermdgen das Becken mindestens haben muss, damit
es auch nach beliebig langer Zeit nicht liberlduft.

Die Abbildung zeigt einen Teil des Graphen Gy, einer Ay

in R\{2} definierten gebrochen-rationalen Funktion 8T

h. Die Funktion h hat bei x = 2 eine Polstelle ohne 6

Vorzeichenwechsel; zudem besitzt G, die Gerade 4t .

mit der Gleichung y = x -7 als schrage Asymptote. n

a) Ubertragen Sie die Abbildung méglichst genau 2T §
in Ihre Unterlagen und erganzen Sie die Asymp- 1
toten von Gy, Skizzieren Sie im Bereich x < 2 o4 I

einen maglichen Verlauf von G,
b) Berechnen Sie unter Beriicksichtigung des asym- 20

ptotischen Verhaltens von G;, einen Naherungswert fiir j h (x) dx.
0

Die von dem Architekten Hordur Bjarnason entworfene
Képavogskirkja in Reykjavik (Island) besitzt Parabelge-
wolbe; auch die Rahmen der von der Kiinstlerin Gerdur
Helgadéttir entworfenen Kirchenfenster haben (ndhe-
rungsweise) Parabelform. Ermitteln Sie den Flacheninhalt
des grol3en Glasfensters und beschreiben Sie lhr Vorgehen.

0 MaBeincm *

Gegeben ist die in R* definierte Funktion f: x — % -Inx.

Die Abbildung zeigt ihren Graphen G

a) Ermitteln Sie die Koordinaten des Extrempunkts E von G;. Ubertragen Sie die Abbil-
dung vergroBert in lhre Unterlagen und tragen Sie dort den Punkt E ein.

b) Zeigen Sie, dass die in R* definierte Funktion F

mit F(x) = 2-(Inx)? eine Stammfunktion von fist. s

Geben Sie die Extrem- und die Wendestelle von G

durch Uberlegen an und begriinden Sie lhre Ergeb- 2 3

nisse. Skizzieren Sie G in lhren Unterlagen.

Gy, die x-Achse und die Parallele zur y-Achse durch

den Punkt P(e'5|f(e"5)) beranden eine Fliche;

ermitteln Sie deren Inhalt A.

N
v+
>y

4] o4



Flacheninhalt und bestimmtes Integral

m Gegeben ist die in R definierte Funktion f: x— 5x- e ihr Graph ist Gy.

a) Untersuchen Sie Gy auf Symmetrie sowie gemeinsame Punkte mit der x-Achse und
bestimmen Sie die Koordinaten der Extrem- und Wendepunkte.

b) Bestatigen Sie rechnerisch, dass die im ersten Quadranten liegende Flache zwischen G¢
und der x-Achse endlichen Inhalt hat.

¢) Zeichnen Sie die Graphen G;und Gy, fiir h(x) = 5e7*, D}, = R, mithilfe einer DMS. In
der Zeichnung scheinen sich die Graphen zu beriihren. Bestétigen Sie dies rechnerisch.

d) Untersuchen Sie, ob die von G;und G}, begrenzte, nach rechts unbeschrankte Flache
einen endlichen Inhalt hat.

m Mithilfe der in R definierten Funktion f:t+—> 20t - e~%°t |4sst sich die Konzentration eines
Medikaments im Blut eines Patienten modellhaft beschreiben; dabei wird die seit der Ein-
nahme vergangene Zeit t in Stunden und die Konzentration f(t) in mg/€ gemessen.

a) Zeichnen Sie den zeitlichen Verlauf der Konzentration wahrend der ersten 12 Stunden
nach Einnahme des Medikaments und beurteilen Sie die Modellierung.

b) Ermitteln Sie, nach welcher Zeit die Konzentration ihren hdchsten Wert erreicht, und
geben Sie an, wie groB dieser Wert ist.

¢) Das Medikament ist nur wirksam, wenn die Konzentration im Blut mindestens 4 mg/2
betragt. Ermitteln Sie mithilfe lhrer Zeichnung zu Teilaufgabe a) die Zeitspanne, inner-
halb derer das Medikament wirksam ist.

d) Bestimmen Sie, zu welchem Zeitpunkt das Medikament am starksten abgebaut wird,
sowie die momentane Anderungsrate zum Zeitpunkt t = 4.

e) Fiir ein neues Medikament beschreibt die Funktion g mit g (t) = ate™®* mit a > 0 und
b > 0 und t > 0 die Konzentration. Dabei wird wieder die Zeit t seit der Einnahme in
Stunden und die Konzentration g(t) in mg/€ gemessen.

Bestimmen Sie die Werte der Parameter a und b, wenn die Konzentration vier Stunden
nach Einnahme ihren gré3ten Wert 10 mg/2 erreicht hat.

m An vielen Kiisten schiitzen Deiche vor Uberschwemmungen. Ein Deich besteht aus einem
Deichkern sowie zum Land und zum Wasser
hin auslaufenden Wallen. Der Querschnitt eines
Deichkerns kann z.B. durch den Graphen der
Funktion f mit
f(x) = 5x+1)-e"94 D, = [-0,2; 3],
beschrieben werden.

a) Zur Landseite hin wird hinter dem Deich-
kern ein Sand-Kies-Gemisch aufgeschiittet.
Das Profil der Aufschiittung kann durch
eine lineare Funktion g beschrieben werden, deren Graph mit der Steigung 0,47 von
der Deichkrone D bis NHN (bis zur x-Achse) reicht. Ermitteln Sie den Funktionsterm g (x).

b) Zur Seeseite hin soll vor dem Deich vom Profilpunkt P (1]1,48) aus abwarts ebenfalls
ein Sand-Kies-Gemisch aufgeschiittet werden. NHN (hier die x-Achse) soll im Punkt
S(410) erreicht werden. Ermitteln Sie den Term h (x) einer linearen Funktion h, die das
Profil dieser Aufschiittung beschreibt.

¢) Ermitteln Sie, wie viele Kubikmeter Sand-Kies-Gemisch fiir je zehn laufende Meter der
seeseitigen Aufschiittung benotigt werden.

y4

—_
|

1 LE entspricht 2 m.
NHN: Normalhéhennull
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. 1 Alles im Blick

Das bestimmte Integral

Ist f eine im Intervall [a; b] stetige Funktion, dann beschreibt
b

das bestimmte Integral If(x)dx die Flachenbilanz der
a

vom Graphen von f und der x-Achse im Intervall [a; b]
begrenzten Flache.

Fiir f(x) = 0 in [a; b] gilt
b
Jf(x) dx > 0.

Fiir f(x) < 0 in [a; b] gilt
b
Jf(x) dx < 0.

Y Gfa b
Gt X
ab X
b >0, wenn A;>A,
[f(x)dx{ =0, wenn A=A, gilt.
: <0, wenn A; <A,

Ist f die momentane Anderungsrate einer GroRe, so gibt das
b

Integral Jf(x) dx die Gesamtanderung dieser Grof3e im
a

Intervall [a; b] an.

Modelliert die Funktion fim Intervall [a; b] die momentane
Anderungsrate eines Bestands B, so ldsst sich der Bestand

b
B (b) mithilfe des Terms B(b) = B(a) +If(x) dx beschreiben;
B (a) ist der Anfangsbestand. a

Der Inhalt der gekennzeich-

Ay
neten Flache unter dem 10T
Graphen der in R definierten gL
Funktion f:x— 0,25x?
entspricht dem Wert des 67T
Integﬁrals 4+
A= £0,25x2dx 51
P! 2 46X

Eigenschaften:

] Tf(x)dx =0
e b

b
w [f()dx+ [f(x)dx = [f(x)dx (Intervalladditivitt)

a

la)

AWertsteigerung in € pro Woche
2 =+

'I —+
Zleit in IWochlen

: T T Ll
5N6 7 9

Die Abbildung zeigt die momentane Anderungsrate des
Werts einer Aktie, die anfanglich B(0) = 13,25 € wert war
(f(t) in €/Woche; t: Zeit in Wochen).

1 2 3 4

1+

5

Es gilt [f(t)dt = 52L1~2 = 6 > 0. Die Aktie gewinnt in
0

den ersten 5 Wochen 6 €.
9

Es gilt [f(t)dt = —%~ 1 = =2,5 < 0. Die Aktie verliert
5

in den weiteren 4 Wochen 2,5 €.
Der Wert der Aktie betragt nach 9 Wochen

9
B(9) = B(0)+ [f(t)dt = 13,25 +3,5 = 16,75 [€].
0

Die Integralfunktion

Ist die Funktion f stetig in einem Intervall | der Definitions-
menge und a € I, dann heift die Funktion F, mit

Fa(x) = [f(t)dt, De, =1,

die jedem Wert von x € I den Wert des Integrals zuordnet,

Integralfunktion von f mit der unteren Integrationsgrenze a.

a
Esqilt: F,(a) = Jf(t) dt = 0 fiiralle a € Dy.
a

42

f(t) = 1¢2
X
F,(x) = [fodt=| L¢3
2 ! [12 ]2
_1,3_1 53
12X 172
1,3 2
=12% 73




Flacheninhalt und bestimmtes Integral

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Jede Integralfunktion einer stetigen Funktion fist eine

Stammfunktion von f. Aus F,( If t)dt; a, x e Dy, folgt
F,(x) = f(x).
Die Ableitung jeder Integralfunktion ist die Integranden-

funktion. Mit einer Stammfunktion F von f gilt dann:

b
[f(t)dt = F(b) - F(a).

Besondere Stammfunktionen (c € R):

Ifl f(x)dx — ef(x) +cC
If( =In|f(x) |+ ¢
Ifax+bdx—— Flax+b)+c F(x) =f(x),a=0
6
2dy = [1y3] =1.g3_1.53 216 _8 _ 208
!de_[3x]2_3 6 3 2= 3 373

Berechnung von Flacheninhalten

Fiir zwei in einem Intervall I = [a; b] stetige Funktionen f
und g und die von ihnen eingeschlossene Flache mit dem
Inhalt A gilt: Liegt der Graph von fin ganz I oberhalb des
Graphben von g, so ist

A = [[f(x) - g (x)]dx.

Bilden die Graphen Gund G in I zwei Teilflachen, so ist
A= A, +A,

_j[f ()] dx +

o

[Ig(x) - f(x)1dx.

la)

Uneigentliche Integrale

Integrandenfunktion reicht
ins Unendliche

Integrandenfunktion strebt
an einer Grenze ins Unend-
liche

dx- I|m [2\/—]

i (2-2+b)

Das Volumen eines Rotationskorpers

Rotiert ein Flachenstiick, das vom Graphen G; einer stetigen
Funktion f mit f(x) > O fiir jeden Wert von x e [a; b], der
x-Achse und den achsenparallelen Geraden g:x = a und
h:x = b > a berandet wird, um die x-Achst‘.)e, so entsteht ein

Rotationskorper mit dem Volumen V = a'tj[f(x)]zdx.
a
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1 By

Aufgaben zur Einzelarbeit

n Der gezeichnete Graph Gg beschreibt die momen-

44

Das kann ich
noch nicht!

Das kannich

ich!
Das kannich! fast!

tane Anderungsrate eines Bestands B. Fiir t = 0
hat der Bestand den Wert 10.

Ay

4__
21 6o /
Il 1 1 >

a) Begriinden Sie, zu welchen Zeitpunkten B
maximal (minimal) ist.

b) Ermitteln Sie mithilfe von Gg, ob B im Intervall
10; 14] wieder den Wert 10 erreichen kann.

¢) Berechnen Sie B(14) und beschreiben Sie lhr
Vorgehen.

Der Graph der Funktion f: x— 0,25x2 + 1,

D; = [0; 4], ist der Parabelbogen P.

Zerlegen Sie das Intervall I = [0; 4] in vier gleich
lange Teilintervalle und geben Sie eine Abschat-
zung fiir den Inhalt A der Fldche, die von P, der
y-Achse, der x-Achse und der Geraden g mit der
Gleichung x = 4 berandet wird, an.

Geben Sie jeweils einen Term der Integralfunktion
in integralfreier Schreibweise an.

a) F,(x) = T(t2+1)dt
-1
o 0=l
Q) Fo(x) T(tetZ 2)dt
0

Berechnen Sie jeweils den Wert des Integrals.

a) [-2dx b }(xz-ex3“)dx 9 [——d
1x2+2 2 3Vx+1

Uberpriifen Sie Ihre Fihigkeiten und Kompetenzen.
Bearbeiten Sie dazu die folgenden Aufgaben und
bewerten Sie Ihre Losungen mit einem Smiley.

B Begriinden Sie jeweils, ob die Aussage wahr ist.
Stellen Sie falsche Aussagen richtig. Uberpriifen
Sie Ihr Ergebnis mithilfe einer DMS

a) Ix3dx—0 b) Ix3+x)dx>0
3

1 2
o [e*dx+[e*dx >0 d) 5-]5inxdx>0
e 1 0

ﬂ Berechnen Sie jeweils den Inhalt der Fldche ...
a) zwischen dem Graphenvon f:x+— e*-2
und der x-Achse im Intervall [0; 2].
b) zwischen den Graphen der in R definierten
Funktionen f:x+—x%-1 und g:x+> 3.
¢) zwischen den Koordinatenachsen und dem
Graphen der Funktion f: x — — \/_ -1, Df = R*.

Wird beim Befiillen eines Beckens der Hahn auf-
gedreht, so steigt die momentane Zuflussrate der

Wassermenge (in mm—;) geman der Funktion

frt— —t3+3t2 (t = 0 in Minuten) bis zum Maxi-
malwert an und bleibt dann konstant. Das Becken
enthilt zu Beginn 10 m3 Wasser und iber den

3
gesamten Zeitraum flieBen 1 % ab.

a) Berechnen Sie den Inhalt des Beckens nach
1 1Minute 2 10 Minuten.
b) Berechnen Sie, wann das Becken beginnt iber-
zulaufen, wenn es 50 m3 fasst.

B Die obere Grenzlinie dieses Rotationskorpers kann
durch die in R definierte Funktion f: x — 5e00°x
modelliert werden.
Berechnen Sie sein y Gy p
Volumen in Abhingigkeit M
vonaundb. 3 e 1




1 Bearbeiten Sie diese Aufgaben zuerst alleine.

Flacheninhalt und bestimmtes Integral

Aufgaben fiir Lernpartner

2 Suchen Sie sich einen Partner oder eine Partnerin und arbeiten Sie zusammen weiter: Erklaren Sie sich gegen-
seitig Ihre Losungen. Korrigieren Sie fehlerhafte Antworten.

Sind folgende Behauptungen richtig oder falsch? Begriinden Sie.

3 DerWert des bestimmten Integrals ist eine Zahl.

[ Jedes bestimmte Integral liefert einen Flachen-
inhalt.

Wenn die Begrenzungslinie einer Fldche un-
endlich lang ist, so muss auch der Flacheninhalt
unendlich grof sein.

2} Anden Nullstellen einer Integralfunktion hat die
Integrandenfunktion eine waagrechte Tangente.

(3 Eine Integralfunktion kann den Wert null anneh-
men, obwohl die entsprechenden Flacheninhalte
nicht null sind.

0
[ DerWertdes Integrals [ x>dx ist der Inhalt der

Flache, die vom Graphe_r: der Funktion f:x — x3,
D¢ = [-1; 0], und der x-Achse eingeschlossen
wird.

(@ Wird von der Ableitung einer Funktion die Inte-
gralfunktion berechnet, so erhalt man wieder die
urspriingliche Funktion.

b C b
[0 Aus [f()dx = [f(x)dx+ [f(x)dx folgt

b
¥ Aus I[f(x) - g(x)]dx = 0 folgt f(x) = g(x) fiir alle
X € [a; b].

Eine Funktion, die einen Bestand beschreibt, darf
keine negativen Funktionswerte haben.

[@ Esreicht aus, die Funktion zu kennen, die die
Anderung eines Bestands angibt, um den Bestand
zu jedem Zeitpunkt berechnen zu kénnen.

. 2 _y2 _y2 2 _

Es gilt: g(x-e )dx = [%xz-e X ]o = %e 4,

[} Wenn mithilfe der Funktion f das Volumen eines
Rotationskorpers berechnet werden kann, der
durch Rotation des Graphen von f um die x-Achse
entstanden ist, so kann mit derselben Funktion
auch das Volumen des Korpers berechnet werden,
der durch Rotation des Graphen von f um die
y-Achse entsteht.

[} Istein Rotationskorper innen hohl, so kann sein

Volumen nicht berechnet werden, indem man den

Graphen der Differenzfunktion von AufBen- und
Innenseite um die x-Achse rotieren lasst.

as<c<h.

Ich kann ... Aufgaben Hilfe
... mit bestimmten Integralen umgehen. 1,3,5/A,B,) S.10

.. das bestimmte Integral als Gesamtanderung einer GroBe interpretieren. 1,6,H,K,L S.10,11

.. Integralfunktionen ermitteln. 2,D,EG S.16

.. mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung umgehen. 2,3,4,D S.20

.. Fldcheninhalte berechnen. 1,5 CEFI S.28

.. das Volumen von Rotationskdrpern berechnen. 7,M,N S.34
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Auf dem Weg zum Abitur

Abituraufgabe n Die Abbildung zeigt den Graphen G der A

Auch fiir miindliche
Priifungen geeignet.

Abituraufgabe

46

Funktion f: x—x-(x-2)-e* Di=R.
Die Funktion F:x —> (x2 —4x + 4) - e, 2T
Dr = R, ist eine Stammfunktion von f. .
a) Berechnen Sie den Wert des Integrals 8 6 -4 -2 2 X

G

2
j f(x) dx und interpretieren Sie das -2

Ergebnis geometrisch.
b) Der Graph G;und die x-Achse begren-
zenim Bereich —4 < x < 2 eine Flache. Beurteilen Sie folgende Aussagen:
2

1 Der Inhalt der Flache ist durch den Term j f(x) dx gegeben.
4

2 Das Volumen des Korpers, derzdurch Rotation dieser Flache um die x-Achse
entsteht, ist durch den Term j - [f(x)]>dx gegeben.

24
Interpretieren Sie den Term 7t - [f (x)]2 geometrisch.

Die Vorderseite einer Dachgaube

wird modellhaft durch das Hohe }.-Iéheder.

Flachenstiick beschrieben, des Vorderseite

das der Graph G¢derin R Fensters yderDachgaube
* " : -

definierten Funktion
2

fix— Ze%X , die x-Achse - Breite der Vorderseite

und die Geraden mit den Gleichungen x = 4 und x = —4 einschlieBen (1LE £1 m).

In der Vorderseite der Dachgaube befindet sich ein Fenster. Dem Fenster entspricht im

Modell das Flachenstiick, das der Graph der Funktion g mit g (x) = ax*+ b und geeigne-

ten Werten a, b € R mit der x-Achse einschlief3t.

a) Begriinden Sie, dass a negativ und b positiv ist.

b) Um den Flacheninhalt der Vorderseite der Dachgaube zu ermitteln, wird eine Stamm-
funktion F von f betrachtet. Einer der Graphen |, Il und Il ist der Graph von F.
Begriinden Sie, dass dies Graph | ist, indem Sie jeweils einen Grund dafiir angeben,
dass Graph Il und Graph lll nicht infrage kommen.

Y.

yA yA yA
4+ 4 4+
2+ 2 2+
— —t— —— —t— — —t—
-4 -2 24 X -4 = 2 4 X -4 -2 2 4 X
- 2+ £+
4t 4+ Il -4+

¢) Bestimmen Sie mithilfe des Graphen von F aus Teilaufgabe b) den Flacheninhalt der
gesamten Vorderseite der Dachgaube (einschlieBlich des Fensters).

d) Beschreiben Sie unter Einbeziehung dieses Flacheninhalts die wesentlichen Schritte
eines Losungswegs, mit dem der Wert von a rechnerisch so bestimmt werden kénnte,
dass bei einer Fensterh6he von 1,50 m der Teil der Vorderseite der Dachgaube, der in
der Abbildung schraffiert dargestellt ist, den Flacheninhalt 6 m? hat.



Flacheninhalt und bestimmtes Integral

B Gegeben ist die in R definierte Funktion f: x — —x? + 2ax mit a € ]1; +oo[. Die Nullstellen Abituraufgabe

von f sind 0 und 2a.

a) Zeigen Sie, dass das Flachenstiick, das der Graph von f vA

mit der x-Achse einschliel3t, den Inhalt §a3 besitzt.

b) Der Hochpunkt des Graphen von f liegt auf einer Seite
eines Quadrats; zwei Seiten dieses Quadrats liegen auf !
den Koordinatenachsen (vgl. Abbildung). Der Flachen-
inhalt des Quadrats stimmt mit dem Inhalt des Flachen-
stlicks, das der Graph von f mit der x-Achse einschlief3t,
Uberein. Bestimmen Sie den Wert von a.

n Auf einer Autobahn entsteht morgens an einer Baustelle yA Abituraufgabe

haufig ein Stau. An einem bestimmten Tag entsteht der Stau
um 6.00 Uhr und [6st sich bis 10.00 Uhr vollstandig auf. Fiir
diesen Tag kann die momentane Anderungsrate der .
Staulange mithilfe der in R definierten Funktion f mit 1 \/4 X
f(x) = x'(8—5x)~(1 —%)2 = —%x“ + 3x3 - 9x? + 8x
beschrieben werden (x: die nach 6.00 Uhr vergangene Zeit in
Stunden; f(x) die momentane Anderungsrate der Staulinge in Kilometern pro Stunde). Die
Abbildung zeigt den Graphen von f fiir 0 < x < 4.
a) Nennen Sie die Zeitpunkte, zu denen die lokale Anderungsrate der Staulinge den Wert ~ f'(x)=
null hat, und begriinden Sie anhand der Struktur des Funktionsterms von f, dass es 1= x|-(5x2 =~ 16x+8)
keine weiteren solchen Zeitpunkte gibt.
b) Esgilt f(2) < 0. Interpretieren Sie dies im Sachzusammenhang.
¢) Bestimmen Sie rechnerisch den Zeitpunkt, zu dem die Staulange am starksten
zunimmt.

—=y

Im Sachzusammenhang ist neben der Funktion f die in R definierte Funktion s mit

2
s(x) = (%) “4-x)3= —11—6x5+%x4—3x3 +4x? von Bedeutung.

d) Begriinden Sie, dass die folgende Aussage richtig ist: Die Staulange kann fiir jeden Zeit-
punkt von 6.00 Uhr bis 10.00 Uhr durch die Funktion s angegeben werden.

e) Bestadtigen Sie rechnerisch, dass sich der Stau um 10.00 Uhr vollstdndig aufgeldst hat.

f) Berechnen Sie die Zunahme der Staulange von 6.30 Uhr bis 8.00 Uhr und bestimmen
Sie fiir diesen Zeitraum die mittlere Anderungsrate der Staulinge.

g) Fiir einen anderen Tag wird die momentane Ande-

rungsrate der Staulange fiir den Zeitraum von 74

6.00 Uhr bis 10.00 Uhr durch den in der nebenste- 1+

henden Abbildung gezeigten Graphen dargestellt.

Dabei ist x die nach 6.00 Uhr vergangene Zeit in 1‘ é é =
Stunden und y die momentane Anderungsrate der \/
Stauldange in Kilometern pro Stunde. Um 7.30 Uhr I

hat der Stau eine bestimmte Lange. Es gibt einen

anderen Zeitpunkt, zu dem der Stau die gleiche Lange hat. Ubertragen Sie die Abbil-
dung in Ihre Unterlagen und markieren Sie dort diesen Zeitpunkt, begriinden Sie lhre
Markierung und veranschaulichen Sie Ihre Begriindung in lhrer Abbildung.
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