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EINSTIEG |
Daten werden mittlerweile meist digital gespeichert, zum Beispiel auf externen
Festplatten. Diese haben heute eine Speicherkapazitdt von mehreren Terabyte,
Arbeitsspeicher haben mehrere Gigabyte. Clouds arbeiten mit mehreren Peta-
oder Exabytes.
Recherchiere, was die Vorsatze Mega, Giga, Tera, Peta, Exa und Zetta
bedeuten.
Fertige eine Tabelle iber gebrauchliche Vorséatze an. Arbeite auch mit
Vorsdtzen, die einen Bruchterm (zum Beispiel Dezi 2 11—0) zum Ausdruck
bringen. Notiere jeweils die entsprechende Zehnerpotenz.
In der ,,Steinzeit der Informatik* war der Umrechnungsfaktor zwischen
beispielsweise Kilobyte und Megabyte noch anders als heute allgemein
tblich. Recherchiere und berechne, wie viel Speicherkapazitat die Fort-
pflanzung dieses Unterschieds — ausgehend vom Byte — heute beim
Terabyte (Zettabyte) ausmacht.

Am Ende dieses Kapitels hast du gelernt, ...
mit Potenzen, die rationale Exponenten haben, umzugehen.
die Potenz- und Wurzelschreibweise ineinander umzuwandeln.
die Potenzgesetze ohne Hilfsmittel anzuwenden.
Potenz- und Wurzelfunktionen grafisch darzustellen und den Verlauf der
Graphen zu beschreiben.
die Funktionsgleichung von Potenzfunktionen grafisch und rechnerisch zu
ermitteln.
einfache Potenzgleichungen zu l6sen.
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' 4.1 Potenzen mit natiirlichem und ganzzahligem Exponenten

KAPITEL 4

Lena und Peter unterhalten sich tiber ihren Taschenrechner.

Ich jlaué&, damit kanwn
\ We({ito{wnodv, was man Potenzen berechnen,
das Zeichen '« am besten probieven wir es
bewirktz* aus. Wiy wiihlen Potenzen,

deven Erﬁebm)r wir anch
ohme Taschenvechner

e Berechne zundchst 23, 34, 10° und 42.
e Berechne anschlieBend (-2)3, (=3)%, (-10)° und (-4)2. Was fallt dir auf?

e Untersuche, was passiert, wenn du in den obigen Beispielen die Exponenten
mit negativen Vorzeichen eintippst. Wahle weitere Potenzen mit positiven und
negativen Exponenten und vergleiche die Ergebnisse.

| MERKwISSEN ‘

Du weifdt bereits, dass man Produkte aus lauter gleichen

Faktoren auch als Potenz schreiben kann. Exponent
Diese Schreibweise gilt auch fiir reelle Zahlen a als Basis: 5
a"=a-a-..-a. 2
= _v— Basis
n Faktoren

Es gilt weiterhin: a® = a fiir alle a € R.

Um Potenzen fiir ganzzahlige Exponenten zu erhalten, definiert man a® = 1 und
an=Lae R\{0}, n € N.

an’
Teilt man also a" schrittweise durch a, erhdlt mana"-t,a""2, ..., a% a% a%a?, a?..

m I Schreibe die Potenzen ohne negative Exponenten.

a) 2 b) 1,3 ) ( 11_0 )—6 d) p? e) a2
Losung:

1_ 1 1 _10 1 1 1
a) % =35 b 15=13 © ~=1000000 d) > €) —w

(1)

II Wandle die Bruchterme in Potenzen mit negativem Exponenten um.

a) & b) iz ) 57
1 1
d + &) —
Losung:
a) 4=2 b) 1,447 =1,2 0 (27)"=(3)7
d) t7 e) (-5)°
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KAPITEL 4

® Vergleiche 272 mit 372, 2> mit 52 und 27* mit 472
@ Vergleiche weitere natiirliche Zahlen n von der Form 2" mit n=2.
® Formuliere ein Kriterium, wann 27" grofer, kleiner oder gleich a™ ist.

1 Ergdnze die fehlende Basis bzw. den fehlenden Exponent.

AUFGABEN

a) 55=2" b) 216=17° Q) 256=(4)"  d) 5x=/ 7 E
2 Ordne die Zahlen der Reihe nach, fange mit der kleinsten an. :
a) (1%27%51% (2% (5] b) (3452755 (5)

Potenzen mit negativer
Basis sind positiv, wenn
der Exponent gerade ist.
Sie sind negativ, wenn der
Exponent ungerade ist.

3 Was gehért zusammen? Ordne zu.
=5

B
EI
IE

Experimentiere mit einer Tabellenkalkulation: Wahle eine positive Zahl, die ...

1 mebhrstellig ist, und quadriere sie.
2 zwischen 0 und 1 liegt, und quadriere sie.
Quadriere anschlieBend das Ergebnis mehrmals.

Wechsle in den Einstel-
lungen zwischen ,,Zahl*
und ,,Standard“. Beachte,
dass in der Tabellen-
kalkulation des Zeichen
»\“der Befehl fiir Poten-
zieren ist.

zu 1 zu 2 .
Zellen feematseren
‘_ A B c ‘ A B c Zshlen  Austchtang  Schift  Rshmen  Austoil
1 x x* (Zahl) x* (Standard) 1 x x (zahl) «’ (Standard) i
2 859 737881 737881 2 0,0541 0,0029268100000000 0,00292681 g
3 737881 544468370161 5,44468E+11 3  0,00292681 0,0000085662167761 8,56622E-06 samnation | it 2 [8]
4 54447E+11 296445806105776000000000 2,96446E+23 | 4 0,00000857 0,0000000000733801 7,33801E-11 ek it
a) Beschreibe jeweils die Anderung der Anzeige. Was fillt dir auf? [ e
b) Begriinde, dass diese neue Darstellung in bestimmten Situationen giinstig ist.
5 Sehr grof3e und sehr kleine Zahlen stellt man oft als Produkt einer Dezimalzahl
mit einer Vorkommastelle und einer Zehnerpotenz dar. Diese Darstellung nennt
man auch wissenschaftliche Schreibweise oder Exponentialschreibweise.
Beispiele: 1 700 000 = 1,7 - 10° 0,0000017 = 1,7 - 10° Beispiele:

X . . ’ Mittlere Entfernung
Ergdnze die folgende Tabelle. Recherchiere fehlende Eintrédge. Erde-Sonne
. . herkdmmliche wissenschaftliche [ Erdumfang ]
physikalischiSiGroBe Schreibweise Schreibweise 5 —
. o . Mittlerer Radius eines
Lichtgeschwindigkeit = o ‘ Atoms ’
= 40 000 km =
= = 1,49 - 108 km
= = 1-10"m
Wellenlidnge des roten Lichts = B
KorngroBe des Tons = =
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4.2 Potenzen mit rationalem Exponenten

Lena und Peter wollen mit ihrem Taschenrechner herausﬁnden,lwals pzlassielrt, wennlsie

nach dem ,x’“-Zeichen Bruchzahlen eingeben. Sie berechnen 42, 83, 92, 32° und 64°.

e Fiihre diese Berechnungen durch. Formuliere eine Vermutung tiber die Bedeutung
des Exponenten der Form %

e Eine weitere Taste kennen die beiden noch nicht: . Sie gebeni4, 18,19,
32 und V64 ein. Fiihre diese Berechnungen ebenfalls durch. Vergleiche deine

Ergebnisse mit deinen vorherigen Losungen.

3 2 3
e Vergleiche nun¥/8 mit 22,325 mit 57,327 mit 3°. Formuliere eine Vermutung tiber
die Bedeutung voni/a™.

J MerKwissEN | ,

Die nichtnegative Losung der Gleichung x" = a mita € R} und n € Nist Va, die
n-te Wurzel aus a. Mit anderen Worten:
Ya ist diejenige nichtnegative Zahl, deren n-te Potenz gleich a ist.

Das Potenzieren (einer nichtnegativen Zahl) mit n und das Ziehen der n-ten
n 1
Wurzel heben sich auf. Somit ist folgende Festlegung sinnvoll: ¥a = a™.

Steht die m-te Potenz (m € Z) von a € R} unter der n-ten Wurzel (n € N),
sogilt: Vam =a".

I Wandle die Wurzelterme in Potenzen um.

a) V2 b) V16 o 81 d) V@ e) Vb2
Losung:
1 4 1 4 3 2

a) 2% b) 16> =2° c) 81°=3° d) a* e) b’
II Wandle die Potenzen in Wurzelterme um.

a) 3% b) 7% c) 21_57 d) a% e) b%

Lésung:

a) I3 b) V72 =149 ¢ V27 d) Va e) Vb’
ITI Was gehort zusammen? Ordne zu.

i) 7)) 6 08 ) D

‘sl BPw s e Ut 's
Losung:
1-C 2-D 3-F 4 - E 5-A 6 - B
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KAPITEL 4

@ Silke und Ph|l|pp wollen herausfinden, was 2° 7 ist.
Silke meint: ,,22 ist V2. Wenn ich durch die Basis, also durch 2 dividiere, muss

ich den Exponent um 1 vermindern, ich erhalte also 2° 7 und dies ist 2 \/_ «
Philipp behauptet: ,,Wenn ich Wurzel ziehe, halbiere ich den Exponenten
Da2!= 1 ist, muss 2 g =Lse|n

Wer hat Recht7 Begriinde.

1 Gib die groﬁere der belden Zahlen an. ,
a) 3% 32 b) 22 2 7 ¢ 7%7
1 1
e) 2%, 3° ) 2 3;3 > g 27)

AUFGABEN

1
d) 5252
1

SRS
2 In welcher Beziehung stehen die Zahlen zueinander?

Ubertrage die Tabelle in dein Heft und ergénze sie mit den gegeben Zahlenpaaren.

w|>a le

Die Zahlen sind ...
leich Zahl und deren Gegenzahlen Zahl und deren
§ ) Kehrzahl zueinander. zueinander. Quadratzahl.
= = = =
a) (-2)% 647 b) 27; %2 03539 d) 3% 51
1oy 3973 1. 40 &), (1)
e) 125’5 f) 23’23 g)(_7)a491 h)(5)3’(5)

3 Aus den nebenstehenden Zahlen sollen sinnvolle Potenzterme
gebildet werden, wobei jede der Zahlen genau einmal verwendet @@@
werden soll. Vorzeichen und Klammern darfst du beliebig setzen.
Beispiel: (2’ oder 37
a) Bilde eine ...
1 moglichst groBBe Zahl.
2 moglichst kleine Zahl.
3 Zahl, die moglichst nahe an 0 ist.
4 Zahl, die moglichst nahe an 1 ist.
b) Wahle drei andere Zahlen und l6se die Aufgaben 1 bis 4 aus a).
c) Denke dir dhnliche Aufgaben aus und l6se sie. Tausche mit einem Mitschiiler.

4 Gib jeweils an, zwischen welchen beiden natiirlichen Zahlen der Term liegt.
Uberpriife anschlieBend mit deinem Taschenrechner.

Beispiel: 4 < V23 <5.

) V10 410; 10; {70: X106

b) V100;3/100; 4100;3100; V100

o) 110;3/100;3/1000; 10 000; /100 000
d) V15;V140;3287;31478; Y4560
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4.3 Potenzgesetze

KAPITEL 4

ot
ot

33 =9:9=81=3 | |2 _2_g_p (23 =4:9=36=6

) D) =1-(3)=-32=(2 | (2 -5 =-8-125=-1000 = (-10) |

Q) = 12 =l5=ﬁ=L=2D
@¢ "4 BT

£=Q=M_i.i.i.i=(i)m
3 81 3:3:3-3 3 3 3 3 3

[(3D)Z=92=81=3D ] 3 =27_1_3[]

;81 37

3 _27_333_3 3 3 (;)3
22 22 2°\12

e Ergdnze die fehlenden Exponenten und vergleiche sie anschlieend.
e Formuliere mogliche Rechenregeln und {iberpriife sie an weiteren Beispielen.
Beispiel: 22-2>=4-8=32=2°,

J MeRKwissEN | ‘

Rechengesetze fiir Potenzen (a, b € R\{0} und m, n € Q) mit ...
gleichen Basen: gleichen Exponenten:
m, QN — am+n £= m-n n, hn = . n a_"=in
am-a"=a =4 a"-b"=(a-b) b"(b)
Potenzieren von Potenzen:
(am)n =gm-n
I Vereinfache mithilfe der Potenzgesetze.
a) x2-x b) p°:p3 c) s6-te d) a®:b3 e) (k3)3
Losung:
a) x2t4=x6 b) p5-3=p? 0 (s-1)° d) (%)3 e) k3 3=k
II Vereinfache.
a) x2-x4 b) p°:p° c) st-tt d) a°:b° e) (k‘2)3

Losung:

a) x2*4=x2 b)) pPi=p°=10) (5-1)7 d(5'=1 o k?>=k*

III Vereinfaiche.

a) x?-x* b) p% : p% ) s% . t% d) a% : b% e) (k%)3
Losung:
1,1 03 i1 2 1 a\l 1.3
a) XX “=x* b)p i=pT (-v° d (§) e) k¥’ =k
® Erklare den Unterschied zwischen 4 - 6 und 6.
® Wasistrichtig: am- a™ = a?™ odera™-a™ = (a - a)™? Erklare.
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KAPITEL 4

1 Vereinfache mithilfe der Potenzgesetze und berechne ohne Hilfsmittel. AUFGABEN

a) 25222 b) 20%2:10° c) 6.6 d) 243:6°

1
-9 . g-11 _9)4 . G4 15)5 6,32 Lésungen zu 1:

e) 82 88 3\8 f) (52)4 55 3 9 (3; 7) 115 K 35 43 514 Sgi 13 2,5 4; 16; 27; 36;

o E-GF oy BB wE:E v BE) & 64 51; 25005 10 000
2 Finde moglichst viele unterschiedliche Lésungswege und berechne.

a) 23.23 b) 32.32 c) 52.5% d) a*-a®?

3 Was gehort zusammen? Finde Terme, die die gleiche Zahl darstellen.
L& = [ ex | [ o> |
L@ )L ) Lerer ) e
AT W (5 5 I O I O
4 Gib den Term als eine Potenz an und berechne ihn.
a) 824 b) 27%: 9 9 (-39 d) -125: %

1

e) 63°:7° f) (-0,3)?-52 g (32)° h) (-0,216%°

5 Die Suchmaschine ,,GOOGLE* bekam ihren Namen nach dem Wort ,,googol“, das
eine englischsprachige Bezeichnung fiir 101 ist.

a) Finde heraus, weshalb die Suchmaschine diesen Namen tréagt.

b) Recherchiere, was die Bezeichnung ,,googolplex“ bedeutet. Wie viele Ziffern
hat diese Zahl? Wie viel googol ist ein googolplex?

6 Potenzen potenzieren.
€ a) Berechne folgende Termwerte.
1 27 2 2% 3 2% 4 27
b) Zeige mit Hilfe der Potenzgesetze, dass 2%" quadriert wird, wenn der Exponent
n auf (n + 1) erh6ht wird.

¢) Der franzosische Mathematiker Pierre de Femat (1607-1665) vermutete, dass
alle Zahlen von der Form 22" + 1 Primzahlen sind. Zeige, dass dies fiirn =0, 1, 2
und 3 gilt. Recherchiere nach aktuellen Forschungsergebnissen.

d) Wie viele Quadratzahlen von der Form 2" gibt es? Begriinde.

e) Berechne folgende Termwerte.
1 3¥ 2 3% 3 3¥ 4 3%

f) Wie verdndert sich der Termwert von 33'? Ordne zu.

[ A 3% wird verdreifacht. ] [ B Aus 3%" wird die dritte Wurzel gezogen.]

[ C Die Kubikzahl von 33" wird gebildet. ] [ D 32" wird gedrittelt. ]

g) Wie viele Primzahlen von der Form 33" + 1 gibt es? Begriinde.
h) Wie viele Quadratzahlen von der Form 33" gibt es? Begriinde.
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P F Y
100 4.3 Potenzgesetze

7 Bianca behauptet, die Begriindung der Potenzgesetze sei fiir natiirliche
e Exponenten doch ganz einfach und schreibt Folgendes in ihr Heft:
af”-a"=‘(a-a-...-a)J-k(a-a-...-a)}=la-a-...-a1=am+n
m Faktoren n Faktoren m + n Faktoren
a) Ist diese Begriindung plausibel? Erkldre die einzelnen Schritte.
b) Finde analoge Begriindungen fiir die restlichen Potenzgesetze.
¢) Wie musst du deine Argumente dndern, wenn der Exponent auch negativ sein
kann? Arbeite, falls notwendig, mit Fallunterscheidungen.
8 Du kennst bereits die Potenzgesetze, die den Umgang mit Potenzen erleichtern. Da
Wurzelterme Potenzen mit rationalen Exponenten sind, gilt Ahnliches auch fiir sie.
Wourzelgesetze
Firaz 0; b>0; m,n € N gilt:
1Va-Yb=Ya-b 2 ¥a:Vb=Ya:b 3 Y7 ="Va
FirazO;n €EN;m € zgilt: 4 Va"=®a)"=a"
Ein moglicher Beweis fiir das Wurzelgesetz 1 :
Bezeichnex =Va undy = Ub. Sei also x diejenige nichtnegative Zahl, deren
n-te Potenz gleich a ist, und y diejenige nichtnegative Zahl, deren n-te Potenz
gleich b ist. Dann gilt:
Va Vb =x-y={(x-y"=x"-y" =Va-b.
a) Begriinde die einzelnen Schritte in dem obigen Beweis.
b) Finde analoge Beweise fiir die weiteren Wurzelgesetze.
¢) Ordne die Potenzgesetze den zugehorigen Wurzelgesetzen zu.
9 Berechne im Kopf.
a) 18-27 b) {5 9 -2 d) V256
V28
92V 0w RED w Tex
Beispiel: 16 = 2 - 2. 10 Bringe den grotmoglichen Faktor vor das Wurzelzeichen.
a) V40 b) V32 ) V108 d) V30000
e) V160 f) Va° g) V64a’h? h) {64a’b?
11 Bringe alle Faktoren unter das Wurzelzeichen.
a) 5-32 b) 2-43 0 3-310 d) 10-35
e) 4-32 H a-b? g) 2a-Ib? h) 2a2-ib?
12 Richtig oder falsch? Begriinde bzw. widerlege durch ein Gegenbeispiel.
a) Jede Potenz von 2 mit ganzzah- b) Das Produkt zweier Kubikwurzel-
ligem Exponenten ist gréBer als 2. terme ist stets ein Kubikwurzelterm.
c) Jede Potenz einer negativen Zahl ist d) Jede Potenz einer positiven Zahl
eine negative Zahl. ist positiv.
e) Jede Wurzel aus 2 ist kleiner als 2. f) Jede Potenz einer positiven Zahl mit

negativem Exponenten ist negativ.
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KAPITEL 4

13 Finde und korrigiere die Fehler. Begriinde dein Vorgehen.

a) (£) =4 b) & & =af Q0 2.5=8 d) x?-x° = (2x)
e 70°:27=¢ ) 12:3=4 g & =& h) 22 =-¢

) (@ =o DAE = 0BG =T ) 27Nz
mé Vs =Vs n9:Y9=\9=3 Vs Vs =57

14 Formuliere moglichst viele Rechenaufgaben, deren Losung folgende Zahl bzw.
folgender Term ist. Setze zur Ideenfindung auch deinen Taschenrechner ein.

a) 27 b) 4 d 0,001  d) V& e X+

15 Silke und Philipp unterhalten sich iiber das Rationalmachen des Nenners, wenn
n-te Wurzeln im Nenner stehen.

P Najay bei Quadratwurzeln
BMWM@MNW/@W& L haben wir eine Summe mit der
ich ketn Problem: Ich multipli- entsprechenden Differenz wnd
ziere mit etnem Tevmy der die Weke/wt getilgt.
n-te Wurzel makﬁaﬂﬁtj Beispielsweise haben wir den
macht, also z. B.ée()%m&t {/\/:z, Term, — M\E*\E

.5 . I3 \/; —\/; \/_5 +\/;
oder bed T mit . Was evweitert, damit im Nemner
macht man aber, wenn der §— 2 = 3 entsteht. Geht es bei,
Nenner zweigliedriq ist? n-ten Wurzeln nicht genanso?
a) Begriinde, warum Philipps Verfahren bei zweigliedrigen Quadratwurzeltermen Es gilt:
immer funktioniert. g’;;y)(xz‘xy’“yz):x“yj
b) Zeige am Beispiel von —1__ dass dieses Verfahren bei n-ten Wurzeln im K=Y 0C+xy+y) =xX—3

52
Allgemeinen nicht funktioniert.
c) Entwickle ein passendes Verfahren fiir zweigliedrige Kubikwurzelterme.

, [ Wissen |

Wurzeln aus negativen Zahlen

Im vorherigen Kapitel wurden n-te Wurzeln nur fiir den Fall definiert, dass der Radikand (die Zahl ,,unter der
Wurzel“) nichtnegativ ist. Andererseits haben wir in diesem Kapitel das Potenzieren negativer Zahlen ,,erlaubt.
So ist zum Beispiel (-2)%=-8.

Solche Rechenoperationen durch das Ziehen der entsprechenden n-ten Wurzel riickgangig zu machen, ist

im Grunde eine Vereinbarungssache. Beispielsweise berechnet dein Taschenrechner bestimmte Wurzeln auch
aus negativen Zahlen, z. B. /-8 = -2.

Eine mogliche Definition — wir verwenden in der Schule eine davon abweichende — kann wie folgt sein:

Ista € R und n eine ungerade Zahl, so istVa diejenige reelle Zahl, deren n-te Potenz gleich a ist. J

e Begriinde, warum in der obigen Definition eine Einschrankung auf ungerade n notwendig ist.

e Berechne im Kopf den Wert der nachfolgenden Wurzelterme.
Uberpriife anschlieBend mit deinem Taschenrechner.

V=8;=27;=64; (—125; V-1; V=216, —32; Y —243; ¥-128; ~0,00001
e Begriinde an Beispielen, mit welchen Potenzgesetzen man durch die obige Definition Probleme bekommt.
‘ d
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m 4.4 Potenzfunktionen mit ganzzahligen Exponenten

KAPITEL 4

Anne und Luca stellen mit einer dynamischen Geome-
triesoftware die Graphen einiger Funktionen der Form
f(x) = x" (n € Z) dar. Anne sagt: ,,Hier miissen wir
etwas Ordnung hineinbringen.

Ich stelle die Graphen der Funktionen mit den geraden
Exponenten dar und du die mit den ungeraden.

e Zeichne mithilfe eines Computerprogramms in
einem gemeinsamen Koordinatensystem die
Graphen folgender Funktionen (jeweils drei): 'f3( ; 2
X) =X’

1 fX)=x5gX® =x%hX =x° £ =
2 f()=x5g0)=x3hXx=x
3fW=x%g=x45hXx)=x% 4 fX=x%g®=x%hKx=x"°

e Vergleiche die Schaubilder. Welche Gemeinsamkeiten und Unterschiede kannst
du feststellen? Formuliere eine Vermutung, wie der Graph der ndchsten Funktion

in der Reihe verlaufen kénnte. Uberpriife deine Vermutung mit einem Computer-
programm.

e Beschreibe gemeinsame Eigenschaften aller dargestellten Funktionsgraphen.

J MeRkwissEN

Léisst man bei einer Funk- Eine Funktion der Form f (x) = x mit n € Z heift Potenzfunktion mit ganz-

tion f die x-Werte gegen zahligem Exponenten. Man unterscheidet folgende Flle.
+oo gehen und gehen

dabei gleichzeitig auch die
Funktionswerte gegen +co,
so schreibt man: . R
f(x) = oo fiirx = oo symmetrisch zur y-Achse symmetrisch zum Ursprung

Ndhert sich eine Funktion f A(-111) undB (111) A(=11-1) undB (111)
fiir x = too einem festen
Wert (z. B. 0) immer mehr
an, so liegt eine waagrech- y y i
te Asymptote vor (y = 0).

Man schreibt: 47 27
f(x) = 0 fiirx = oo

3 -
Ist eine Funktion an einer
bestimmten Stelle nicht
definiert, so liegt eine
Definitionsliicke vor. An
diesen Definitionsliicken
kénnen senkrechte
Asymptoten vorliegen.

—2 1

f) = eofiirx > oo f(x) = oo flirx = oo
f(X) > oo flirx > —oo f(x) > —oco flirx = —co

Fiir n < 0 sind die x- und I
die y-Achse jeweils Asymp- )
toten.

f(x) > 0firx = oo f(x) > 0filirx = oo
f(x) > 0flirx > —oo f(x) > 0flirx > —oo
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KAPITEL 4

I Stelle folgende Funktionen in einer Wertetabelle im Intervall [-2; 2] grafisch dar.

Erstelle dazu zundchst eine Wertetabelle.

a) fiy=x b) g:y=x* ¢ h:y=x? d) i:y=x?
Losung:

X =2 -1,5 -1 -0,5 0 0,5 1 1,5 2
y=x3 -8 -3,375 -1 -0,125 0 0,125 1 3,375 8
y = x4 16 5,0625 1 0,0625 0 0,0625 1 5,0625 16
y=x! -0,5 =-0,67 -1 -2 - 2 1 ~0,67 0,5
y=x2 0,25 =044 1 4 - 4 1 =0,44 0,25
zu a) und b): zu ¢) und d):

1 2 % 1 2 %

II Betrachte die Graphen der Funktionen f, g, h und i mit: Uberpriife mit einem
FX) = xé g (x) = x1 h(x) = x2 () =3 Computerprogramm.
Gib diejenigen Funktionen an, deren Graph ...

a) punktsymmetrisch zum Ursprung ist.

b) eine Asymptote hat.

¢) durch den Punkt A (-111) verlauft.

d) nach +oo strebt, wenn x = +oo geht.

Lésung:

a) gundi b) gundh ¢) fundh d) fundi

Begriinde, dass die Graphen aller Potenzfunktionen f mit f (x) = x” mit ...

® ganzzahligem n durch den Punkt B (111) verlaufen.

® geradem n durch den Punkt A (-111) verlaufen.

® ungeradem n durch den Punkt A (-11-1) verlaufen.

B negativem ganzzahligem Exponenten durch keinen Punkt mit x = O verlaufen.
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m' 4.4 Potenzfunktionen mit ganzzahligen Exponenten

KAPITEL &4

1 Die angegebenen Punkte liegen auf dem Graphen der Funktion. Berechne jeweils
die fehlende Koordinate. Findest du mehrere Moglichkeiten?
a) f()=x A(3la) B(-2,51b) C(cl20,25) D(dl%)
b) f(x)=x3 A(=2la) B(1,41b) C(cl0,125) D(dI-39)
0 f®=x A(-3la) B(Ib) Ccl-2%)  D(dl5)
d) f(x)=x¢ A(%Ia) B (32Ib) C(cl1-10°% DI-1)
e f=x> AQGla) B--Ib)  C(ly D16

2 Gegeben ist die Funktion mit der Gleichung y = x.

a) Ubertrage die Wertetabelle in dein Heft und vervollstandige sie.
Ist die Funktion in allen Punkten definiert?

X =2 -1,5  -1,2 -1 -0,7 0 0,4 1 1,3 1,5
y

b) Zeichne den Graphen der Funktion so genau wie méglich.
¢) Beschreibe den Verlauf des Graphen in Worten.

3 Ordne die Graphen den zugehorigen Funktionsgleichungen zu.

'y [f(x)=x1 ] [g(x)=x4]
[h(x)=X‘3] [i(x)=x5 ]
[j(x)=x‘8] [k(x)=x2]

Uberpriife mit einem 4 Beschreibe den Verlauf der Funktionen aus Aufgabe 3. Verwende dabei folgende
Computerprogramm. Ausdriicke:

Definitionsmenge | | Die Funktionswerte gehen

Der Funktionsgraph fallt /
steigt, wenn...

Die Funktionswerte Der Graph der
gehen gegen ..., wenn ... Funktion geht

Symmetrie zum Ursprung / [D o0 - Al 0 Glerm AT
[zur y-Achse ] efinitionsliicke ] A(l1)/B(=111)/
C11-1)
5 Ermittle alle gemeinsamen Punkte der Graphen der Funktionen f und g.
a) fW=x>undgX =x1 b) f(x) =x°und g(x) = x8
c) fX) =x>und g(x) =x? d) fX)=x2undgx) =x°

6 Gib die Funktionsgleichung aller Potenzfunktionen f der Form f (x) = x" mit
ganzzahligen Exponenten an, deren Graph durch den folgenden Punkt geht:

a) P(1l-1) b) Q(112) 0 RQI1) d) S @12)
e) T@2I3) N U@l g V@I h) W (21-2)
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KAPITEL 4

7 a) Welche der folgenden Differenzen sind positiv, welche negativ, welche haben
den Wert null? Begriinde ohne Rechnung.
1 172-132 2 0,4°-0,7° 3 92-93 4 0,7*-0,7°
b) Welche der folgenden Quotienten sind grofer als 1, welche gleich 1 und welche
kleiner als 1? Begriinde ohne Rechnung.

1 2,1%:3,7° 2 0,84%:0,61? 3 1,92:1,9° 4 8,5%:(-8,5)?
c) Erstelle selbst eigene Aufgaben mit Ergebnissen, die

1 negativ 2 kleiner 1 3 gleich1 4 groflerl

sind.

8 Inden nebenstehenden Abbildungen sieht du eine moderne Skulptur auf dem
Platz der Republik in Frankfurt am Main aus verschiedenen Blickwinkeln.

a) Welche Potenzfunktionen dienen als Grundlage? Begriinde.
b) Beschreibe den Verlauf der Funktionen.

9 Potenzfunktionen mit ganzzahligen Exponenten lassen sich anhand lhrer Symme-
€ trie in zwei Gruppen einteilen. Diese Symmetrien der Funktionsgraphen lassen sich
formalisieren.

Symmetrie von Funktionsgraphen

Ist der Graph einer Funktion f symmetrisch ...

1 zury-Achse, so gilt fiir jedes x € D.: f(x) = f(-x) ist.
Man sagt: Die Funktion ist gerade.

2 zum Koordinatenursprung, so gilt fiir jedes x € D;: f(x) = —f (-x).
Man sagt: Die Funktion ist ungerade.

a) Begriinde, dass dieser Zusammenhang zwischen den Funktionswerten gleich-
bedeutend mit der entsprechenden Symmetrie des Graphen ist.

b) Zeige algebraisch, dass der Graph der Funktion ...
1 fmitf(x) = x> symmetrisch zur y-Achse ist.
2 gmit g (x) = x> symmetrisch zum Koordinatenursprung ist.

PARTNERARBEIT
p

»Zwei aus drei“ mit Potenzfunktionen
Erstellt Kdrtchen, auf denen ihr je einen Graphen der folgenden Funktionen f_darstellt:

f ®X)=x"mitn=-5,-4,-3,-2,-1,0,1, 2,3, 4,5.
Anschliefend mischt ihr die Karten und bildet einen verdeckten Kartenstapel.
Der erste Spieler zieht aus dem Kartenstapel drei Karten und legt sie aufgedeckt nebeneinander. Seine
Aufgabe ist es nun, eine Eigenschaft finden, die auf zwei der Funktionsgraphen zutrifft, nicht aber auf den
dritten. Der zweite Spieler iberpriift die Losung. Ist die Losung richtig, nimmt der erste Spieler die beiden
Kadrtchen zu sich, auf denen die beiden Funktionen mit der genannten Eigenschaft, abgebildet sind. Ist die
Losung falsch, geht er in dieser Runde leer aus.
Nun ist der zweite Spieler an der Reihe: Er ergdnzt die tibriggebliebene, noch aufgedeckte Karte mit zwei
weiteren aus dem Stapel und sucht eine Eigenschaft, die auf zwei der sichtbaren Funktionsgraphen zutrifft,
nicht aber auf den dritten ... Wer am Ende mehr Karten hat, gewinnt.
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m 4.5 Einfluss der Parameter auf Potenzfunktionen

KAPITEL 4

ihr diese Aufgabe in vier o
Gruppen. Tragt eure

Ergebnisse anschlieffend

Am besten bearbeitet Stelle mit einem Computerprogramm den Graphen der Funktion f (x) = x’ dar.
Stelle im gleichen Koordinatensystem folgende Funktionen dar:
1 f=a-x 2 f=Kk+a?’ 3 fW=x+a 4 f,(x) = (ax)’
Vergleiche die Graphen. Setze dabei fiir a folgende Werte ein:

im Plenum vor.

J Merkwissen

a=2;3;4; %; %; -1;-2;-3; —%- —%; 0. Nutze gegebenenfalls den Schieberegler.

Formuliere eine Vermutung, welchen Einfluss der Parameter a jeweils auf den
Funktionsgraphen hat. Arbeite, mit Fallunterscheidungen, falls dies notwendig ist.

Uberpriife deine Vermutung an einer anderen Funktion, z. B. an g mit g (x) = x .

Verandert man den Term einer Ausgangsfunktion, hat das Einfluss auf den
Verlauf des Graphen der Funktion. Dabei kommt es auf die Stelle an, an welcher
man den Term verandert:

a-f(x fur 0 <lal < 1 Stauchung des fir 1 <lal Streckung des
Graphen mit dem Faktor |alin Graphen mit dem Faktor lal in
y-Richtung fiir a <0, zusatzlich  |y-Richtung fiir a <0, zusatzlich
eine Spiegelung an der x-Achse |eine Spiegelung an der x-Achse

f(x)+c Verschiebung um c f(x—d) Verschiebung um d
Einheiten in y-Richtung Einheiten in x-Richtung
y
3__x3+ 1

3
o X
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KAPITEL 4

I Beschreibe, wie der Graph folgender Funktionen aus dem Graphen von f mit
f(x) =x3 hervorgeht

_ 3 _ 2\ )
A fF®=2xX b F=-2x o fL®=(x-3] dfK=x-3
Losung:
a) Stauchung mit dem Faktor%

b) Stauchung mit dem Faktorl und Spiegelung an der x-Achse
c) Verschiebung um 3 2 Elnhelten in x-Richtung

d) Verschiebung um -+ Elnhe|ten in y-Richtung

II Gib den neuen Funktionsterm an. Die Funktion f mit
1 f(x) =x" 2 fx) ==
wird ...
a) um 2 Einheiten in y-Richtung verschoben.
b) um =3 Einheiten in x-Richtung verschoben.
¢) iny-Richtung mit dem Faktor 3 gestreckt.
d) iny-Richtung mit dem Faktor % gestaucht.
e) ander x-Achse gespiegelt.

Lésung:
1 a) x+2 b) (x+3)“ c) 3x4 d) %x“ e) —x*
T S

® Eine ,duere Verdnderung” bewirkt eine Verdanderung des Graphen entlang
der y-Achse, eine ,,innere“ entlang der x-Achse.
Ordne die Verdnderungen aus dem Merkwissen entsprechend zu.

AUFGABEN

1 Es wurden Anderungen an der Funktion f mit
f (x) = x* durchgefiihrt. Ordne den Funktions-
graphen die passenden Beschreibungen der
Anderung und die jeweiligen Funktions-
gleichungen zu.

A Verschiebung in x-Richtung um 1 Einheit

B Streckung in y-Richtung mit dem Faktor 2

C Stauchung in y-Richtung mit dem Faktor %

E Verschiebung in y-Richtung um -2 Einheiten

[ )
[ )
[ )
[ D Verschiebung in x-Richtung um -1 Einheit ]
[ )
[ )

F Spiegelung an der x-Achse
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m 4.5 Einfluss der Parameter auf Potenzfunktionen

KAPITEL &4

2 Zeichne zundchst den Graphen der Funktion f in dein Heft. Erstelle dazu eine ge-
eignete Wertetabelle.

Kontrolliere deine Zeich- a) fx) = %X3 b) f(x) = —% 0 fk=2- lz d fx) = —%
nung mit einem Computer- X
programim. 3 Britta behauptet, dass sie den Graphen X
der Funktion f mit f(x) = %+ 1 dargestellt 3T
hat. Stimmt das? Begriinde. 24
4 Die folgenden Funktionen sind entstan- T
den, indem an der Funktion f mit f(x) = x° — —
mehrere Veranderungen hintereinander 21 12 3 4 5 6X
durchgefiihrt wurden. Beschreibe diese T
zundchst, ohne den Graphen zu zeichnen. 2+
Uberpriife dann mit einem Computerpro-
gramm.
a) FX)=Kx-2)3+1 b) fx) =2 -(x-2)3 0 fFX=-x3+1
d) Fx) =—(x—1)3 & FR=2-&-1°+2 f fR=-3 &-27+1
Es konnen auch mehrere 5 Nachfolgend siehst du Aussagen zu Potenzfunktionen, an denen Verdnderungen
Aussagen zu einer Funkti- durchgefiihrt wurden. Beurteile, ob es eine solche Potenzfunktion geben kann.
on zutreffen. Uberlege dir h der Funkti
passende Ausgangsfunk- Der Graph der Funktion ...
tionen. A wurde um 4 Einheiten in x-Richtung verschoben.

B wurde in y-Richtung mit dem Faktor % gestaucht.
C hat die Asymptote x=—2. D hat die x-Achse als Asymptote.

E hat ein Symmetriezentrum im Punkt P (0]1).

F wurde um 1 Einheit in y-Richtung verschoben.

G ist symmetrisch zu x = 4. H wurde in y-Richtung mit dem Faktor 2 gestreckt.
Vi
3_

6 Inder Fahrschule verwendet man folgende Naherungsformel fiir die Berechnung
des Bremsweges in m: s, = 0,01 - v2. Dabei bezeichnet v die Geschwindigkeit zu
Beginn des Bremsvorgangs in km/h.

a) Erldutere an Beispielen die Bedeutung der Formel.

b) Ermittle anhand der Formel einen Funktionsterm, der die Geschwindigkeit am
Anfang des Bremsvorgangs in Abhadngigkeit des Bremsweges angibt. Stelle die
Funktion grafisch dar.

c) Stelle auf der Grundlage von b) fiir verschiedene Geschwindigkeitsiiber-
schreitungen dar, wie sich die Bremswege in einer 30-Zone (in einer
geschlossenen Ortschaft, auf einer Landstrafie, auf der Autobahn) gegeniiber
der erlaubten Hochstgeschwindigkeit verlangern.

61080, Kapitel 4 - vorlaufige, nicht genehmigte Fassung



7 Manfred und Willi diskutieren {iber die Anzahl der Schnittpunkte zweier Potenz-
e funktionen.

Die Graphen der Funktionen fund g mit
f(x) =x" und g (x) = x° haben zwel gemeinsame

Punkte: Den Ursprung und den Punkt P (1 | 7).

Die Funktionen fund h mit f(x) = x* und
h(x) = x* haben iiberdies auch den Punkt
Q. (-1| 7) gemeinsam. Kanw es mehr als
drel Schinittpunkte geben?

Ich ﬂlaub&, wenn wir anch Pothm mit
negativen _gmzza/uliﬁm Exponenten i Betvacht
zLehen, dann kann es vorkommen, dass wir vier
Schwi e haben. Ich bin mir aber nicht sicher.

Manfred

a) Denke dir geeignete Beispiele aus und trage sie in die Tabelle ein.
Anzahl der

Schnittpunkte g ! 2 . >
Funktion 1 x2
Funktion 2 X3

b) Widerlege Manfreds Vermutung, dass zwei unterschiedliche Potenzfunktionen
mit ganzzahligen Exponenten mehr als 3 gemeinsame Punkte haben konnen.

PHYSIK
SRR

Gravitationsgesetz

Nach dem Gravitationsgesetz von Isaac Newton (1643-1727) berechnet sich die
Gravitationskraft, die zwei Massen erfahren, nach der folgenden Formel:

~11 N - (il © Wy
F=6,67-10" 2 5
Dabei bezeichnet r den Abstand zwischen den Kérperschwerpunkten (in m) und
m, bzw. m, die beiden Massen (in kg).

e Fiir Menschen auf der Erde gilt: Die Gravitationskraft, die ein Mensch erfahrt,
ist abhangig von der Hohe des Meeresspiegels (NN), auf der er sich befindet.
Ermittle einen Funktionsterm, der die Gravitationskraft in Abhdngigkeit der
Hohe tiber NN angibt, die die Erde auf dich ausiibt. Stelle den Graphen der
Funktion mit deinem Computerprogramm dar (Erdradius = 6378 km, Erd-
masse = 5,9736 - 10% kg).

e Berechne, welche Gravitationskraft auf der Erdoberfldche (in 10 km FlughGhe,
in 5 km Meerestiefe) auf dich wirkt.

e Berechne die Hohe, ab der du dich im Zustand der Mikrogravitation
befinden wiirdest. Als Mikrogravitation bezeichnet man eine Gravitationskraft, die weniger als ein Million-
stel der Schwerkraft auf der Erde entspricht — ein Zustand der Beinahe-Schwerelosigkeit.

2
> .
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KAPITEL 4

/ f*
' 4.6 Wurzelfunktionen

Stelle im gleichen Koordi-
natensystem die Funktion
h mit h (x) = x dar.

Stelle mlthllfe eines Computerprogramms die Graphen der Funktionen f und g mit

fx) =x’und g (x) = x2 fiirx 2 0 in einem gemeinsamen Koordinatensystem dar.
Vergleiche deren Verlauf.

e Erlautere an konkreten Beispielen von Punktepaaren, wie z. B. P (214) und
Q (412), den Zusammenhang zwischen den beiden Grapheln.

e Gehe miE den Funktionen f und g mit f(xX) = x’ und g (X) = x> bzw. f(X)= x“ und
g (x) = x* analog vor.

e Formuliere eine Vermutung, wie aus dem Graphen einer Potenzfunktion f mit
f(x) = x" der Graph der Funktion g mit g (x) = x% entsteht.

J MerKwissEn | 1

Allgemein heift eine Funktion f umkehrbar, wenn durch Vertauschen von Funkti-
onswert y und Argument x wieder eine Funktion — die Umkehrfunktion f — ent-
steht. Die Funktion f wird dann auch ,,eineindeutig“ genannt: Jedem y-Wert ist
genau ein x-Wert zugeordnet.

Potenzfunktionen der Form f (x) =X (bzw. f(x) = x™™) haben als Umkehrfunkti-
onen die Wurzelfunktion f (x) = x™ (bzw. f(x) = x_ ) fir n € N\{0} und

D = R} (bzw. D = R*). Eine Spiegelung des Graphen der Funktion y = x" an der

Geradeny = x ergibt den Graphen der Funktiony = X, Formal entspricht dies

1
einem Tausch der Variablen: x = y" <y = x", falls x, y 2 0.
—

I Bestimme rechnerisch die Umkehrfunktion zu f (x) = x® und f(x) = x", n € N\{0}.

Lésung:
Vorgehen Beispiel allgemein
1 D und W von f bestimmen D=R;;W=R} D=R;W=R}
2 Funktionsterme mit x und y schreiben y = x? y=Xx"
3 Variablen x und y vertauschen x=y? ; x=y" ,
4 nachy auflgsen y=3X =x y =YX =x"
5 Umkehrfunktion f(x) = x% f(x) = x%
6 D und W von f bestimmen D=R;;W=R} D=R;W=R}

IT Bestimme grafisch —d. h. durch Koordinatentausch — die Umkehrfunktion zu f mit
f(x) = x.

D und W von f bestimmen

Graph der Funktion f zeichnen

gemeinsamen Punkt C(1]1) eintragen

von mindestens drei weiteren Punkten
die Koordinaten vertauschen und ein-
tragen, z.B.D(1,211,8)=D’(1,811,2)

5 Graph der Umkehrfunktion f vervoll-
standigen und Funkltionsgleichung

aufstellen: f(x) = x°.
6 D und W von f bestimmen

A W N -

0 1 2 3 X
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KAPITEL 4

® Begriinde, dass die Einschrankung auf x = 0 bei der Ermittlung der Umkehr-
funktion zu einer Potenzfunktion der Form f (x) = x" fiir gerade n-Werte not-
wendig ist.

® Begriinde, dass die Vertauschung der Koordinaten einer Spiegelung an der
Geraden y = x entspricht.

1 Bestimme rechnerisch die Umkehrfunktion zu folgenden Funktionen f. Stelle sie | AUFGABEN

anschliefend paarweise in einem gemeinsamen Koordinatensystem dar.
a) f)=x4,x20 b) f=x4,x20 ¢ fX=Ax,x20 d) fX)=x,x20

2 Stelle die Graphen folgender Funktionen dar und ermittle graphisch deren Um-
kehrfunktionen. Formuliere Vermutungen tiber den Einfluss von Parametern auf
die Umkehrfunktion.

a) f, (x) =2x% f, (%) =23, f,(x) = 21- x%, f, () = 2x, jeweils x 2 0.

b) f=x2+1, f,0)=x+1, () =x>+ 1, f,(X) =x+1, jeweils D = R*.

0 fL=Kx-272fK=x-2)73fK= (XT 2)3, f, () =x-2, jeweils D =[2; oqf.
d) f,(x)=-x, f, %) =-x, f, (0 =-x7, f, () = 2—, jeweils x 2 0.

3 Begriinde, warum zu folgenden Funktionen im angegebenen Definitionsbereich
keine Umkehrfunktion gebildet werden kann.

a) f(x) =2x3, D =[-2; +2] b) f(x) =4x4 D=R
4 Was gehort zusammen? Finde ,,Funktion-Umkehrfunktion“-Paare.
A x% B %x [C —x3+1] [ D x"] E x2

Fx-2  63.Vx  H-Ax=1 | I5-x ) Vx+2

5 Im englischen Sprachraum ist die Fahrenheit-Temperatur weit verbreitet. e
Sie wird in Grad Fahrenheit (1°F) angegeben. 9 ot 4]
Die Umrechnung von Grad Celsius in Grad Fahrenheit lautet: 9, = 20 + 32. 0 40
a) Rechne die Temperaturen 0 °C, 37 °C und 100 °C in Grad Fahrenheit um und : o
zeichne ein Umrechnungsdiagramm von Grad Celsius in Grad Fahrenheit. . =

b) Rechne die Temperaturen 41 °F, 70 °F und 100 °F in Grad Celsius um und o +
zeichne ein Umrechnungsdiagramm von Grad Fahrenheit in Grad Celsius. i
Vergleiche dieses mit dem Diagramm aus der Teilaufgabe a).

Warum heiflen Umkehrfunktionen Umkehrfunktionen?

Umkehrfunktionen , kehren® tatsdchlich Funktionen um. Sie machen die Wirkung, die eine Funktionsvor-
schrift auf das Argument x ausiibt, riickgangig: f (f (x)) = x.

Beispiel: f(x) = x2 und f(x) = Vx auf D = R%. An der Stelle x = 2 ist f(f(2)) = f(2) = f(4) = V4 = 2.
Uberpriife diese Eigenschaft bei den restlichen Funktionen aus Aufgabe 1.
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4.7 Eigenschaften von Wurzelfunktionen

KAPITEL 4

Stelle mit eilnem Computerprogramng die Funktionen f , f, f31und f, mit
1fx=x 2 f,x)=x> 3 f,(x) =x" 4 f (x) =
im gleichen Koordinatensystem dar.

e Vergleiche die Graphen. Formuliere Gemeinsamkeiten und Unterschiede.

e Lese gemeinsame Punkte der Funktionsgraphen ab.

e Formuliere eine Vermutung, wie der Graph der nachsten Funktion in der Reihe
verlaufen kdnnte.

J Merkwissen | ,

Potenzfunktionen f der Form f (x) = x% mitn € Nund x 2 0 heien Wurzelfunkti-
onen. Sie haben gemeinsame Eigenschaften:
e gemeinsame Punkte:
0 (l0)undP (111), denn
f(0)=0,f(1)=1

1
5

Fiir x, <x, ist f ... e Monotonie: monoton steigend
e monoton steigend, wenn -

Flx,) = f(x) e Verhalten fiir x = oo:
e monton fallend, wenn f(x) = oo (langsam)

fx) 2 fx)

m I Vervollstandige die Wertetabelle. Zeichne anschlieRend die Funktionsgraphen von

fund g in ein gemeinsames Koordinatensystem.

X 0 0,25 0,5 0,75 1 1,5 2 4 8
fW=x | 0 |0 B | @ | @B | B | B | @@
gW=x | 0 |0 | B | B | B B | @ B | @

Losung:
y x 0 |025] 05 |o75] 1 | 15 | 2 | 4 | 8
i f fW=x2 0 05 =071 ~087 1 =122 ~1,41 2 =~2,83
' : g)=x’ 0 =063 =079 ~0,91 1 | ~1,14 ~1,26 ~1,59 2

® Erklare, warum der Punkt P (111) auf dem Graph aller Wurzelfunktionen aus
dem Merkwissen liegt. N
@ Begriinde, weshalb Funktionen der Art y = x” Wurzelfunktionen genannt werden.

AUFGABEN 1 Aufjeder Funktion liegen mehrere der angegebenen Punkte. Bei richtiger Zu-

ordnung ergeben sich verschiedene Namen. Finde sie heraus.
[fl(x) =\/ﬂ [fz(x) =WJ {f3(x) =x}
u@6l2) A@25IL5)  0@s5125 B[ w(eL)2)
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KAPITEL 4

2 Vervollstandige die Wertetabellen. Zeichne anschlieend die Funktionsgraphen in
einem gemeinsamen Koordinatensystem.

a) x -2 -

0 025 1 2 4
f(x) = 2Vx - - O O o =2,83 |
() =2Vx - | B | B | B E | E H
F) =Vx+2 0 O ] =173 ]
f(x) = Vx +2 = = = = = = =
fx) =-Vx = = . -0,5 [ = =

b) 'y 1 0 0125 1 2 8 9

f(x) = 2% - 0
F(x) = 23X - |m | BB | B E N
f) =x-1 ] - ] ] ] I
f) =Vx+1 0 =104 | = | =2,15
f(x)=x+1 = = = = = = =
f(x) =X B = = = = = =

3 Ordne die Beschriftungen den o

Funktionsgraphen zu. _/,/
1 f00=Vx"3 M /
2 g(x)=3v—+3 )

3 h(x ———X 5 %&‘%;u 36X

4 |(x)—(x+1)2

4 Gegeben sind die Funktionen mity = x2 undy, = L > X
a) Zeichne die Graphen der Funktionen in ein Koordlnatensystem.
b) Spiegle die Graphen vony, undy, an der x-Achse.
¢) Gib die Koordinaten aller Schnittpunkte der Graphen im Koordinatensystem an.

d) Die Schnittpunkte bestimmen ein gleichschenkliges Dreieck. Berechne den
Flacheninhalt.

5 Bisher sind Wurzelfunktlonen mit Exponenten + (n € N) definiert. Potenzen haben
€ wir aber allgemeiner mit 0 im Exponenten kennengelernt Tatsdchlich ist dies
auch fur Wurzelfunktlonen moglich.

Sind m und n natiirliche Zahlen und x 2 0, so ist die Potenzfunktion f (x) = X"
eine (allgemeine) Wurzelfunktion.

a) Formuliere Vermutungen und fertige Skizzen an, wie der Graph folgender
Funktionen verlaufen kdnnte. Uberpriife anschlieBend mithilfe eines Computer-

programmsl s s 5
1 fx)=x3 g(x) =x3 h(x) =x* ix) =x°
2 f)=x g () =x3 h) =% P00 =x*

b) Finde gemeinsame Eigenschaften der Graphen in Abhéngigkeit der Exponenten.
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4.8 Potenzgleichungen

KAPITEL 4

Ein Pflanzkiibel soll die Form eines Wiirfels haben. In ihn sollen

mindestens 10 | Erde passen.

e Schatze zundchst die Kantenldnge, die ein solcher Kiibel
mindestens haben muss.

e Uberpriife deine Schitzung anschlieBend rechnerisch.

J MerkwissEn |

Potenzgleichungen sind Gleichungen der Form x" = b, wobei n eine natirliche Zahl

grofer 1 ist. Beispiele fiir Potenzgleichungen:
X3 = 27; X7 = 1234; x4 = o,

Potenzgleichungen konnen auf verschiedene Arten gelost werden:
1 grafisch: Die Losungen sind Schnittpunkte der Graphen von f(x) = x" und g (x) = b.

Beispiel: x* =2 Losungen: Beispiel: x°> = 2 Losung:
Ay X, =1,2 Ay x=1,1
X, ~-1,2
1+ 1+
-1 1 X - 1 X
14 11

2 rechnerisch: Auflosen der Gleichung durch Ziehen der n-ten Wurzel.

3 systematisches Probieren: Systematisches Einsetzen fiir x, bis Losung gefun-
den ist.

Eine Potenzgleichung der Form x" = b kann zwei Lésungen, genau eine Lésung oder

keine Losung besitzen.

BEISPIELE I Lose die Potenzgleichungen fiir den geraden Exponentenn =4 (x € R).

a) x¢=3 b) x4t=-7
Losung:
a) 1 grafisch: b) 1 grafisch:
Der Graph der Funktion f mit f (x) = x* Der Graph der Funktion f mit
hat mit dem Graphen von g mit g (x) = 3 f(x) = x* hat mit dem Graphen von g
zwei Schnittpunkte. Deren x-Werte mit g (x) = —7 keinen Schnittpunkt.
sind die Losungen der Gleichung.
Ndaherungswert:
X, =-1,32;x,=1,32
2 rechnerisch: 2 rechnerisch:
x4 =3 hat zwei Losungen: x* = -7 hat keine L6sung, da x*
x' =33 und x, = -V3. nicht negativ werden kann.
Probe: (43)* =3 =(-¥3)* (wahr)
Damit ist L = {~33; + V3}. Damitist L = {}.
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KAPITEL 4

® Beschreibe, wie man eine Gleichung der Form ax" = ¢ mit a € R\{0} in eine
Gleichung der Form x" = b umwandeln kann.

® Begriinde die drei moglichen Falle fiir die Anzahl der Lésungen von Potenz-
gleichungen anhand der grafischen Losungsmethode.

AUFGABEN

1 Bestimme die Losungsmengen der Potenzgleichungen (x € R).

a) x‘=81 b) x° =32 0 x7=ﬁ d) xt =40
- _ - _ ___1 6 _
x4 =-81 x> =-32 X/ = 138 X6 =-40

2 Lose die Potenzgleichungen.

a) =-1 b) x* =12 0 p°=100000 d) a’-(-a)?=512
e) =-=- as=0,00243 g s'= yo=—
) s2=--2L f) a=0,00243 g) s‘=36 h) y°=-32°

216

3 Untersuche die Fille, in denen eine Potenzgleichung der Form x"=b (x € R)
mitn € Nund b € Rzwei Lésungen, genau eine Losung oder keine Lésung be-
sitzt. Vervollstdndige dazu die Tabelle mit der rechnerischen Losung in deinem

Heft.
n gerade n ungerade
XN = b X" = b
b>0 = .. = ..
Es gibt ... Losungen. Es gibt ... Losungen.
b=0 o =
b<0 = ]
4 a) Gib zwei verschiedene Potenzgleichungen (x € R) an, die die Lésung —1 haben
kdonnen.
b) Finde heraus, ob es eine Potenzgleichung x" = b mit den Lésungen -3 und 2
gibt.

5 Im Merkwissen wurden nur Potenzgleichungen betrachtet, in denen die Unbekann-
-] te x mit einem positiven natiirlichen Exponenten n vorkommt. Wie bei den Wurzel-
funktionen ist eine Erweiterung moglich.

Eine Gleichung der Form x¢ = b, g € Q*, b € Rist eine Potenzgleichung mit
positivem rationalen Exponenten.

Die Losung solcher Gleichungen kann mit Hilfe der bereits bekannten Strategien
(rechnerisch, graphisch, durch systematisches Probieren) erfolgen.

a) Lose die Gleichungen:

1 2 1
1 x>=3 2 x*’=8 3 xt=1
3 1 4
4 x*=3-13 52.-x=10 6+-x=8
b) Finde Gleichungen mit positiven rationalen Exponenten g, die

1 genau eine 2 genau zwei 3 keine
Lésungen haben.

Betrachte dabei ¢ € @*\N, d.h. g =" mitn,m € Nund T & N.
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KAPITEL &4

Zu 4.1

Zu 4.2

Zu 4.3

4.9 Aufgaben zur Differenzierung

Gib eine Zweierpotenz (eine Dreierpotenz) mit ganzzahligem Exponenten an, die

a) zwischen 10 und 100 liegt.
b) groBer als 1000 ist.

c) zwischen 0 und 1 liegt.

d) zwischen 0 und 0,1 liegt.
e) eine Quadratzahl ist.

a) zwischen 100 und 1000 liegt.
b) gréBer als 10 000 ist.

c) zwischen 0 und 0,01 liegt.

d) zwischen 0 und 0,001 liegt.
e) ungerade ist.

Ordne die Zahlen der Reihe nach, fange mit der kleinsten an.

1 1
a) 2% 120; 23; 24,23

Formuliere Vermutungen {iber Potenzen mit ...

gleicher Basis, wenn sich der Exponent
verandert. Unterscheide zwischen
Basen >1 und zwischen O und 1.

Wabhle diejenigen Terme aus, die die Zahl ...
57 darstellen.

1
_%/? _TS %/? i

125

1%
w\._.|'—‘
w

S

a) 2%; 2% 2_%; 2100, 9045
i 0y 7
) (35 (35 (3 (3 (3
c) 2% 1% 3% lz; &
50030 s
d) 27515355 58"
&) V2 43% 27 (%)4; 4>

gleichem Exponenten, wenn sich die
Basis verdndert. Unterscheide zwischen
positiven und negativen Exponenten.

-354 darstellen.

413 1 1 1
— B B 625"
z _1 3
V125 5_% T 3 54

Welche Zahl ist groBer? Wahle aus, ohne die Zahlen zu berechnen.

a) (2-3)*oder3°
b) 33 -4°oder 8°
c) 2“-3?oder6*
d) (23)*oder (32)2
e) 10 oder 50°

1 1 1
f) F+Woder?

a) (2-3)oder3
b) 347 oder 8°

c) 24-32oder42.23
d) (23)%oder (22322
e) 10 oder 33 - 50°

1 1 1
f) W+Foder?

Was gehort zusammen? Finde Terme, die die gleiche Zahl darstellen.

%/—f%/—'b’_ 28 2%
24:2% 1
216?
, 6 ,
27 24.27

2‘%.3‘% 2 43 5 2 43 5%
V5452 3\72 2
1

4

Y6 —L_._1 1
RBEREE z
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KAPITEL 4

7 Welche Behauptung ist richtig? Begriinde.

a) Der Graph der Funktion f(x) = x* ist
monoton steigend.

b) Der Graph der Funktion f(x) = x!
geht durch den Punkt P (51-5).

c) Der Graph der Funktion f(x) =
geht durch den Punkt P (5 I—)

d) Die Graphen der Funktionen f und
g mit f(x) = x> und g (x) = x* ha-
ben mindestens zwei gemeinsame
Punkte.

a) Der Graph jeder Funktion der Form
f(x)=x", n € N, n ungerade, ist
monoton steigend.

b) Der Graph jeder Funktion der Form
f(x) =x" n € N, nungerade, geht
durch den Punkt P (51-5).

c) Der Graph jeder Funktion der Form
f(x) =x", n € N, nungerade, geht

durch den Punkt P (5 I%).

d) Die Graphen zweier beliebigen
Potenzfunktionen mit ganzzahligem
Exponenten haben mindestens
zwei gemeinsame Punkte.

8 Der Graph der folgenden Funktion f wird um 5 Einheiten in x-Richtung (,,nach rechts*) und
um —1 Einheit in y-Richtung (,,nach unten*) verschoben, sowie um den Faktor 2 gestreckt.

fx) =x3

f(x) =x" n € Nn gerade

a) Gib den Funktionsterm der neuen Funktion an und skizziere den zugehérigen Graphen

in einem Koordinatensystem.

b) Wihle die richtigen Behauptungen aus und begriinde deine Auswahl.
A Der Graph der Funktion geht durch den Punkt P (51-1).

Mmoo N w

Der Graph der Funktion geht durch den Punkt Q (610).
Der Graph der Funktion geht durch den Punkt R (717).
Der Graph der Funktion ist achsensymmetrisch.

Der Graph der Funktion ist monoton steigend.

Der Graph der Funktion geht durch den Punkt S (7115).

9 Finde eine Wurzelfunktion f (x) = x%, n € N, n>1, deren Graph durch den Punkt P geht.
Zu welcher Funktion g ist f die Umkehrfunktion, d. h. fiir welche Funktion g gilt g = f?

a) PQIV2)
b) P (12515)
0 P(£15)
D Pla7l3)

a) P(0,001610,2)
b) P(2V2142)
©) P(10,2413,2)

@ P(5[3)

10 Berechne die x-Koordinaten der Schnittpunkte der Graphen von f und g, mit D = R.

a) f=x5g( =

b) f() =x%gX = %x
c) f(x) =2x5%gx) =128
d) f(x) =3x% g(x) =-96

a) f(x) =x4 g(x) =6x

b) f(x) = —x5 g(x) = —x2
o fx) = 2x6 g(x) = 120
d) FX=3x800 =35
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4.10 Vermischte Aufgaben

1 Stelle in wissenschaftlicher Schreibweise dar.
a) 1 um=0,000000001 km
b) 1 GB=1 000000 000 B
o) Lichtgeschwindigkeit: c = 30 000 000 000 <
d) Ruhemasse eines Protons: m = 0,0000000000000000000016723 mg

2 Das Schachspiel steht ganz im Zeichen der Zweierpotenzen. Erganze hierzu mit
weiteren Beispielen die Tabelle.

2 4 8 16 32 64
Ein Spieler hat Es gibt insgesamt
2 Tirme. 32 weifde Felder.

Der Legende nach hat der Erfinder des Schachspiels
dieses an einen indischen Konig verkauft, der vom Spiel
fasziniert war. Er hat ihn darum gebeten, einen Wunsch
zu duBern, den er als Gegenleistung fiir das Spiel erfiillen
wollte. Der Erfinder des Spiels wollte nur Reiskdrner fiir
das Brett bekommen, ein Reiskorn fiir das erste Feld,
zwei fiir das ndchste Feld, vier fiir das liberndchste, ...

Fir jedes Feld doppelt so viel, wie fiir das Feld davor. Der Kénig dachte, dieser
Wunsch sei einfach zu erfiillen und hat zugesagt.

Er kam allerdings in Schwierigkeiten bei der Auszahlung...

Ein Reiskorn wiegt ca. a) Berechne, wie viel kg Reis der Konig fiir das letzte Feld hatte auszahlen miis-
25 mg. sen. Vergleiche diesen Wert mit der aktuellen Weltproduktion an Reis.
b) Berechne, wie sich die Auszahlung verdndert, wenn der Erfinder nur fiir jedes
weiBe Feld Korner verlangt und die schwarzen Felder mitschenkt.
¢) Beim Brettspiel ,Miihle“ spielt die Zahl 3 eine wichtige Rolle. Fir wie viel kg
Reis hatte es der Erfinder dieses Spiels verkaufen kénnen, wenn er fiir jedes
Feld dreimal so viele Reiskdrner verlangt hatte, wie fiir das Feld davor?

3 Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = %
a) Gib die Definitions- und Wertemenge der Funktion an.
b) Zeichne den Graphen in ein Koordinatensystem ein.

c) Zeige, dass der Graph von f punktsymmetrisch zu O (010) ist.

4 Zeichne die Graphen der Funktionen und ergdnze ihre Eigenschaften im Heft.

Af=x Bf=x* oOf@=x dFfx=x"
Definitionsmenge
Wertemenge
Monotonie
Nullstellen
Asymptoten

Gleichung der
Umkehrfunktion
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Bestimme jeweils eine Funktionsgleichung. Beschreibe die Funktion beziiglich
Definitions- und Wertemenge, Nullstellen, Symmetrie und Monotonie.

a) Vi b) \ C) v
41 24
34
3+ 14
21
2+ T
14+ 12X
14
— -2 —\/1 X
-2 -1 1 2 X -
d) \z e) yi f) Y
41 21
2 X 3L 11
21 .
12 3%
14+
i e
-2 -1 12X

Die groRte bis heute bekannte Primzahlist 2”7 ?*°"" —1 (Stand: August 2018).

a) Schitze ab, wie viele Ziffern diese Zahl im Dezimalsystem etwa hat.
Wie viele DIN-A4-Blatter braucht man, wenn man die Dezimaldarstellung dieser
Zahl ausdrucken mochte?

b) Primzahlen der Art 2"~ ! heien Mersenne-Primzahlen. Recherchiere nach ihren
Eigenschaften und nach dem Zusammenhang zwischen ihnen und den soge-
nannten vollkommenen Zahlen.

Eines der klassischen Probleme der Antike war die so-
genannte Wiirfelverdopplung: Zu einem Wiirfel soll ein
weiterer Wiirfel mit doppeltem Volumen konstruiert
werden. Ermittle das Verhéltnis der Kantenldngen bzw.
der Oberflacheninhalte der beiden Wiirfel.

Der Durchmesser eines Sauerstoffmolekiils betrdagt 3 - 108 cm.

a) Wie viele Molekiile miisste man liickenlos aneinander legen, um eine Kette von
1 cm Ldnge zu erhalten?

b) In einem Kubikzentimeter Luft sind 28,9 Trillionen Sauerstoffmolekiile. Wie
lang ware die Kette, wenn man diese liickenlos aneinander reihen wiirde?

Ein Gartner mochte 100 BlumenstrduBe auf dem Wochenmarkt verkaufen. Er
bindet immer fiinf Blumen zu einem kleinen Strauf3 zusammen und jeweils flinf
StrauBe wickelt er in Cellophan ein. Fiinf solcher Biindel stellt er in einen grofien
Eimer.

a) Wie viele solcher Eimer benétigt er?
b) Wie viele Blumen muss er schneiden?

61080, Kapitel 4 - vorlaufige, nicht genehmigte Fassung
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4.10 Vermischte Aufgaben

KAPITEL 4

10 Tina hat etwas Interessantes entdeckt: 1 2% =2-4=.

a) Finde weitere Zahlen, fiir die eine analoge Beziehung gilt.

b) Begriinde, warum im Allgemeinen \3/ a% =a- %/ngr a,b,c € N,a#1nicht gilt.

¢) Formuliere eine Bedingung, die erfiillt sein muss, damit die Gleichung aus Auf-
gabe b) gelten kann.

11 Welche Potenzfunktionen sind sowohl achsen- als auch punktsymmetrisch?

12 Legt man ein Kapital K| zu p % festem Jahreszins fiir n Jahre an, so hat man am

Ende der Zinsperiode ein Kapitel K von K =K - (1 + %)n.

a) Ermittle anhand der obigen Formel den Funktionsterm einer Funktion, die in
Abhadngigkeit vom gewdhlten Jahreszins angibt, auf welchen Betrag ein anféng-
liches Kapital von 5000 € in 5 Jahren anwdchst.

b) Stelle die Funktion grafisch dar und bestimme den Schnittpunkt mit dery
(Kapital)-Achse. Interpretiere diesen Wert.

¢) Zeichne die Gerade mit der Gleichungy = 10 000 € in das Diagramm ein. Er-
mittle den Schnittpunkt der beiden Graphen und interpretiere das Ergebnis.

d) Fir eine Zinsperiode von 5 Jahren ist zurzeit ein Zinssatz von etwa p = 0,5 % in
den Banken gebrduchlich. Ermittle mit Hilfe des Funktionsgraphen, auf welchen
Betrag aktuell ein Kapital von 5000 € in 5 Jahren anwdchst.

13 Welche Behauptung ist richtig?
Wahle aus und begriinde deine Wahl.

[ A Der Graph jeder Potenzfunktion geht durch den Punkt P (111). ]
B Den Graphen der Funktion f(x) = ﬁ kann man sich so vorstellen,

1

dass der Graph der Funktion von g (x) = =

verschoben wurde.

um zwei Einheiten nach links

C st fiir eine Potenzfunktion f (x) = oo fiir x = oo, so hat f einen negativen
Exponenten.

D Jede Potenzfunktion, deren Graph symmetrisch zur y-Achse ist, hat genau
eine Nullstelle.

14 Durch jeden Punkt einer Hyperbel ist ein
achsenparalleles Rechteck festgelegt.
a) Berechne den Fldcheninhalt fiir vier ver-
schiedene Punkte.
b) Formuliere eine Vermutung zur allgemeinen

Berechnung des Flacheninhalts und beweise
sie.
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15 Wir haben in diesem Kapitel nur Potenzen mit rationalen Exponenten definiert,
obwohl der Taschenrechner auch mit irrationalen Exponenten umgehen kann.

Beispielsweise erhdlt man fir 26 den Wert 2,665144143. Eine mogliche Erklarung
dafiir kann derart erfolgen:

Dal< \/5 < 2 gilt, muss der Wert von 25 zwischen 2" und 2’ liegen, also zwischen

2 und 4. Da aber auch 1,4 < V2 < 1,5 gilt, ist der Wert von 2" zwischen 2™ und
> also etwa zwischen 2,6390... und 2,8284..., usw

a) Setze dieses Verfahren fort und ermittle den Wert von 2 > auf drei Dezimal-
stellen genau. Verwende dabei die folgende Tabelle.

Intervallschachtelung fiir V2 Intervallschachtelung fiir 26
1 2 2t1=2 22=4
1,4 1,5 244 =2,6390... 215 =2,8284...
1,41 1,42

b) Verfahre analog mit 26, 36 und 3G
Uberpriife anschlieBend mit dem Taschenrechner.

-
¢) Wie soll das Verfahren gedndert werden, wenn es um (%) ? geht?
d) Formuliere eine mogliche Definition von Potenzen mit irrationalen Exponenten.

16 Gib einen moglichen Funktionsterm an. Gesucht ist eine Potenzfunktion ...

a) fiinften Grades mit Symmetriezentrum P (111), die in y-Richtung mit dem
Faktor % gestaucht wurde.

b) mitf(2) =-1,f(4) =-1 und f(X) > —oo flir x = oo.

¢) mit der Symmetrieachse x = -2, deren eine Asymptote die y-Achse ist und fir
die f(0) = 7¢ gilt.

d) mit den Asymptoten x =3 undy = 2, sowie mit f(2) = 1 und f(4) =

Das Sierpinski-Dreieck

Das Sierpinski-Dreieck ist ein Gebilde, das iterativ (schrittweise sich wiederholend) entsteht: Aus einem
gleichseitigen Dreieck wird zuerst das Mittendreieck entfernt. Mit den restlichen drei Dreiecken wird genauso
vorgegangen, das Mittendreieck wird jeweils entfernt, usw. Interessant ist, wie sich dabei Flacheninhalt und
Umfang verdandern: Der Flacheninhalt wird nach jedem Schritt kleiner, der Umfang grofier.

AL L L L

Bestimme den Flacheninhalt und den Umfang des Sierpinski-Dreiecks nach 1, 2, 3, 4, ... Schritten in Bezug
auf das Ausgangsdreieck mit Seitenlange a. Fertige dazu eine Tabelle an.

e Wie grof wird der Flacheninhalt bzw. der Umfang des Sierpinksi-Dreiecks, wenn man den Vorgang unend-
lich lang fortsetzt?

e Recherchiere nach weiteren, dhnlichen mathematischen Gebilden.
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4.11 Themenseite: Naherungsverfahren fiir Wurzeln héheren Grades

KAPITEL 4

n
Das Heron-Verfahren fiir Kubikwurzeln JX
Dieses Verfahren liefert nicht nur eine Naherung fiir
Quadratwurzeln. Die Methode kann auch auf Kubik-
wurzeln tibertragen werden.
Beispiel: Bestimme einen Naherungswert fiir {18.

Idee

1
18°cm

77777777777

3cm

Ein Quader mit quadratischer Grundflache und dem
Volumen von 18 cm? wird schrittweise in einen volu-
mengleichen Wiirfel umgewandelt. Die Kantenldnge
des Wiirfels ist der gesuchte Kubikwurzelwert. Das
Verfahren hat den Vorteil, dass zu jeder Kubikwurzel
n ein solcher Quader mit quadratischer Grundfliche
gefunden werden kann. Im einfachsten Fall hat er die
Mafe 1cm-1cm-ncm.

Im Beispiel starten wir mit3cm -3 cm -2 cm.

Ablauf

Wandle den Ausgangsquader in einen volumenglei-
chen Quader — ebenfalls mit quadratischer Grund-
flache - um, indem du als neue Kantenlange der
Grundflache das arithmetische Mittel aus den drei
bisherigen Kantenldngen verwendest. Die Hohe des
Quaders ergibt sich dann, indem du das Volumen
durch den Flacheninhalt der neuen Grundflache teilst.

o aj=3cm
NI T 171 TN b,=2cm
2,53 cm AN 34342 _ 8
5 a, =5 ==5~267Cm
y T ' __18 _ 162
- | | bneu_(ﬁ)z_ 64 72,53 cm
: | 3
2,67 cmN_! S| 2Em
— 3cm a, =2,67cm
9 b, =2,53 cm
8.8 162
g \ _3*t3*es 755
2,53 cn 0 A= 3 1288
! ! ~2,6215cm
18 1492992
2,6197cm b = (@ = 7570025
2,67 cm 2p8
=2,6197 cm

2,6215¢cm

Beveits nach dem zweiten Schritt kennen wir
[rg /wg‘ww Na@hkommmted&ﬁmw

Bestimme einen Naherungswert fiir folgende Kubik-
wurzeln mit Hilfe des Heron-Verfahrens auf zwei Nach-
kommastellen genau.

0 32 02 O3 0

n n
Das Heron-Verfahren mit dem Computer JX JX

Auch bei der Naherung von Kubikwurzeln werden
beim Heron-Verfahren stets dieselben Rechenschritte
wiederholt. Diese heiRen in der Informatik Iterations-
schritte. Dabei wird im ,,nullten* Schritt ein nichtne-
gativer Startwert a, (Kantenlange der Grundflache)
gewdhlt und hieraus der Startwert der Hohe b, be-
stimmt. AnschlieBend wird im ersten Iterationsschritt
aus den drei Kantenldangen das arithmetische Mittel
gebildet und dieser Wert als neue Kantenlange der
Grundflache gewahlt. Die neue Hohe berechnet sich
als Quotient aus dem gegebenen Volumen und dem
neuen Grundflacheninhalt. Diesen Schritt kann man
beliebig oft wiederholen und somit eine beliebige
Genauigkeit erreichen. In der Praxis gentigen oft 10-
12 Iterationsschritte.

- Beispiel: 118 allgemein: ¥n
a,=3 a,>0
18 n
b, =32 =2 b, =27
0
a _3+3+2 _ 8 a =ao+ao+bo
1 183 3 1 3
b, = b, =1
1 8)2 1 a)?
3) @)
33 _a+aeb,
a,= 5 a,=—"—
18 n
b, =755y l02:()2
(%2) i
288

Die Iterationsschritte kann man gut mit einem Tabel-
lenkalkulationsprogramm durchfiihren.

/ A B e D

1 Heronverfahren

2

3 Berechnung der Kubikwurzel aus 18
4

5 Schritt Grundkante Hohe Kontrolle

6 0 3 2 18
7 1 2,66666667 2,53125 18
8 2 2,62152778 2,61916933 18
2 3 2,62074183 2,62074052 18
10 4 2,62074139 2,62074139 18
k] 5 2,62074139 2,62074139 18
12 6 2,62074139 2,62074139 18
13 7 2,62074139 2,62074139 18J




KAPITEL 4

a) Beschreibe den Aufbau und die Eintrége des
Tabellenblatts.

b) Ubertrage das Tabellenblatt und berechne damit
100 und 2 auf 4 Dezimalstellen genau.

Verallgemeinerung des Heron- n n

Verfahrens — Berechnung der 5. Wurzel J X J X

Das Heron-Verfahren kann man weiter verallgemei-
nern und mit dessen Hilfe beliebige Wurzelwerte

A/ ann&hern. Fiir k > 3 sind die Schritte allerdings
nicht mehr geometrisch darstellbar. Wir erldutern am
Beispiel /16 die Methode:

0. Schritt: Wahl eines beliebigen nichtnegativen
Startwerts a, = 2.
Bestimmung der abhédngigen GroRe b, in-

dem n durch a *~* geteilt wird.
_16 _
b, = =1
Somit gilt: 1 <16 <2.
1. Schritt: Bildung des arithmetischen Mittels aus
(k—-1)-a,und b,
a, = 2+2+§+2+1 =%= 1,8.
Bestimmung der neuen abhangigen GrofRe
_ 16 _ 10000 _
bl = (%)4 = 6561 ~1,5242
Daraus folgt: : 1,5242 <316 <1,8.

2. und jeder weiterer Schritt: Anwendung des 1.
Schrittes auf das Ergebnis des je vorangegangen
Schrittes.

A B C D
1 Verallgemeinerung Heronverfahren
2
3 Berechnung der 5. Wurzel aus 16
4
5 Schritt Grundkante Héohe Kontrolle
6 0 2 h | 16
7/ 1 1,2800000000 1,524157903 16
8 2 1,744831581 1,726258898 16
9 3 1,741117044 1,741037459 16
10 4 1,741101127 1,741101125 16
11 5 1,741101127 1,741101127 16
12 6 1,741101127 1,741101127 15J

a) Beschreibe, wie die Eintrdge des Tabellenblatts
gegeniiber der Anndherung von Kubikwurzeln
gedndert werden miissen.

b) Ubertrage das Tabellenblatt und berechne damit
100, V81, 31000 und V250 auf 5 Dezimalstel-
len genau.

¢) Welchen Einfluss hat der Startwert a_ auf das
Verfahren? Fiihre Anndherungen mit einem jeweils
unterschiedlichen Startwert fiir ¥ 100 durch und
formuliere Vermutungen.
n n n
Intervallhalbierung fiir Kubik- J X J X J X
wurzeln und fiir hohere Wurzeln
Auch die Intervallhalbierung lasst sich auf Kubikwur-
zeln und Wurzeln hoheren Grades iibertragen.

Beispiel: Bestimme einen Naherungswert fiir ¥ 18.

Idee

Die dritte Potenz von 318 betrigt 18. Man sucht
zundchst einen Wert, dessen dritte Potenz kleiner,
und einen anderen Wert, dessen dritte Potenz grofer
als 18 ist. 18 liegt zwischen diesen beiden Werten.
Da 2° = 8 kleiner als 18 und 3° = 27 grofler als 18 ist,
liegt 18 zwischen 2 und 3.

Im nachsten Schritt wird das Intervall halbiert:

% = 2,5. Die dritte Potenz dieses Wertes betragt:

2,53 =15,625. Da dieser Wert kleiner als 18 ist, muss
/18 zwischen 2,5 und 3 liegen. Die Halbierung kann
nun beliebig oft fortgesetzt und damit der Wert fiir
18 beliebig angendhert werden.

A B C D E

1 Intervallhalbierung
2
3 Berechnung der Kubikwurzel aus 18,0000000000
4

unterer
5 Schritt Wert oberer Wert Intervallhilfte Intervallhdifte®
6 0 2 3 2,5 15,625
T 1 2,500000000 3,000000000 275 20,796875
8 2 2,500000000 2,750000000 2,625 18,08789063
9 3 2,500000000 2,625000000 2,5625 1682641602
10 4 2,562500000 2,625000000 250375 17,44955444
1 5 2,593750000 2,625000000 2,609375  17,76681137
12 6 2,609375000 2,625000000 2,6171875 1792687178
13 7 2,617187500 2,625000000 2,62109375 18,00726122
14 8 2,617187500 2,621093750  2,619140625 17,96703652
15 9 2,619140625 2,621093750  2,620117188  17,98714137
15| 10 2,620117188 2,621093750  2,620605469 IT,QQ?IMJ

a) Beschreibe den Aufbau und die Eintrége des Tabel-
lenblatts.

b) Ubertrage das Tabellenblatt und berechne damit
100 und 2 auf 3 Dezimalstellen genau.

¢) Vergleiche die Intervallhalbierung und das Heron-
Verfahren fiir die Ndherung von 318, Y100 und
2. Welche Methode ist schneller? Uberpriife dei-
ne Vermutung an weiteren konkreten Beispielen.

d) Beschreibe, wie die Eintrdge des Tabellenblatts
gegeniiber der Anndherung von Kubikwurzeln
gedndert werden miissen, um 316 zu bestimmen.
Fiihre eine Intervallhalbierung fiir ¥ 16 durch.



124 4.12 Das kann ich!

Uberpriife deine Fahigkeiten und Kenntnisse.
Bearbeite dazu die folgenden Aufgaben und bewerte
anschlieBend deine Losungen mit einem Smiley.

© ) ®
Das kann ich! Das kann ich Das kann ich
fast! noch nicht!

Hinweise zum Nacharbeiten findest du auf der
folgenden Seite. Die Losungen stehen im Anhang.

Aufgaben zur Einzelarbeit

1 Schrelbe die Terme ohne Exponenten
a)s5 g 51 511 52
L 1)\3
b3t (1 3 (-3)

2 Was gehort zusammen?
3

faz g 2 a

1 —
Va2 = a

olw
SN

2]

Wl
i

o))

3 Ubertrage die Tabelle in dein Heft und
vervollstandige sie.

Basis
Exponen

1 5 8 10

=l

o=

! (1

«

o |

1

3 312_

4 Betrachte die Potenz 24. Wie verdandert sich der
Wert der Potenz, wenn ...

a) die Basis verdoppelt wird?

b) der Exponent halbiert wird?

c) die Basis halbiert wird?

d) die Basis durch ihren Kehrwert ersetzt wird?
e) der Exponent verdoppelt wird?

f) der Exponent durch seine Gegenzahl ersetzt
wird?

5 Welche Glelchungen sind richtig? Wahle aus.

a) 27 47 =29 b) £ = 307

1 3 3 4 4 4

—=4 d - 83379 = 24
) T \n ) (A3) 3
e) = =327 N V2 =27

B
Betrachte folgende Funktionen:

-1 -1 =L
f) =5z g () ==, h () = 5x
iW=32 6=

a) Wahle zwei Funktionen aus. Gib moglichst viele
gemeinsame Eigenschaften an. Verfahre mit
weiteren Funktionspaaren analog.

b) Wahle nun drei Funktionen aus. Finde
mindestens eine Eigenschaft, die alle drei
Funktionen gemeinsam haben.

Betrachte die Funktionen f (x) = x?, g (x) = 4x und

h(x) = %. Bestimme alle gemeinsamen Punkte der
drei Funktionsgraphen.

Die Abbildung zeigt den y A
Graphen einer Potenzfunk- 3+
tion f. Beurteile die Aus-

sagen. 2T
a) Der Graph ist symme- 1T

trisch zum Ursprung.
b) f(X) = oo fiir x = oo
o f1) =f()
d) Der Funktionsterm

hat einen geraden
Exponenten.

e) f(-2) =-f(2)
f) Der Funktionsterm hat einen rationalen, nicht
ganzzahligen Exponenten.

Der Graph der Funktion f (x) = —wurde an der
x-Achse gespiegelt, in y- Rlchtung mit dem Faktor 2
gestreckt, um 2 Einheiten in x-Richtung und um -1
Einheit in y-Richtung verschoben.

a) Bestimme die Funktionsgleichung der entstan-
denen Funktion.

b) Zeichne den Graphen der neuen Funktion und
beschreibe seinen Verlauf. Verwende dabei die
folgenden Begriffe:

Grenzwert Definitionsliicke

Asymptote symmetrisch
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10 Gegeben sind drei Funktionen:
fW=x f®=-% £,00 =Vx

a) Stelle die Funktionen grafisch dar.

b) Ordne die Eigenschaften zu:
f(x) > 0flirx > —-oo f(x) > 0flirx = oo
f(x) > ooflirx—>0 f(x) >0flirx—>0
f(X) = —ocoflirx > —oo f(X) > —oofilirx = oo
f(X) = oo fiirx = oo f(x) > —ooflirx >0

11 Beschreibe den Verlauf des Graphen folgender
Funktionen, ohne sie darzustellen. Uberpriife mit
einem Computerprogramm.

a)a(x) =-x3 b) b (x) =
c)c(x) =x3 d)d X =x2

1
3

12 Bei sozialen Medien ist es heutzutage iiblich, den
Bekanntheitsgrad zwischen zwei Personen zu
bestimmen. Personen, die man als Freunde angibt,
sind Bekannte ersten Grades. Personen, die die
Bekannten ersten Grades kennen, aber die Person
selbst nicht, sind Bekannte zweiten Grades, usw.

a) Nehmen wir an, du hast 20 Bekannte ersten
Grades und jeder von ihnen weitere 20, die du
nicht kennst, usw. Wie viele Bekannte fiinften
Grades hast du? Berechne.

b) Wie viele Bekannte hiochstens fiinften Grades
hast du? Vergleiche diese Zahl mit der
aktuellen Erdbevélkerung.

c) Wie dndert sich die Zahl der Bekannten
von hochstens fiinftem Grad, wenn jeder
30 Bekannte hat?

Aufgaben fiir Lernpartner

Arbeitsschritte

1 Bearbeite die folgenden Aufgaben alleine.

2 Suche dir einen Partner und erkladre ihm deine
Losungen. Hore aufmerksam und gewissenhaft zu,
wenn dein Partner dir seine Loésungen erklart.

3 Korrigiere gegebenenfalls deine Antworten und
benutze dazu eine andere Farbe.

Sind folgende Behauptungen richtig oder falsch?
Begriinde schriftlich.

13 Ein negatives Vorzeichen im Exponenten bedeutet
den Kehrwert der entsprechenden Potenz.

125

14 %im Exponent bezeichnet die siebte Wurzel aus
der 5. Potenz der Basis.

15 Potenzen mit gleicher Basis werden multipliziert,
indem die Basis beibehalten wird und die Expo-
nenten multipliziert werden.

16 Unter einer Wurzel darf keine Potenz mit nega-
tivem Exponent stehen.

3
17 2° ist kleiner als 2.
18 3°. (%)5 ist groBer als 1000.

19 Der Graph von f (x) = x* ist symmetrisch zum
Ursprung.

20 Jede Potenzfunktion mit ganzzahligem Exponenten
hat genau eine Nullstelle.

21 Der Graph von f(x) = 3 - (x + 2)¢ — 4 hat keine
Symmetrieachse.

22 Jede Potenzfunktion, deren Graph eine Asymptote
hat, ist symmetrisch zum Ursprung.

23 Firf(x) = % gilt, dass f (x) = oo fiir x = 0.
24 Gilt fiir eine Potenzfunktion mit natiirlichem Expo-

nenten f (2) = f(-2), so ist ihr Graph symmetrisch
zur y-Achse.

1,3,13, Potenzen mit rationalen Exponenten 5. 96
14,16 bestimmen. :
2, 4,5, 15, |die Potenzgesetze begriinden und S. 98
17,18 anwenden. :
Eigenschaften fiir Potenzfunktionen mit
. . . S. 102,
6,7,20 ganzzahligen sowie rationalen Exponenten 110
angeben.
8,9, 10,
11, 12, 19, |Potenzfunktionen grafisch darstellen und
21, 22, 23, |Eigenschaften der Funktionen beschreiben. 5.106
24
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4.13 Auf einen Blick

KAPITEL 4

23 = % Durch die Fortsetzung der Division einer Potenz
durch ihre Basis entstehen Potenzen mit negativen
V32 =2,da25=32 Exponenten. Ist a # 0, dann gilt: a™ = %.
. Fira € Rista®=1.
V16 =24 =25 Die n-te Wurzel (n € N) aus a 2 0 ist diejenige

nichtnegative Zahl, deren n-te Potenz gleich a ist.
n 1

Es giltVa =a".

Steht die m-te Potenz (m € Z) von a 2 0 unter der

n-ten Wurzel (n € N), so gilt: Ya™ =a"

2°-24=2° 34.24 =64 Istaz0undb>0mita,b € Rundm,n € Q, so
P . . gelten folgende Potenzgesetze:
%:3_2=%=2-1 %:(l) am.gh=gm+n an.bn=(a.b)n
e = a" _(ajyn
@3)'=2 il o= ()
(am)" =gmn

Eine Funktion der Form f(x) = x" mit n € Z heift
Potenzfunktion mit ganzzahligem Exponenten.
Der Graph der Funktion ...

e verlduft durch (111).

e verlduft durch (-111) und ist symmetrisch zur
y-Achse, wenn n gerade ist.

e verlduft durch Q (-11-1) und ist symmetrisch
zum Ursprung, wenn n ungerade ist.

e hat sowohl die x-Achse als auch die y-Achse als
Asymptote, wenn n negativ ist.

Der Grenzwert einer Funktion ist derjenige Wert,

dem sich die Funktionswerte annghern, wenn die
x-Werte gegen +oo, —oo 0der einen bestimmten Wert
X, streben.

y 4 Eine Potenzfunktion der Form f (x)= X" mit

44 n € Nund x 2 0 hei3t Wurzelfunktion.

Der Graph der Funktion geht durch die Punkte
P (010) und Q (111) und ist monoton steigend.

24 Es gilt: f(x) = oo flir x > oo.
A Die Wurzelfunktionen sind die Umkehrfunktionen
T von Potenzfunktionen der Form f(x) = x", mitn € N

- undxz0.

Die Funktionsterme von Potenzfunktionen f kann
man auf verschiedene Art und Weise verandern:
fk)=a-x-d)"+c.
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Terme

n Entscheide, fiir welche rationalen Zahlen der Term

definiert ist.
5
a) 2-X

C) 5X d) X

4
b)m (x+1) x2+1

2
Gegeben ist der Term W
a) Bestimme den Wert des Terms fira = 2.
b) Der Term hat den Wert Berechne a.

c) Begriinde, dass der Term nie den Wert ——
annehmen kann.

Ordne die Dominosteine so, dass gleichwertige
Terme nebeneinander stehen. Es ergibt sich ein
Losungswort. Wie lautet es?

<
o

E y?t-x? 2x -y E -~ | Ende

<[>
>

T Xxy+Xxy G Start X2y

x|<

0O x-y-x X72 H xy-x? | xy?:x

Die Gleichungy = % wurde umgeformt. Erkldre,
welche Umformungenrichtig sind.

y-(b+d
1l a=—= 2 x=

-b+c

o m|~<

4 =22y

3b=%—c y

Lose die Klammern auf und vereinfache so weit
wie moglich.

a)2-(-5+a)-(c+d)

b) (x—y) - (y +x?)

¢) -5¢-(4c-9)

d) (t—s)2— (s +1)?

e) —-(B3x2—7x) + (5x — 8x? + 4)

Die Seitenldngen eines Rechtecks unterscheiden
sich um 8 cm. Verkiirzt man die langere Seite um
5cm, so ist der Flacheninhalt des neuen Recht-
ecks um 25 cm? kleiner als der des urspriing-
lichen Rechtecks. Bestimme die Seitenlangen des
urspriinglichen Rechtecks.

Ahnlichkeit

Falte ein quadratisches Blatt N

Papier wie in der Abbildung. N

a) Markiere zwei Dreiecke, die N
zueinander dhnlich, aber |
nicht kongruent sind. AN

b) Farbe in den markierten 7 :
Figuren aus a) gleiche
Winkel in derselben Farbe.

¢) Begriinde die Gleichheit der Winkel.

n Von der quadratischen Pyramide am Louvre in
Paris soll ein Modell aus Holz im Maf3stab 1: 150
gebaut werden.

a) Gib die Seitenldngen des Modells an.

b) Fiir die Mantelfliche im Modell wird eine
Grofie von 871 cm? ermittelt. Wie grof ist die
Glasoberflache der Originalpyramide?

¢) Die Originalpyramide hat ein Innenvolumen von
rund 8900 m?>. Bestdtige diesen Wert.
Wie schwer ist das Modell, wenn 1 cm?® Holz
0,5 g wiegt?

n Bestimme die MaBe der markierten Teile (g Il h).

a)

)




(s o
Schragbilder

n Konstruiere das Schragbild eines 7 cm hohen
Quaders ABCDEFGH (q = 0,5; w = 60°).

Fiir die Seiten der Grundflache ABCD gilt:

AB =5 cm und BC = 4 cm. Die Punkte A und C
liegen auf der Schragbildachse.

Zeichne die Grundfliche ABCD des Schrégbilds
in wahrer Grof3e in dein Heft und bestimme
anschlieBend deren Fldcheninhalt.

Im Schragbild gilt: g = 0,5; w = 45°.

S

7 PR €

N =
|
B

R

Das gleichseitige Dreieck ABC mit der Seitenldange
7 cmist Grundfldche einer Pyramide ABCS.

Die Strecke CS steht senkrecht auf ABC mit
CS=8cm.

Zeichne das Schragbild der Pyramide mit g = 0,5;
o = 45° und der Schragbildachse AC.

nTim hat ein Schrag-
bild des Buchstabens
,C“ erstellt. Erklare,
welcher Fehler Tim
unterlaufen ist, und
zeichne das Schragbild
richtig in dein Heft.

S

Briiche

11 1.1 3 8
47°7 >ty
b) 1 1,25-0,8 2 0,1-10 3 S+
1 1

| 15 1,1 11
A Zvon= - --

1 1 1.1

B < vermehrt um = 2 -+

1 f 1 11

C gvermmdert um = 3 ==

i I 1.1

D Wie oft passt = in &7 4 +:5

a) Welche Aufgabe gehort zu welcher
Beschreibung? Ordne zu.

b) Berechne zu jeder Aufgabe das Ergebnis.

m Gib das Verhdltnis an, in dem die Volumina der
Korper zueinander stehen.

a) 2 b)
1 L 1 2 )
I |
1 ! |
I 2h : !
L | , //‘
v |h : "Ihn|  2a.-72a
:---- :---- 9’/3‘ s ‘\
. b . - \ -
a a 2a
Vv
2 2
A -E
1 2
hl ¢ h A
El 2a
Vv
2—
v =0

1

Wie misste man x verandern, sodass der Bruch-

2-X
term 3

a) einen doppelt so groBen Wert erhalt?

b) vom Betrag denselben Wert erhilt, aber niemals
negativ wird?

c) um 1 vermehrt wird?

.






