2

3

6

Q) L.2 4 4 _ 72 44 _14 16 _16-16_ 2
11 13 13 11 11-13 13-11 143 143 143 143

b) 0,25 +3,57 + 2,43 =0,25+ (3,57 + 2,43) = 025+6 625
3 9 3 1 9 3

) 3: (02 +g5=-3: 5]+ 5 =3 (5 r 35 =34 55 =34 153,45

d) %+1+025+0,8+l=075+02+0,25+0,8+0,5—2,5
e)( +245) (075”%)'(‘025 0,75) + (2,45 + 1,55) = —(0,25 + 0,75) + 2,45 + 1,55
+4=3
2 47 102_8122;&14 1032_
f) §:3+53- 04+ 5=5+35+3°5 15+15+3 15+15 15~ 2
g) (05)2 (-0,3)-0,7-(0,52+2=1(0,5)?- (-0,3-0,7) +2=0,25 - (- )+2-—0,25+2=1,75
h) -4.5-025-2.05=-4-1.7-%2.2--2-1--2
N .2_12. _1.5.2_5_8__3__1
) (_2) 9 (3) 4979736 36 36 12
1_5_101_4 _8
a)Z 20 40°5 20 40

.9 i 1 1
Beispiel: 40 liegt zwischen 5 und X

I _i . . _z _l
Beispiel: 4 liegt zwischen - und 2
c) Beispiel: 0,702 liegt zwischen 0,7 und 0,71.

d) Beispiel:

-3,2004 liegt zwischen —3,201 und -3,2.

Direkte Proportionalitét mit Proportionalitdtsfaktor m = 33,4 : 20 = 1,67 (Dicke einer Miinze in mm)

b) Keine Proportionalitdt. Beim Kauf von 2 Semmeln kostet eine Semmel 40 ct. 10 Semmeln kosten

aber nicht 10 - 40 ct = 4 €, sondern nur 3,60 €.

¢) Indirekte Proportionalitdt zwischen Fahrzeit und Geschwindigkeit: At = 5~ (At Fahrzeit; Ax: zuriick-

gelegte Strecke; v: Geschwindigkeit).

a) 7+3(x-2) =5x-3

7+3x-6=5x-3 |-3x
1=2x-3 [|+3
4 =2x [:2
2=X
2eZ = L={2}
0 (17+x)-5+x-(x+1)=(7+x)-x-26

85 +5Xx+Xx2+X=7X+x2-26

b) 0,5(x+4)-3,5x=5
0,5%x+2-3,5x=5
—3x+2=5 -2
-3x=3 l:(-3)
x=-1¢N = L={}
d) x2 +5<O

Zahler und Nenner sind stets positiv, also

X2 +6x+85=x*+7x=26 |=X*~6X  yann der Bruch nicht negativ werden. L = {}
85 =x-26 | +26
111 =x
111eQ = L={111}
e) x(17+x)—x>>34(0,5x+1,5) f) % >2)§;1 l-x-2x
17x+x>=x2>17x+51 [-17x (4+x)2x>(@2x-1)x
0> 51 Widerspruch = L={} 8x+2x2>2x%—x |—2x2 +x
9x>0 l:9
x>0 = L=N
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5

6

4+X _ 3+2X . 1,1 _ 14
g 3iax—axa1 B *2x)(4x+1) h) X TX+1 T 2x(x+1)
— 2 X+1 X _ 14
(4+x) (4x+1) = (3+2) X)) XD - 2x (ke D)
2 _ 2 2x+1 _ 7 .
16X+ 4+ 4x% + X =9 + 12X + 4X e~ ee D [-x(x+1)
42+ 17X+ 4 = 4x2+12X+9 | —4X? 2x+1=7 -1
17X+4 =12x+9 [-12x-4 2x =6 [:2
5x=5 [:5 x=3eG = L={3}
x=1eN = L={1}

. - 2x(3 +2x)

i) =2 ax == I (x+2) ) (x+2,5)2 =11+ (x— 3)2
Xx=2+4x(x+2) =2x(3+2x) X2 +5x+6,25=11+x2-6x+9 |-x?
X—2+4x2 +8X = 6X + 4x2 | - 4x% - 6x 5X+ 6,25 =—6X+ 20 |+ 6x—6,25

3x-2=0 [+2;:3 11x=13,75 [:11

x=2¢G = L={} x=125eQ = L={1,25)
a) T(X) = (x-1) +x+ (x+1) =3x
Der Termwert ist fiir jeden Wert von x € N ein Vielfaches von 3, also durch 3 teilbar.
b) Der Termwert berechnet sich als Produkt dreier aufeinanderfolgender natiirlicher Zahlen.
Von diesen ist mindestens eine gerade, also durch 2 teilbar. Deshalb ist auch das Produkt
durch 2 teilbar.
c) Der Zahler ist das Produkt dreier aufeinanderfolgender natiirlicher Zahlen. Mindestens eine dieser
Zahlen ist durch 2 und eine durch 3 teilbar. Somit ist der Zdhler durch 2 - 3 = 6 teilbar und kann mit
dem Nenner gekiirzt werden.

3) Fruchtjoghurt y b) Vi Anzahl der 4D (n)
ieleck | ..
Menge | Nihrwert | 300 Diagonalen | 5,
50g | 64kcal | 590 4-Eck 2 204 l
150g | 192 kcal 8-Eck 20 1
100 16
175g | 224 kcal 12-Eck 254 i
2758 | 352 keal B BT nEck | T30 BT |
Direkte Proportionalitét: Keine direkte Proporti-
y= g—g - x (x Menge in g, y Nahrwert in kcal) ggai"its’ dg meZI “T EREEEEY.
54 =4,5-12. I S S
0 Radius Kreisflacheninhalt d) Radius Kreisumfang
7 cm 153,9 cm? 7 cm 44,0 cm
10m 314,2 m? 10m 62,8m
6cm 113,1 cm? 65,9 dm 414 dm
12 cm 452,4 cm? 12 cm 75,4 cm
2mm 12,57 mm? 100 mm 628 mm
2mm 12,57 mm

A(r) = nr? keine direkte Proportionalitat

Al(cm?d

e

3

U () = 2rr direkte Proportionalitat

U(cm)

| fem

2 3
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e) Pizza: A,,, = 0,072 m? f) Apfelernte
Anzahl der gleich| Flacheninhalt Anzahl der Arbeiter | Apfelin kg/h

grof3en Stiicke eines Stiicks 1 140
12 0,006 m? 4 560
8 0,009 m? 9 1260
3 0,024 dm? 21 2940
2 0,036 m?

0,072

A(n) = =5~ (n Anzahl der Stiicke, A (n) Fléchen- E(n)=140nn (Afnzaghl der Arbeiter,
inhalt eines Stiicks); indirekte Proportionalitit ~ En Emtemenge in 3=);
A(n) direkte Proportionalitdt mit Proportionalitats-

0,04+ 4
faktorll;O%.
0,021 %
1 i 7 ? ? L4 1 1 1 IE y
"4 8 12 16 20 24 28
1000
1 1 1 1 5
2 4 68
7 a) 1 gry=2
2 Gleichung der Geraden h:y =-0,5x-2,5
Gleichung der Geraden g,: y =mx+t. Wegeng, L h, istm = —% =2,alsoy=2x+t.

Einsetzen der Koordinaten von P(112) in die Gleichung von g, ergibt2=2-1+t,also t = 0.
Damitist g,:y = 2x.

3 Gleichung der Geraden g5:y = mx + t.

Z‘;_i: =:z—:§= 1,alsoy=x+t.

Einsetzen der Koordinaten von P (112) in die Gleichung von g ergibt2=1+t, also t = 1.
Damitist g;:y =x+1.

4 Gleichung der Geraden h,:y =3x+1.

Gleichung der Geraden g,: y = mx + t. Da g, parallel zu h, ist, haben g, und h, dieselbe Stei-
gung, also m = 3 und damit g,: y = 3x +t.

Einsetzen der Koordinaten von P (112) in die Gleichung von g, ergibt 2 =3 -1 +t, also t = -1.
Damitistg,:y=3x-1.

5 Gleichung der Geraden g.: y = mx +t. Flir 0 <m < 2 geht die Gerade g, durch den I, Il. und ll.
Quadranten. Einsetzen der Koordinaten von P (112) in die Gleichung von gs ergibt 2 =m +t bzw.
t=2-m. Damitist g;:y = mx+ (2 -m) mit 0 <m < 2. Beispiel: g.: y = 0,5x + 1,5

6 Pliegtim I. Quadranten. g, muss den Ursprung O (010) enthalten, wenn g, nur durch den I. und
lll. Quadranten verlduft, also g,: y = mx. Einsetzen der Koordinaten von P(112) in die Gleichung
von g, ergibt g.:y = 2x.

b) VA Gg“
4+ G
Gat 5

Gg =5 Gig

864// PR RE:
6o, P

In Teilaufgabe 5 erhdlt man unendlich viele Funktionsterme, da es fiir jeden Wert von m mit
0<m<2eine Gerade g, mit g.: y = mx+ (2 —m) gibt, die die Bedingung erfiillt. In der Zeichnung ist
die Gerade firm = 0,5, also g,: y = 0,5x + 1,5 als Beispiel dargestellt.

Steigung m =

8 Schulbuchseite 9



k5 > 8 a) (x-57=x"-10x+25
b) (x+4)2=x>+8x+16
¢) -(2a-b)?=—(4a2-4ab+b?) =-4a2+4ab-b?
d) (3x+y)2=9x2+6xy+y?
e) (0,25a%-y%)?=(0,25a2-1)2=0,0625a%-0,5a% + 1
f) (0,5a2+b)2=0,25a%+aZb +b?
g) (@a+c3)(a-c3) =a2-ct
h) Bv-22) (22+3v) =(3v-22) Bv+22) = 9v2-7*
i) (4x—y)?~ (y— 422 = (4x-y)? ~ [(-1) - (4x—y)]” = (4x—y)2 - (4x~y)2 = 0

9 1 AG 2CE 3 GEFH 4 D
5AD ©6GH 7B 8 D

Maximale Definitionsmengen:

1 D,=Q\{3} 2 D=0 3 D= Q\F1)
4 D,=0Q\{2) 5 D,=Q\{3) 6 D,=Q\1)
7 D= Q\{1} 8 D= Q\{-3}

y Ay
Ga X G o)
Gr

10 -8 -6 4 —2

1 1
4 6 8 10 10 -8 -6 4 —'2§ /2/ 4 6 8 10

10 a) \ b) Das Dreieck ist nicht konstruierbar, da die
ey, St Dreiecksungleichung wegen a + b = ¢ nicht
erfillt ist.
9] d) e) A

f) Das Dreieck ist aufgrund der Seiten-Winkel-Beziehung nicht konstruierbar. {3 ist wegen der Winkel-

summe im Dreieck der groBte Winkel, demnach miisste b die ldngste Seite sein. Es ist aber b < a.

Schulbuchseite 9/10
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1

as) 11
wam) 12

ka/6 ) 13

Ksie) 14

10

a) rechnerische Losung: graphische Lésung:
l: y=3x+2 fix—3x+2 g X+—>—X—4
:x+y=-4
linll: x+3x+2=—
4x+2=-4 |-2
4x=-6 |:4
x=-1,5
inl: y=3-(-1,5)+2=-4,5+2=-2,5
L={(-1,51-2,5)}

b) I:  x=5y-27
I 3y=2(3x-9)
I y=2(x-3)
linll': y =2(5y-27-3) =3 (5y-30)
y=2,5y-15
-1,5y=-15 = y=10
inl: x=5-10-27=23
L={(23110)}
¢ l:x+1,5y=-19
[1:8x-1,5y =10
[+1I: 9x=-9 = x=-1
inl: -1+1,5y=-19
1,5y =-18 = y=-12
L={(-11-12)}
d) I: %x—1=—y
7
1B 2X=§(1—y)
7-1: 4x-7=-7y
2-1l: 4x=7-7y = 4x-7=-7y
Die beiden Gleichungen sind identisch und dquivalent zuy = —%x + 1. Alle Paare (x|y) mit
y= —%x + 1 sind Losungen des Gleichungssystems.

L= {(xly)|y=—§x+1}.

x Anzahl der Dreier, y Anzahl der Fiinfer. In der Klasse sind 28 Schiilerinnen und Schiiler, demnach ist
X+y=14bzw.y =14 -x.
Notendurchschnitt 3,25 bedeutet:
1-142-6+3-X+4-7+5-y+6-0 1-1+2-6+3-X+4-7+5-(14-X)+6-0
3.25= 28 - 28
& 91=1+12+3x+28+70-5x & 91=-2x+111 & -20=-2x => x=10 = y=4

Es gab zehn Dreier und vier Flinfer.

a:y=x+2 b:y=2

c:y=-2Xx diy=-x-2

Individuelle Beschreibung des Vorgehens. Beispiel zu a: y = mx + t: Lies den y-Achsenabschnitt t = 2
und den Schnittpunkt N (=210) mit der x-Achse ab. Setze t und N in die Geradengleichungy = mx + t
ein und berechne m durch Losen der Gleichung 0 =-2m + 2. Es folgt m = 1.

a) Bestimme m mithilfe der Formel m = M:
m=—-l__%__1 5 ——x+tXB_XA
2-(-2 4 y

Bestimmung von t z. B. durch Einsetzen der Koordinaten des Punkts B in die Geradengleichung:
-3=-1:2+t = t=-1; gesuchte Geradengleichung:y=-x-1

Schulbuchseite 10



b) Bestimme m mithilfe der Formel m = M:
_2,5—(—4)_6,_5_26 Xg~Xp
T 05-(-2) 25

Bestimmung von t z. B. durch Einsetzen der Koordinaten des Punkts B in die Geradengleichung:

2,5=2,6-0,5+t = t=1,2; gesuchte Geradengleichung:y = 2,6x + 1,2
c) Setzet=2indie Geradengleichungein:y = mx + 2.

Bestimmung von m durch Einsetzen der Koordinaten des Punkts A in die Geradengleichung:

-3=m-1+2 = m=-5; gesuchte Geradengleichung: y =-5x +2

15 a) V=nr’h=n(3cm)?-5cm =451 cm’ = 141,37 cm’
O0=2nr’+2nrh=2n(3cm)?+2x-3cm-5cm = 48n cm? = 150,80 cm?

b) Ldnge einer Grundkante:

...........

s=20cm:4=5cm
V=s?-h=(5cm)?-7cm=175cm?
0=2-(5cm)?+4-5cm-7cm=190 cm?

16 a) V=30cm-35cm-22cm-10cm-20cm-22 cm = 18700 cm?

0=2-30cm-35cm-10cm-20cm) +2-35cm-22cm+2-30cm-22cm+2-20cm-22cm

= 5440 cm?
b) V=40cm-50cm-35cm-m- (11 cm)?-35cm=56695,36 cm®

0=2-(40cm-50cm+40cm-35cm+50cm-35cm)—2-m-(11cm)?+2m-11cm-35cm

~11958,76 cm?

Schulbuchseite 10
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17 Die Dreiecke AABM, und AABM, stimmen iiberein in:
e der Basis AB
* den Seiten AM, und BM,
e den Basiswinkeln o und B.
Nach dem SWS-Satz sind sie kongruent. Deshalb sind auch die Seiten A_Ml und B_M2 gleich lang.

18 a) a’ +a’ kann nicht zusammengefasst werden, da die Summanden unterschiedliche Exponenten
haben.
b) 2d*+4d? =2d?(d? +2)
C) bA‘ b2 — b4+2= b6
d) —5et:2e? =25 = —25¢?
e) Z*+57*=67"
f) 2¢-23=23.(2-1)=38

12 Schulbuchseite 10



Quadratwurzeln

Einstieg

Die Auftaktseite eines Kapitels enthalt zwei verschiedene Elemente:

Zundchst werden die Schiilerinnen und Schiiler mit einem offenen Einstiegsbeispiel an das neue
Kapitel herangefiihrt. Zentral ist dabei immer der Anwendungsbezug: Kein Lehrplaninhalt ist rein
innermathematisch, sodass den Schiilerinnen und Schiilern von Beginn an gezeigt werden sollte,
dass Mathematik nichts Abstraktes ist, sondern oft im Leben der Schiilerinnen und Schiiler vor-
kommt. In einem Unterrichtsgesprdch zur Auftaktseite kénnen viele der kommenden Lerninhalte
schon heuristisch erarbeitet, Vermutungen geduBert und Zusammenhange erschlossen werden.

® 1,5ha=150a = 15000 m’
Gesucht ist diejenige Zahl, die mit sich selbst multipliziert 15000 ergibt.
Losungsmoglichkeit: Man kann in einem ersten Schritt das sogenannte Intervallhalbierungs-
verfahren durchfiihren; Intervallhalbierung ist ein Naherungsverfahren, das oft beim systemati-
schen Probieren angewendet wird.
1007 = 10000 110% =12100 120% = 14 400 130% = 16900
Die Zahl muss zwischen 120 und 130 liegen: 1252 =15625
Die Zahl muss kleiner als 125, aber grofier als 120 sein. 122,52 = 15006,25
Der Wert 122,5m ist als erste Naherung fiir die vorliegende Fragestellung bereits geniigend genau.
Umfang des Pariser Platzes: U=4-122,5m = 490m
Die Streckenlange betrdgt ungefahr 490 m.

m Fiir die Zeichnung bietet sich ein MaBstab 1:1000 an, die
Seiten des Quadrats sind also 12,25 cm lang. Die Diagonale ist
17,3cm lang, in Wirklichkeit also ungefahr 173 m.

@ Eine Schatzung kann ergeben, dass ca. ein Viertel der Flache

des Pariser Platzes durch beide Gartenanlagen bedeckt ist.
Folglich haben die Gartenanlagen zusammen ungefahr eine
Fléiche von 3750 m?. Diese Fliche soll gedanklich durch ein Qua-
drat ersetzt werden. Man kann die Seitenlange dieses Quadrats
z.B. wieder durch Intervallhalbierung (vgl. oben) ermitteln. Eine
einfachere Losung ist aber folgende: Der Pariser Platz ldsst sich
in vier Quadrate mit je 3750 m? Flicheninhalt aufteilen. Daher hat jedes dieser Quadrate die halbe
Seitenldange des Pariser Platzes, also 122,5m : 2 = 61,25 m.

d=17,3cm

a=12,25cm

a=12,25cm

Ausblick

Die Aufzahlung am Ende der Seite bietet einen Ausblick auf die wesentlichen Lernziele des Kapitels
und schafft so eine hohe Transparenz fiir Schiilerinnen und Schiiler sowie Lehrkrafte. Durch einen
informierenden Unterrichtseinstieg konnen sich Schiilerinnen und Schiiler sowie Lehrkréafte auf das
Kommende einstellen. Idealerweise wird im Unterricht der Bezug hergestellt zwischen der Einstiegs-
situation und den im Ausblick angegebenen Lernzielen.
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K5
Ké
K2/6

K2/6

K1/5

K2/4

K2/4

K4/6

14

a Kap- 11

Wer braucht schon einen Taschenrechner?

® 75cm - 75 cm = 5625 cm?. Junas Ergebnis stimmt.

@ Die Umkehrung des Potenzierens ist das Wurzelziehen (Radizieren).

® Juna betrachtet zunichst die Tausender- und die Hunderterstelle (hier 56). Sie sucht die nichstklei-
nere Quadratzahl dieser zweistelligen Zahl (hier 49). Die Zehnerziffer der gesuchten Seitenldnge ist
die Zahl, die mit sich selbst multipliziert die zweistellige Zahl ergibt (hier 7). Dann wahlt Juna dieje-
nige Ziffer als Einerziffer der gesuchten Zahl, deren Quadrat auf die Einerziffer der gegebenen Zahl
endet (hier 5).

@ 2025: Die ndchstkleinere Quadratzahl vor 20 ist 16, also ist die Zehnerziffer eine 4. Die einzige Ziffer
zwischen 0 und 9, deren Quadratzahl auf 5 endet, ist die 5. Also lautet das Ergebnis 45.
3249: Die ndchstkleinere Quadratzahl vor 32 ist 25, also ist die Zehnerziffer eine 5. Die einzigen Zif-
fern zwischen 0 und 9, deren Quadratzahl auf 9 endet, sind die 3 und die 7. Produkt der Zehnerziffer
und ihres Nachfolgers: 4 - 5 = 20 < 49, also lautet das Ergebnis 57.
9604: Die ndchstkleinere Quadratzahl vor 96 ist 81, also ist die Zehnerziffer eine 9. Die einzigen Zif-
fern zwischen 0 und 9, deren Quadratzahl auf 4 endet, sind die 2 und die 8. Produkt der Zehnerziffer
und ihres Nachfolgers: 0 - 1 = 0 < 4, also lautet das Ergebnis 98.

® Um das Verfahren auf fiinfstellige Zahlen anzuwenden, betrachtet man zuerst deren drei erste Stel-
len. 31 ist die groBte natiirliche Zahl, deren Quadratzahl dreistellig ist.

® 12100 ist die Quadratzahl von 110, denn 11 - 11 = 121.
24 649: Die nichstkleinere Quadratzahl vor 246 ist 225 = 152, also beginnt das Ergebnis mit 15. Die
einzigen Ziffern zwischen 0 und 9, deren Quadratzahl auf 9 endet, sind die 3 und die 7. Produkt der
Zehnerziffer und ihres Nachfolgers: 4 - 5 = 20 < 49, also lautet das Ergebnis 157.
41616: Die niachstkleinere Quadratzahl von 416 ist 400 = 207, also beginnt das Ergebnis mit 20. Die
einzigen Ziffern zwischen 0 und 9, deren Quadratzahl auf 6 endet, sind die 4 und die 6. Produkt der
Zehnerziffer und ihres Nachfolgers: 1 - 2 = 2 < 16, hiernach wiirde sich also 206 ergeben. Das Ergeb-
nis lautet aber 204, die Entscheidungsmethode gilt also fiir fiinfstellige Zahlen nicht mehr.

o Kap- 12

Geometrie in der Kunst

@ Individuelle Losungen. Beispiel: Die Diagonalenlange eines kleinen Quadrats entspricht ungefahr
der Halfte der Seitenlange des grofen Quadrats, also 0,5 m. Zeichnet man tiber einer 0,5 m langen
Basis ein gleichschenklig-rechtwinkliges Dreieck, so ist die Lange eines Schenkels die gesuchte
Seitenldange des kleinen Quadrats.

@ Individuelle Losungen. Beispiel: Der Maf3stab der Abbildung ist naherungsweise 1:18. In der Abbil-
dung betrdgt die Lange der Diagonale ungefahr 77 mm, also ist die Diagonale in Wirklichkeit ndhe-
rungsweise 77 mm - 18 = 1386 mm = 1,4 m lang.

® Das graue Quadrat hat den doppelten Flicheninhalt des rosafarbenen Quadrats, also 2 m?.

Die Seitenldange d des grauen Quadrats ist also V2m2=V2 m.

® V2 ist eine irrationale Zahl. Sie gehort zur Menge der reellen Zahlen.
Der auf Euklid zuriickgehende Beweis der Irrationalitat von V2 findet sich im Schulbuch auf Seite 18
(Beweis).

@ Individuelle Kurzprasentationen.
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Babylonisches Wurzelziehen

@ Linge | des Rechtecks: | = x,— 0 = x, [LE]; Breite b des Rechtecks: b = Xl— 0= Xl [LE]
= Fldcheninhalt A des Rechtecks: A=1-b=x,- Xl = 7 [FE] o o
® Zeichnung vgl. Lehrbuch S. 13 0
1 Zeichne zundchst die Graphen der Funktionen f: x — % und g: x — X.
2 Lege den Punkt P, als Punkt auf dem Graphen G fest.
3 Konstruiere das Lot |, auf g durch P,,.
4 Markiere die Schnittpunkte P,' (des Lots |, mit dem Graphen G,) und A (des Lots |,
mit der Gerade g).
5 Konstruiere das Lot L, auf die x-Achse durch A.
6 Markiere den Schnittpunkt P, des Lots |, mit dem Graphen G;.
7 Wiederhole die Schritte 3 und 4 fiir den Punkt P,.

® Der Schnittpunkt S der Geraden g und des Graphen G; ist der gesuchte Punkt. Da der Punkt S auf G;
liegt, gilt A =7. Es liegt ein Quadrat mit gleich langen Seiten vor, da yg = g(xs) = X, gilt.

2+3 2,25+55=
(K5 ) mV5ix =2 = x,=—5=225 = x,=——""=2,24=2,2
3+£ _ 3,§+1—1_
Vilixy=3 = x, =52 =33 = x,=—22=3,32=33
17 17
s AL 4,125 +
V17:x,=4 = x, = 2“ =4,125 = x, = > Y12 412=4,1

Immer Arger mit den Hausaufgaben

@ a) Das erste Zwischenergebnis ist richtig. Will man die Terme unter einer Wurzel zusammenfassen,
so gilt jedoch V16 - V5 = V16 - 5 = V80. Der Fehler besteht also darin, dass die 4 im letzten
Schritt nicht einfach unter die Wurzel gezogen werden darf.
b) Die Wurzel wurde bereits gezogen und darf im Ergebnis nicht erneut geschrieben werden.
Korrekt lautet das Ergebnis %
¢) Hier wurden die Summanden multipliziert statt wie gefordert addiert. Das korrekte Ergebnis
lautet V3 + V3 = 2V/3.
® Fir die Addition und Subtraktion zweier Wurzelterme gibt es im Allgemeinen keine Vereinfachung.
Bei der Multiplikation bzw. Division werden zuerst die Zahlen unter den Wurzeln (Radikanden)
multipliziert bzw. dividiert und dann die Wurzel gezogen. Seite 24 des Lehrbuchs stellt alle Rechen-
regeln tibersichtlich dar.
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1.1 Die Quadratwurzel

1

Alternativer Einstieg: Schulbuch Seite 12

 Enidecken 8

K5 ® Abgeholzte Fliche pro Minute: 214000 m? = 0,214 km? = 21,4 ha
K2/5 ® Mit dem Taschenrechner findet man fiir die Seitenlange des Quadrats durch Probieren 462,6 m.

Nachgefragt

® Zu jeder positiven Zahl a gibt es zwei verschiedene Zahlen b, so dass a = b? ist, denn b und ihre
Gegenzahl -b erfiillen wegen (~b)? = b? = a beide die Gleichung.
® Es gibt genau zwei solche Zahlen: 0, denn 0 = V0, und 1, denn 1 = V1.

Aufgaben

(ks > 1 a) 11 b) 2 o 15 d) 1,4 e % f) 008 g 32 h)y 17 i) 10%=10000
D 107=01 K3 D3 ms5-4=1 n) 10 o) 6+8=14

2 a) 92=81<87<100 =107 also liegt /87 zwischen 9 und 10.
b) 142 =196 <205 < 225 = 152, also liegt /205 zwischen 14 und 15.
¢) 172=289<308< 324 =182 also liegt V308 zwischen 17 und 18.
d) 42=16<23,7<25= 52 also liegt \/23,7 zwischen 4 und 5.
e) 2n~6,3;22=4<6,3<9 =32 also liegt V21 zwischen 2 und 3.
f) 182 =324<357 <361 =192 also liegt V357 zwischen 18 und 19.
g) 30%2=900<915<961 =312, also liegt V915 zwischen 30 und 31.
h) 219 < (2%°-5) < 2%, also liegt V22° - 5 zwischen 2'° = 524288 und 2%° = 1048576.

3 Mithilfe des ersten Ergebnisses kdnnen alle weiteren Ergebnisse jeweils durch Verschiebung des
Kommas ermittelt werden.

1 V62500 =250 10,0625 = 0,25 V6,25 =2,5 V625000000 = 25000
2 V3610000 =1900  1/0,000361 = 0,019 V361 =19 V36100 = 190
3 V4,84 =22 V/0,0484 = 0,22 V484000000 = 22000 V484 =22
K5 > 4 1 Vi21=11 2 V100 =10 3 V144 =12 4 /625 =25 oder V225 =15
5 V64 =8 6 V400 =20 7 V256 =16 8 V576 =24 oder V676 = 26
K5 > 5 a)\(x)?2=Vx?=x,daxe Q" b) V(x-3)2 =Ix-3l=-(x-3) =3-x,dax<3

x—-3 flir x>3 d 2x—4 fir x>2
o Vx-3)2=Ix-3| ={ 0 fir x=3 ) V(2x-4)? = [2x - 4l ={ 0 flr x=2

-(x-3) fur x<3 —-(2x-4) fir x<2

—(12-4x) fur x>3  f) (@R+1)2=Ix+1l=x2+1

—_ 2= — = R ’

e) V(12-4x)? =[12-4x] { 0  fir x=3 dax?+1>0firallexe @
12-4x fir x<3

8) V(4x)2 =V16x% = 4 - Ixl =-4x,daxe Q-

16 Schulbuchseite 14/15



1.1 Die Quadratwurzel

6

7

8

9

K5/6) 10

K2/6) 11

1

x—4 flir x>4
0 fir x=0
—(x—4) fir 0<x<4

h) \/x2—8x+ 16 =\/(x—4)2 =|x-4] =

2x+2 fur
) Vax?+8x+4=\(2x+2)? =12x+2| = { 0 fir

—(2x+2) fiir

x>-1
x=-1
x<-1

Die Einheiten der Seitenlangen und Flacheninhalte wurden passend vereinheitlicht.

a) b) c) d) e) f)
A | 324cm? 576 m? 1225cm? | 134,56cm? | 16900m? | 49dm?
a 18cm 24m 35cm 11,6cm 130m 7dm
b 27cm 40m 25cm 2,9cm 100m 3,5dm
C 12cm 14,4m 49cm 46,4cm 169m 1,4m
a) 6<\/4_< 7 4 =40;41; 42; 43; 44; 45; 46; 47; 48
b) 9<V 2<10 2=282;92
Q7 <\/_ < 8 =50; 51; 52; 53; 54; 55; 56; 57; 58; 59; 60; 61; 62; 63

a) 1 a=15m
2 %-a-Za=az=9,61m2;a=3,1m

3 22+8.5 =332 =108 dm’ a’ =36 dm* a = 6 dm

4 6a’=150cm?;a’>=25cm%a=5cm

5 2(3a-2,5a+3a-a+2,5a-a)=26a’=6,5m%a’=0,25m%a=0,5m
b) Beispiele:

1 A=a’=81cm%a=9cm

3 A=3a’=75dm%}a=5dm

5 A=26a’=104m?*a’=4m%a=2m

2 A=a’=529m%a=23m
4 A=6a2=216cm%a’=36cm%a=6cm

Alaska | Baikalsee | Belgien China Deutschland | Frankreich | Ukraine
rr:alf;‘;”'”ha't 1718000| 31700 | 30700 9597000 357000 643800 | 603600
Seitenlange
des Quadrats 1300 180 180 3100 600 800 780
in km
a) V106 = 1000 = 103 107% =55 = 1072 V102 = 1000000 = 10°

b) Beim Radizieren einer Potenz halbiert sich der Exponent, die Basis bleibt gleich.

Beispiele: V\/\/_T=1; VW16 =2; V6561 =3; V625 =5; V\/F=10
WaT =3; We25 =5; V256 = 2;\W1296 =\W16-81 =V4-9=2-3=6

Man findet solche Zahlen als Radikanden, indem man eine nattirliche Zahl zweimal oder 6fter
quadriert.

Schulbuchseite 15/16 17
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K2/5) 12

k2/5) 13

K1/2) 14

18

1.1 Die Quadratwurzel

a) V2Xx=7 = 2x=49 = x=24,5¢G
Probe:V2-245=V49=7 v = L={7}

b) Vx-2=6 = x-2=36 = x=38¢G
Probe:V38-2=V36=6 v = L={38}

0 Vx-1)?=3 = Ix-1=
1.Fal:x-1=3 = x,=4eG  Probe:|/(4-1)*=3 v/
2.Fal:x-1=-3 = x,=-2€G Probe:\/(-2-1)2=3 v/
= L={2;4}

Durch gezieltes Probieren findet man z.B.:

Der Term nimmt den Wert —3 z.B. fiir (-5; -2), den Wert -1 z.B. fiir (~2; 5), den Wert 1 z. B. fiir (2;

und den Wert 3 z.B. fiir (5; 2) an.
Allgemeine Betrachtung:

x#0,y#0mitx=y T(x;y) = Ixl M+—|X_y|

X oy X=y
1.Fal: x>0,y>0 = 1 Tx;y)=1+1+1=3 fallsx>y
Tx;y)=1+1-1=1 fallsx<y
) =

2.Fall: x<0,y<0 = 1 Tx;y)=-1-1+1=-1 fallsx>y
Tx;y)=-1-1-1=-3 fallsx<y
Damit ist gezeigt, dass der Term T (x; y) jeden der vier angegebenen Werte annehmen kann.

_5)

a) \/E kann keine natdrliche Zahl sein, denn \/2_ =5und \/3_6 =6, also muss \/E zwischen 5 und 6

liegen. Es gibt aber keine natiirliche Zahl zwischen 5 und 6.
Alternative Begriindung: 29 ist keine Quadratzahl.

b) Liv nimmt 5, die groB3te natiirliche Zahl, die kleiner als \/5 ist, als Ganze. Dann nimmt sie die

Differenz aus 29 und der nachstkleineren Quadratzahl 25 als Zahler des Bruchs. Als Nenner nimmt

sie die doppelte Anzahl der Ganzen, also 2 - 5 = 10. Falls moglich, kiirzt Liv den Bruch.

Vergleich: TR ergibt V29 = 5,385...; Livs Verfahren ergibt V29 = 51% =5,4.
c) Beispiele:

V56: TR ergibt /56 =7,4833...; Livs Verfahren ergibt V56 = 7% = 7% =7,5.
V89: TR ergibt V89 =9,4339...; Livs Verfahren ergibt V89 = 9% = 9% =9,4444... .
V40: TR ergibt Va0 =6,3245...; Livs Verfahren ergibt V40 = 6% = 6% =6,3333....

Schulbuchseite 16
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1.1 Die Quadratwurzel

Das Heron’sche Ndherungsverfahren zur Bestimmung
von Quadratwurzelwerten

1

2

3 Mita, =20 als ,abwegigem* Startwert fiir V2 weicht zwar erst der Ndherungswert a, um weniger
als 10% von V2 ab; auf fiinf Dezimalen ,,steht“ jedoch die Iteration bereits ab dem Ndherungswert

Jeweils der folgende Wert a_ | , im Iterationsverfahren ergibt sich als arithmetisches Mittel aus den
beiden Seitenlangen des vorherigen Rechtecks,

ndmlicha undb =A:a,.

Damit werden nach Wahl eines Startwerts a, > 0 mit ai ~ A nacheinander zunehmend bessere

a1+A:a1. _a2+A:a

Néherungswerte a, = ————;a; =——

2 usw. fiir VA berechnet.

Gesuchter Wert Ndherung \E

Ndherung V13,85

Ndherung VE

Startwert 1,00000

5,00000 3,00000

1. Ndherung 2,00000

5,00000 3,80833

2. Ndherung 1,75000

5,00000 3,72255

3. Naherung 1,73214

5,00000 3,72156

4. Naherung 1,73205

5,00000 3,72156

5. Ndherung 1,73205

5,00000 3,72156

Gesuchter Wert Ndherung VE

Ndherung V178923

Startwert 10,00000

400,00000

1. Naherung 9,95000

423,65375

2. Ndherung 9,94987

422,99342

3. Ndaherung 9,94987

422,99291

4. Naherung 9,94987

422,99291

5. Naherung 9,94987

422,99291

A N&herungswerte

6,00000
5,00000
4,00000 1
3,00000
2,00000
1,00000
0,00000

Niherung /13,85

Néherung\E

T T T >
Startwert | 2. Ndherung ‘ 4. Ndherung ‘
1. Ndherung 3. Ndherung 5. N&herung

Naherungswert /99

10,01000
10,00000
9,99000
9,98000
9,97000
9,96000
9,95000
9,94000
9,93000

9,92000 +— T T

Startwert | 2. Ndherung | 4. Ndherung

1. Ndherung 3. Ndherung 5. Ndherung

Niherungswert V178923

430,00000
425,00000
420,00000
415,00000
410,00000
405,00000
400,00000
395,00000
390,00000
385,00000 +— ‘ ‘ >
Startwert 2.Naherung‘ 4. Naherung ‘
1. Naherung 3. Ndherung 5. Ndherung

ag:
a, =20
a; =1,741357...
a, = 1,414213..

a, = 10,05
ag = 1,444943...
a;,=1,414213...

a; = 5,124502... a, =2,757392...
a, = 1,414540... ag = 1,414213..
Schulbuchseite 17
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1.2 Irrationale und reelle Zahlen

1

 Enidecken 8

Ké @ Individuelle Rechercheergebnisse.

Ké

Nachgefragt

Alternativer Einstieg: Schulbuch Seite 12 und 13

@ Die Kreiszahl it hat unendlich viele Nachkommastellen, die keinerlei Periodizitdt aufweisen.

® Irrationale Zahlen x mit 22 < x < 32 sind z.B. /5, V6, V7, V8.

m o= % ist ebenfalls eine Bruchzahl mit ganzzahligem Z&hler und Nenner, also rational.

Aufgaben

»a>Va gilt nicht fiir alle a € RS. Gegenbeispiel: 0,25 <1/0,25 = 0,5

(ks 1 d [ [0 ]ld &[N [ M| d][k][D[m
N X
Z X X X X
Q X X X X X X X X X X X X
R X X X X X X X X X X X X
n | o | p | g r s) t) W | v)  w | x|y | 2
N X
VA X X
Q X X X X X X X X X
R| x X X X X X X X X X X X X
ks > 2 a) Vi7<17 b) V0,17 >0,17 ) Z>n d) V2<1,5

e) \/?>1,5

f) 2=10,16
3

9 3>\

h) (—275)2 >2,5

a) Herr Langfinger behauptet, das Juweliergeschift nicht zu kennen. Seine DNA am Tatort scheint

dazu in einem Widerspruch zu stehen. Allerdings kann auch jemand anderes Herrn Langfingers
Handschuh zum Einbruch mitgenommen haben, um Herrn Langfinger dadurch zu belasten. Man
muss also bei Kriminalfadllen mit dieser Beweismethode vorsichtig umgehen.

b) DNA-Beweise beruhen auf physikalisch-chemischen Untersuchungen, die z. B. Messfehler aufwei-

sen kdnnen. Mathematische Beweise beruhen auf Voraussetzungen (z. B. Axiomen) und daraus
logisch zwingend abgeleiteten Schliissen.

Ki/6) 4 a)

Beim indirekten Beweis (Widerspruchsbeweis) nimmt man zunéchst das logische Gegenteil der

Behauptung an und zeigt, dass diese Annahme zu einem Widerspruch fiihrt. Daraus folgt, dass die

urspriingliche Behauptung wahr ist.

b) V3 ist eine irrationale Zahl mit unendlich vielen Nachkommastellen, da 3 keine Quadratzahl ist.
Der Taschenrechner gibt nur endlich viele Nachkommastellen an, deshalb kann sein Ergebnis nicht

exakt sein.

20 Schulbuchseite 18-20



1.2 Irrationale und reelle Zahlen

1

5 a) Die Aussage ist wahr, denn es gilt NC R.

b) Die Aussage ist falsch, denn irrationale Zahlen (z.B. w, V2) sind zwar reelle Zahlen, aber keine ratio-
nalen Zahlen.

¢) Die Aussage ist wahr. Die reellen Zahlen liegen dicht auf der Zahlengeraden (vgl. Kasten S. 18 im
Schulbuch).

d) Die Aussage ist wahr. Zwischen zwei rationalen Zahlen liegen unendlich viele weitere rationale
Zahlen.

e) Die Aussage ist wahr. Zwischen zwei rationalen Zahlen liegen unendlich viele weitere reelle Zahlen.
f) Die Aussage ist wahr. Beispiel: V2 ist eine irrationale Zahl, aber (V2)? = 2 ist eine rationale Zahl.

| K4 » 6 Vorgehen: siehe Beispiel Il auf Seite 19 im Schulbuch.

a) x=V18 cm= 4,24 cm b) x=V50 cm=~7,07 cm
lcm
|_|

P
0 2 4 10 12

¢) x=V72cm=8,49 cm
lcm
|_|

7 a) vk g verlauft durch keinen Gitterpunkt auBer dem
g Ursprung, da alle Punkte P von g die Koordinaten
P(x1V2 - x) haben.
Fiir jede ganzzahlige x-Koordinate eines Punkts P
44 ist die zugehdrige y-Koordinate somit irrational,
insbesondere also nicht ganzzahlig.

b 4

8 -6 -4 —2 2 4 6 8

Schulbuchseite 20 21



1.2 Irrationale und reelle Zahlen

1

K5 b) Geradeh:x»emh-x:;_t
—-1_-1(_-1-v2 __1
Mh =, \/7( V22 ;V2)
Setze m, und P (V212) in die Gleichung von h ein: 2 =% V2+t = t=3. h xe—%\/f-x+ 3
8 Die Diagonale des Quadrats mit der Seitenldnge 1 bildet die Seite eines zweiten
Quadrats, dessen Flacheninhalt doppelt so grof} wie der des ersten Quadrats ist.
Die neue Seitenldnge betragt somit V2 LE.
0 1V2
9 Die Primfaktorzerlegung einer Quadratzahl enthlt von jedem vorkommenden
Primfaktor eine gerade Anzahl, da n? = n - n. Ist die Quadratzahl gerade, so enthilt sie also eine gerade
Anzahl des Faktors 2. Beim Radizieren von n? halbiert sich die Anzahl jedes vorkommenden Prim-
faktors. Deshalb bleibt beim Radizieren einer geraden Quadratzahl n? mindestens ein Faktor 2 {ibrig,
also ist n gerade.
K& 10 [y B C D E F G H I J K
V2 2 V8 3 4 V18 5 V32 6 7 V50
11 Das Quadrat mit der Seitenldnge 7 hat die Diagonalen-
lange V98.Man iibertrégt die Lange der Diagonale auf fam
die Zahlengerade (siehe auch Aufgabe 8 und Beispiel Il
aufS.19 im Schulbuch).
12 a) ®=2-9=18 x=Vi8 N
b) x?=2-16=32; x=V32
) X=(3+1)2-4-0,5-3-1=16-6=10; x=V10 4 Vo8
d) xX2=24; x=V24 b
O T é T [I* T é 8 T ‘IO T 1I2 ™
1B 0 0,6 1,2 1,8 2,4 3
f(x) 0 0,77459667 | 1,09544512 | 1,34164079 | 1,54919334 | 1,73205081
X 3,6 4,2 4,8 5,4 () 6,6
f(x)| 1,8973666 2,04939015 2,19089023 2,32379001 2,44948974 2,56904652
X 7,2 7,8 8,4 9 9,6 10,2
f(x)| 2,68328157 2,79284801 2,89827535 3 3,09838668 3,19374388
X 10,8 11,4 12 12,6 13,2 13,8
f(x)| 3,28633535 3,3763886 3,46410162 3,54964787 3,63318042 3,71483512
X 14,4 15 15,6 16,2 16,8 17,4 18
f(x)| 3,79473319 | 3,87298335 | 3,94968353 | 4,02492236 | 4,09878031 | 4,17133072 | 4,24264069
Lt
Ge
1 1 1 1 1 1 1 5
" 18 20 2 2
22 Schulbuchseite 20/21




1.2 Irrationale und reelle Zahlen

1

Irrationale Zahlen in der Geschichte der Mathematik
| K5 »  m Taschenrechner-Wertvon V2: 1,414213562

%5 14

K1/5) 15

K2/6) 16

Ki/6) 17

K5/6) 18

Naherung der Inder: % =~ 1,414215686

1,414213562 - x = 205 = x=1,00000150208891

Die Abweichung des indischen Wertes vom Taschenrechner-Wert betragt 0,000150208891 %.
Niherung der Babylonier: 60° + 24 - 6071 + 51 - 6072 + 10 - 607 = 29247 = 1 41421296

~ 21000
1,414213562 - x = 2223 = x=0,999999576416849

1-0,999999576416849 = 0,000000423583151
Die Abweichung des babylonischen Wertes vom Taschenrechner-Wert betrdagt 0,0000423583151 %.
Damit ist der babylonische Wert noch etwas genauer als der indische.

V3<-V2<2°<1,4<232 V2 <\5<3,1<31<314<n<3,15<2n—1

99
Folgende Zahlen sind irrational: =V3; -V2; V2; V5; m; 2 — 1.

a) Radiziere: b) Forme dquivalent um und radiziere:
x=V81=19 = L={09;9} x2 =100 = x=1+1100 =+10 = L={10; 10}
c) Forme dquivalent um und radiziere: d) Radiziere und forme dquivalent um:
2x*=96 & x*=48 = x=+V48 x—t4=22 = x=4:1 5 1=3,54,5
= L= {—\/E; \/E} 2 2
e) Radiziere und forme dquivalent um: f) Radiziere: x = :% - L= {_%; %}
x-7=0=x=7 = L={7}
g) Multipliziere aus, forme dquivalent um h) Forme dquivalent um:
und radiziere: x> =-8 Widerspruch = L={}

X-1=-1 o x¥=0=x=0 = L={0
i) Forme dquivalent um:

V3i-2=x = L={V3-2}

a) Die Buchstabenanzahl jedes Wortes ergibt modulo 10 genommen die Ziffer an der entsprechenden
Dezimalstelle. Beispiel: Das 5. Wort ,,Menschenwort®“ hat 12 Buchstaben, entspricht also der
Ziffer 2 mod 10.

b) Individuelle Rechercheergebnisse. Beispiele: Goldener Schnitt, Berechnungen am Kreis, periodi-
sche Vorgidnge (Kreiszahl rt), Wachstumsvorgénge (Euler’sche Zahl e).

2
Laurin hat nicht Recht. Aus (%) =2 folgt% =V/2. Damit ware V2 eine rationale Zahl, was nicht der Fall
ist (vgl. Beweis auf Seite 18 im Schulbuch). Die Annahme, dass es zwei natiirliche Zahlen p und g mit

p\2 L .
(ﬁ) = 2 gibt, ist somit falsch.

a) U=2n-r=1-1; A=r2-n=%1-r2

b) mistirrational. Ware 1 rational, also in der Form © = % mit p, g € N darstellbar, dann wére
= % = % ebenfalls rational, was ein Widerspruch ist. tist also irrational.

¢) Individuelle Antworten. Die Teilaufgabe a) zeigt, dass sich die Formel fiir den Kreisumfang bei
Verwendung von t vereinfacht, wahrend die Formel fiir den Flacheninhalt eines Kreises dadurch
komplizierter wird. Insgesamt ergibt die Verwendung von 1 bei diesen Beispielen somit keinen

Vorteil.

Schulbuchseite 21/22 23



1

24

19

20

21

22

1.2 Irrationale und reelle Zahlen

Die Wurzel aus einer Primzahl kann nicht rational sein.

Begriindung: Damit eine Wurzel aus einer natiirlichen Zahl n einen rationalen Wert hat, muss die Zahl
n eine Quadratzahl, also in der Form n = p - p mit p € N\{1; n} darstellbar sein. Dann ist aber p neben 1
und n ein weiterer Teiler von n. Die Zahl n kann also keine Primzahl sein.

Also kann die Wurzel aus einer Primzahl nicht rational sein.

a) Die Zahl 0,10100100010000100000... ist eine unendliche, nicht periodische Dezimalzahl, also irra-
tional.

b) Beispiele: 0,20200200020000... ; 0,10200300040000500000...

¢) Auch diese Dezimalzahl hat unendlich viele Nachkommastellen (die Nachkommastellen sind die
natiirlichen Zahlen) und ist nicht periodisch.

d) Irrationale Zahlen sind unendliche, nicht periodische Dezimalzahlen.

Individuelle Losungen. Die Euler'sche Zahl e = 2,718281828459... spielt z. B. bei Wachstumsvorgangen
eine wichtige Rolle.

Individuelle Entwiirfe. Es kénnen z.B. die einzelnen Schritte des Beweises (siehe Seite 18 im Schul-
buch) auf Kdrtchen geschrieben werden. Diese Kdrtchen miissen dann in die richtige Reihenfolge
gebracht werden.
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K5/6

K1/6

K2/5

1.2 Irrationale und reelle Zahlen

Die Intervallschachtelung

1 a)

b)

Bei der Intervallschachtelung wird eine bestimmte (gesuchte) Zahl durch immer kiirzere Inter-
valle eingegrenzt, wobei jedes folgende Intervall im vorherigen Intervall enthalten ist.
V3 e[1;2],da1? <3 <22

V3 e[1,7;1,8],da 1,72 <3< 1,82

V3 €[1,73;1,74], da 1,732 < 3 < 1,742

V3 e[1,732;1,733),da 1,7322 < 3< 1,733, also V3 = 1,73

V5 e€[2;3],da22<5 <32

V5 €[2,2;2,3], da 2,22 < 5 < 2,42

V5 €[2,23; 2,24], da 2,23% < 5 < 2,242

V5 €[2,236; 2,237], da 2,236% < 5 < 2,237, also V5 = 2,24

V21 € [4; 5], da 4? <21 < 52

V21 € [4,5; 4,6], da 4,57 < 21 < 4,67

V21 € [4,58; 4,59], da 4,582 < 21 < 4,592

V21 € [4,582; 4,583], da 4,582% < 21 < 4,583, also V21 = 4,58

¢) Verfahren der Intervallhalbierung: Man ermittelt, in welcher Hilfte des Intervalls die gesuchte
Zahl liegt, und arbeitet mit dieser Halfte im nachsten Schritt weiter.
V3: [1;2]  [1,5;2] [1,5;1,75]  [1,625;1,75]...
\V5: [2; 3] [2; 2,5] [2;2,25] [2,125; 2,25]...
V21:  [4;5]  [4,5;5]  [4,5;4,75]  [4,5;4,625]...
Das Verfahren der Intervallhalbierung erfordert weniger Rechenaufwand, aber die Intervall-
schachtelung liefert bei derselben Anzahl von Schritten ein genaueres Ergebnis.
2 a) Die Intervalle bilden keine Intervallschachtelung, da ein Teil des vierten Intervalls nicht im drit-
ten Intervall liegt.
b) Die Intervalle bilden eine Intervallschachtelung, denn alle vier Kriterien sind erfiillt. Die Intervall-
schachtelung kénnte z.B. fiir die Zahl V5 gelten.
c) Die Intervalle bilden eine Intervallschachtelung, denn alle vier Kriterien sind erfiillt. Die Intervall-
schachtelung kénnte z. B. fiir die Zahl 4%‘0 (oder auch fiir die Zahl 5) gelten.
3 Die ersten flinf Schritte moglicher Intervallschachtelungen:
1. Schritt 2. Schritt 3. Schritt 4. Schritt 5. Schritt
a) [0,3; 0,4] [0,33; 0,34] [0,333; 0,334] | [0,3333; 0,3334] | [0,33333; 0,33334]
b) [3; 4] [3,1; 3,2] [3,14; 3,15] [3,141; 3,142] [3,1415; 3,1416]
) [9; 10] [9,9; 10,0] [9,94; 9,95] [9,949; 9,950] [9,9498; 9,9499]
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1.3 Rechnen mit reellen Zahlen

1

Alternativer Einstieg: Schulbuch Seite 13

 Enidecken 8

® V9 -V4=V9-4,dennV9-V4=3-2=6; V9 -4=\36=6.
V16 - V100 = V16 - 100, denn V16 - V100 = 4 - 10 = 40; V16 - 100 = V1600 = 40.

V81 +V16 # V81 +16,denn V81 +V16 =9+ 4 = 13 #1/97.

V225 _+[225 V225 15 ,‘(225_ _

ﬁ— m,dennﬁ—ﬁ—lj, m—\/2,25—1,5.

144 _ 12 4onny[144 _ VIds _ 12

169 13’ 169 ~ Vie9 13°

(VO +V16)2%9+16,denn (V9 +V16)2 =9+2V9-V16 +16 =9+2-3 -4 + 16 = 49;
9+ 16 =25.

7+V9#V49+9,denn7+V9=7+3=10; V49+9=7+9=16.
V16-9 # V16 -V9,denn V16 -9 =V7; V16 -V9=4-3=1.
V25 -V16 #V25-16,denn V25 -V16 =5-4=1; \25-16 =\/9 = 3.
® GesetzmaBigkeiten: Bei Wurzeln mit Punktrechnungen dndert sich der Wert des Terms nicht, wenn
man die Faktoren bzw. Dividend und Divisor unter einer Wurzel zusammenzieht.
Bei Strichrechnungen, also Summen und Differenzen, dandert sich jedoch der Termwert.

Beispiele: V64 - /36 = 8- 6 = 48; V64 -36 = V2304 = 48 gleiches Ergebnis
V64 +V36 =8+ 6 =14; V64 +36 =V100 = 10 verschiedene Ergebnisse

Nachgefragt

K1/6 ® V(X2 = V52 = Ix| Falls x < 0 ist, gilt x| = —x, falls x > 0 ist, gilt Ix| = x.

K2/5 ® Der Term T(x) = V2x~7 ist nur definiert, wenn der Radikand 2x-7 > 0 ist.
2x—720flirx=3,5,alsoist D =[3,5; +oo].
Ermittlung von x:

T) =5 & \2x=7 =5 & 2x-7=25 & x,=16

K5 > 1 a)?2 b) 2V2 ) 4 d) 18
e 1t f 7 g) 0,75 h) 72
) 0,24 k) 1 n 3 m) 5
n) 4 0) 4 p) 4 q -£V3
r) 1000 s) 3 t) 8 u) 49
v) 15 w) 2 x) 8 y) 15
2 Individuell gestaltete Mindmaps.
3 a)3V2 b) 2V3 0 2V10 d) 5V3 e) 5V5 f) 10V3
g) 6V2 h) 7V3 ) 4V5 ) 8Vs k) 3Vi1 D 10V5
m) 10V10 n) 15V2 0) 2V17 p) V2 Q) 2V3 n 2Ve

Die Ergebnisse des Taschenrechners sind in der Dezimaldarstellung nicht exakt, da sie nur endlich
viele Nachkommastellen angeben.
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1.3 Rechnen mit reellen Zahlen

1

4 a)Vis b)V20 ¢ V50 d)Ve3 e Viaz f) V363 g V99  h) V6
i V3 i) V12 k) V3 H V3 m) V5 n) 0) /0,05 p) \/0,8
Q) VIo 1) V12,5 s) V2 t) V8 u) V32  v) V20 w) V1000

5 a) V4+\/9=V25 b) V121 + V144 = V529 0
d)\/_8 V2 =2V2 e) z.B.V27 +3V3 =108 f) V10 +V40 =190
g) V169 -V25 = V64 h) z.B.V4+V1=\9 i) z.B.V9+V1=V16; V4 +V4 =V16
6 a)ava b) 3va ) 6V6a d) 7xV7x e) 19Va
f) V15a g) 0,1xVX h) 2x2Vex i) 16Vx i) 4ax?V2ax
k) Fiir negative Werte von a bzw. x wéren die Radikanden negativ, und die Wurzeln waren damit nicht
definiert.
7 a) -5V2=-7,07 b) 8V3=13,86 00 d) V2+2V2-3V2=0
e) 5V2-7V2+2V2=0 f) 0,5V2+1+V2=1,5V2+1=3,12
g) 3V5+9V2 = 19,44 h) 5V3 +9V2-4V3-10V2 =V3-V2=0,32

i) 15V2-14V3+5V2-7V2=13V2-14V3 ~-5,86

i) 24V2-12V2-10V2 +18V2 =20V2 = 28,28

k) 3Vx ) o m) 0 n) labl=ab o) labl=-ab p) la2b?l = a2p?
Individuelle Erlauterungen der Rechenschritte mithilfe der Rechenregeln fiir Wurzelterme und des
teilweisen Radizierens.

8 a)12 b)10-2V5 o 6V3+6 d) BV6)2=54 e 1 f) 2V6)-V2)=4V3
g) V12+4)(2-V3)=02V3+4)(2-V3)=202+V3)(2-V3)=2(4-3) =
h) 3V5+5V3)(5V3-3V5) =30 i) BV3-4V3)-V3=-3

Individuelle Erlauterungen der Rechenschritte mithilfe der Rechenregeln fiir Wurzelterme und des
teilweisen Radizierens.

9 a) Dreieck ist nicht konstruierbar, da a + b < ¢ (Dreiecksungleichung nicht erfiillt).

b) Dreieck ist konstruierbar,daa+b>c,a+c>bundb +c>a (Dreiecksungleichung erfiillt).
U=a+b+c=2V7cm+V3cm+5cm=12,0cm

¢) Dreieck ist konstruierbar,daa+b>c,a+c>bundb +c>a (Dreiecksungleichung erfiillt).
U=a+b+c=24cm+2V5cm+21cm=49,5cm

d) Dreieck ist konstruierbar,daa+b>c,a+c>bundb +c>a (Dreiecksungleichung erfiillt).
U=a+b+c=3V5cm+2V7 cm+V73 cm=20,5cm

10 a) x b) 9x ¢) 0,2xy d) 4x* e) 12yz f) ’Z‘—z g) 3,75x h) 8x> i) 1,5xy

11 a) V3(1+V2) b) V5 (V5 +1) o V2(V5-1)
d) V2(V2 +1) e) V3(x-y+2) f) Ve (1 +\/§+\/§)

12 V3 =3V3:\37=3; (V37) =27 \/ 2o, \/7 W3
Ungleichungskette: V§ <\/%<\/_<\/_< \/_)

Prozentsatz: 271_ L= 26=2600%
Der groRte Wert ist um 2600 % grofier als der kleinste.

13 \/g=\/§=\/@=2 %; 3\/§=\/@=\/%77= 3%:AlexishatRecht.

Individuelle Erlduterungen.

; ‘i .\[i_ i.ﬂl_ L.Vi_ 9
Weitere Beispiele: 524—5\/;, 748—7\/47, 980—9\/;
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1.3 Rechnen mit reellen Zahlen

1

14 a) £V5 b) 1v3 0 ¥=% 15 d 14@ 114,
9 le=iVe f) AE2V5 245 V10 (- yig)
15-V3 _15-V3-V5 _Vi5 VZ+2V2 _3VZ _3
® o35 1035 ~i0 h =5 =7 - =1(=3)

) 2V15-3Vi5 _ Vi5 _ (__1) 0 4V6+5V6 _ 9V6 _ 18V3 _ 9V3
Vs Vis 6V2-10V2  4V2 8 4

Individuelle Erlduterungen mithilfe des Rationalmachens des Nenners und einem vorteilhaften

Einsatzes der Rechenregeln sowie dem teilweisen Radizieren. So konnen die Teilaufgaben d) und j)

ohne Erweitern gelost werden.

K5 > 15
V5 2V5 45 V504 6V7 3V14
e l R l
5 10 20 2Va2 2V21 Va2
l | l ) l l
5.-V5 10-V5 20-V5 2V14 2V7 V14

I 12 _ 12V6 _12V6
16 a) richtig, denn: == =T = 5 = =2V6

b) falsch, der Term kann nicht weiter vereinfacht werden.

¢) falsch, richtigist: \/% = \E =

17
Start VsaZz =aVs — aVs V2723 =3a\3a —»
BN /17525020 = 522bcV7ac —» [EEBCUAE V18a ‘{23_ .

4, 4 2

a Zg—b V21a’ +29a” =5a%V2a  —» | 5a°\2a Veoa'+a® _9a% 41 .,
92 41 V3a’-2b* _ 1 1 )
b V2 Vaa? 3bF 3V2 — V2 Ziel

18 a) VI8 =3VZ; VB - VI8 =3V2; 5VZ-2V2=3V2; VI _ 12 _6V2_ 55,

2 2V2 2
%:\/_=3\/_; %=\/_; %mchtdefmlert;B\/_

Die Terme 1-4 und 7 sind dquivalent zu V18.
b) Individuelle Losungen moglich.

3 3
19 a) i=ﬁ b) L=ﬂ=\/¥ C) (2\/;) =8(\/;) =8 d) ZX\/; =2X\/;=2X\/)_(=L=X

a VK1 Ve ()’ Vxe3x  Vax  2Vx 1
o) Vi0x-Va0x _ Viox-2Viox _ -Viox _ 1_ f) X =Vx
Viox Viox Viox 1 Vx

20 a) DerTerm T(x;y) =\/x-y ist auch definiert, wenn x und y beide negativ sind, da dann x - y > 0 ist.
b) 1 6 2 2V3 3 99 4 70
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1.3 Rechnen mit reellen Zahlen

21 a) Dlmax=[_5; 5] D2max=R
b) 1 T,(x) ist rational z.B. fir x € {0; 4; V21; 2V6; 5}
T,(x) ist rational z. B. fiir x  {0; V11; 2V6; V39; 12}
2 T,(x)istirrational z.B. fiirx {1;V2;2;V10;2V3}
T,(x) ist irrational z. B. fir x e {1; V2; 3; 2V5; 10}

K522 [reis a) b) 0 d) o)
Radius 2cm ~0,56m | =282cm | =4,47dm | =56,4m
Umfang ~12,6cm | =3,5m =~17,7cm | =28,1dm | =354,5m
Flicheninhalt | 4mcm? 1,0 m? 25cm? | 62,8dm? 1,0 ha

K5 » 23 a) richtig, D =[5; ool. b) falsch; richtigist: D = ]—oo; 5].
c) Der Term ist definiert fiir die angegebene Zahlenmenge, aber die maximale Definitionsmenge
lautet: D = R.
d) falsch; richtigist: D =[10; ool. e) falsch; richtigist: D = ]0; oo[.

f) richtig, D = ]-oo; 1[.

24 V75 mm:V3 mm=V75:3=125=5
Die Strecke der Lange V3 mm passt genau fiinfmal in die Strecke der Linge V75 mm.

J

b)? b
25 a) ((2x+y)? =[2x+y| b) (a+5) =|a+7|
0 Vi+y)2 =2 +y? =x?+y? d) \/8(x2—6x+9) =\8(x-3)2=2V2-Ix-3|

26 a) Aj=5dm? = r2n=5dm? = r, =1,26dm=12,6 cm
b) A,=3-A,=15dm? = r,2-t=15dm? = r,~2,19dm= 21,9 cm

;
L~ 0,4246 ~ 42,5%

r -
prozentualer Unterschied: -2
2

Der Radius des ersten Kreises ist um 42 % kleiner als der des zweiten Kreises.
©) AusA,=3-A folgtr,= V3- r,. Fir den prozentualen Unterschied gilt damit:
n-n_V3on-n n(3-17 y3-q
n o Vi, V3, 3
Der prozentuale Unterschied ist somit unabhdngig vom Radius konstant, wenn A, =3 - A, gilt.

= 0,4246 = 42,5%

27 a) ( V741, )1000 [(\/7+1)(\/— 1)]1000 [%]1ooo=11000=1

(\/E+\/_. 5 )ZOOO_[(\/_8+\/_)(\/_—\/§) ]2000_[18—3]2000_[E]ZOOO_ 12000 _ 1
3 "Vig+\3 - 35 15 115 - -
Das Ergebnis ist in beiden Fallen gleich 1.

b) Beispiele:

1 1 1 1 1 o o Vi=3_2=
1 \/§+\/§+\/§+\/7+\/7+\/€+\/€+\/§+\/§+\/Z_"' Vo-V4=3-2=1
5 (\/ﬁ-m_ 3 VO

4 V27 +V15
2 2B+Vs5x) _ 2B+V5x) _2(B+V5x)

28 ) S T BVvEIG Ve | 2-(/Ex)? - 9-5x
Der Bruch wurde unter Beachtung der 3. binomischen Formel so erweitert, dass im Nenner keine
Wurzel mehr vorkommt.

=.=1
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1

1.3 Rechnen mit reellen Zahlen

by 3 - 3 3(2-V5-V6) 3( ~V5-V6) _3(2-V5-Ve)
2-V5-V6 2+V5-V6 (2+V5-V6)(2-V5-V6) 4-(G-V6) V6 -1
_3(2-V5-V6)We+1) _3(2-V5-V6 )6 +1) _3(2-V5-V6)We+1)
V6 -1)(V6é+1) (6-1) 5

Zur Vereinfachung kann der B ruch zuerst mit —1 gekiirzt werden. Dann wurde der Bruch unter
Beachtung der 3. binomischen Formel zweimal so erweitert, dass im Nenner keine Wurzel mehr

k .
) vor ?mmt= 1-Vx-V2 _1-Vx=-V2 _1- x—\/5= (1-V —Vf)(\/f—(l—x))
1V V2 (1eVav2) (1-Vxv2) 1-G-V2) V2+(1-»  (2+@1@-0)V2-(1-%)
_(l_v _ﬁ)(ﬁ—(l—x))_(l—\/x \/5)()(+\/§ 1) (1—VX—\/§)(X+\/§—1)
- 2-(1-x)? T 2_(1-22x+d) 21 2x+ 1
(1-Vxk=V2)a-v2-%
B x2-2x-1

Der Bruch wurde unter Beachtung der 3. binomischen Formel zweimal so erweitert, dass im Nenner

keine Wurzel mehr vorkommt. Zur Vereinfachung wurde im letzten Schritt mit —1 gekdrzt.

29 Mikas vier Behauptungen sind alle falsch. Gegenbeispiele:

Summe: V2+(=V2)=0 Die Summe zweier irrationaler Zahlen kann rational sein.

Differenz:  V2-V2=0 Die Differenz zweier irrationaler Zahlen kann rational sein.
Produkt:  V2-V8=V16=4 Das Produkt zweier irrationaler Zahlen kann rational sein.
Quotient: V27 :V3=V9=3 Der Quotient zweier irrationaler Zahlen kann rational sein.

30 222=5x = z=\/2,5x(x,z>0)

30

a) z nimmt auf das V2-Fache zu: Wenn x zu 2x wird, ist z, = V2,5-2x=V2 -\/2,5x =
b) z nimmt auf das 2,5-Fache zu: Wenn x zu 6,25x wird, ist z, = V2,5-6,25x=2,5-\2,5x=2,5-z.
¢) znimmt auf das Vr-Fache zu: Wenn x zu r - x wird, ist z_ = V2,5 r-x = Vr- V2,5x = Vr -z

Erweiterung der reellen Zahlen zu den komplexen Zahlen

® Fira,b,ce Cmita=x+iy,b=u+iv,c=w+iz(x,y,2 u,v, we R) gilt:
Kommutativgesetz: a + b =b +a bzw. (x +iy) + (u+iv) = (u+iv) + (x +iy).
Assoziativgesetz: (a+b) + c=a + (b + ¢) bzw.
[(x+iy) + (U+iv)] + (W+iz) = (x+iy) + [(u+iv) + (W+iz)]

® Multiplikation: a-b = (x +iy) - (u+iv) = ux+ivx+iuy +i%vy = ux—vy +i(vx+uy)
Division: ) . . )
a:b=(x+iy) : (u+iv) = x+iy  (x+iy)(u-iv) _ ux +vy +i(uy—vx)

T @) T = [ux+vy+i(uy-vx)]: W2 +v?)
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a) 15 b) 1000 c) 250
d) 1,2 e) 13 f) 2
a) V25 =5 b) V10000 = 100

¢ V169=13 d) V324 =18

a) 10<x<22

b) 18<x<26

c) 30<x<32

Bestimme jeweils zundchst die zu den gegebe-
nen Zahlen ndachstgelegenen Quadratzahlen im
angegebenen Intervall. Radiziere und gib die

gesuchten Zahlen an.

a) Quadratische Schokoladentafeln kénnen
16 oder 169 Stiicke haben, da dies die
Quadratzahlen unter den vorgeschlagenen

Zahlen sind.
b) 46:

3 Stiickchen ergdnzen: 46 + 3 = 49

87: 13 Stiickchen erganzen: 87 + 13 =100
115: 6 Stiickchen ergédnzen: 115+ 6 =121

Trainingsrunde ... differenziert

a) 1,1 b) 9 ) 0,01
d) 3 e) 60
a) V900 =30 b) V289 =17

1 _1 64 _ 8 _1
OVmuz=1z2 9 Vioz =324
a) 31<x<36
b) 25<x<32

¢ 110<x<114

Bestimme jeweils zundchst die zu den gegebe-
nen Zahlen nachstgelegenen Quadratzahlen im

angegebenen Intervall.

gesuchten Zahlen an.

a) 16:

Radiziere und gib die

4 Stiicke in einer Reihe

169: 13 Stiicke in einer Reihe
b) Individuelle Antworten.

max. max.
B 6 € : > > Bereich B 860 € 6 Bereich
a) -0 \/05 V5 05/3V2] xeR} a) 2 V21 - W15 - J-e0; 2]
b) - | - - |2V2| - V34| (20 ) V5[ 1= =] 0| = |l-eo05]
dl2/0 - | - |- - | xeRy O - |- -|\z| - |025V25] 140
Beispiele: Beispiele:
rationale Zahlen | irrationale Zahl rationale Zahlen | irrationale Zahl
a) 2,55;2,9 V6 a) 4,177; 4,1705 \/17,45
b) 10,03; 10,3 V101 b) | 5,2345;5,23477 27,4

a) Die Aussage ist wahr. Die Menge der rationa-

len Zahlen ist eine Teilmenge der Menge der
reellen Zahlen (Q c R).
b) Die Aussage ist wahr. Zwischen zwei ratio-

nalen Zahlen liegen unendlich viele rationale
Zahlen.

a) Die Aussage ist falsch. Gegenbeispiele:
0,5 und V2 sind reelle, aber nicht ganze

Zahlen.

b) Die Aussage ist falsch. Gegenbeispiele:
2
(W2)" = V2 ist keine rationale Zahl.

0% = 0 ist keine positive Zahl.
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Trainingsrunde ... differenziert

8 a) siehe Seite 17 im Schulbuch a) Annahme: V7 ist eine rationale Zahl. Dann
b) Beispiel: gibt es teilerfremde Zahlen p,q € N, so dass
v7="P
Linge a Lange b ] . p? y
Startwert 5 Quadrieren ergibt 7 = @ < 79°=p
1. Ndherung 2 3,5 p? ist damit durch 7 teilbar, und da 7 eine
2. Ndherung 2,75 2,545454545 Primzahlist, ist damit auch p durch 7 teilbar.
3. Ndherung | 2,647727273 | 2,643776824 Es gibt alS_O einEZE Zah2l ke N, so dassp = 7k.
4. Ndherung | 2,645752048 | 2,645750574 Binsetzenin 7q° = pergibt
, 79°=(7k)? =49K* & ¢?>=7K%.
AEl.fTausendstel gerundet erhdlt man den Damit ist g2 durch 7 teilbar, und da 7 eine
N&herungswert V7 = 2,646. Primzahl ist, ist somit auch q durch 7 teilbar.
Sowohl p als auch g sind also durch 7 teilbar
im Widerspruch dazu, dass sie teilerfremd
sind. Damit ist die Annahme, dass V7 eine
rationale Zahl ist, falsch. \/7 ist eine irratio-
nale Zahl.

b) Beim Heronverfahren werden nacheinander
immer wieder die gleichen Rechenschritte
ausgefiihrt. Dies kommt im Begriff ,,Iteration*
(von lateinisch ,,iterare® fiir ,,wiederholen®)
zum Ausdruck.

9 a) Irrational  b) Irrational a) Rational b) Rational
¢) Irrational  d) Rational ¢) Irrational d) Irrational
e) Rational f) Rational e) Irrational f) Irrational
k5 » 10 a) V5-V2=V10 b) V7 -V3 =V21 a) g = V1T b) V12 - V48 = V576
12
c)%=\/§ d) V8-V2,5=V20 ) V9-V36=18 d) V336:V21 =4
e)%=\/3_0 f) VI3-VI3 =13 e) V121-/0=0 f) V169 :V13 =V13
ks > 11a)7V5 b)) -11Vb ¢ 17V2x d) 0 a) 105 b) 0 o 5x\y d) 27Vx
K5 ) 12
V2 V2-1 V2+1 6
2 2
13 a) @ b) ? ) \523\/_ a) _\5 b) \/_O+1 0 27\/52;6\/3
X _x 1 _ VX oo 2V ax _oax _Vx, .
14a)\/x_3—xx—\/;—x,D—lR )mm'm& =3 D=R
4x _ 4xV2X _ . Vax+1 _ V2x+1) V2x+1)
b) oy =2k =2V2xi D=R b) -1~ Wax—1) Wax+ 1)
Vx=5 _Vx=5-Vx+5 _Vx*-25 . o _2x+2V2x+1 +
0 VX+5 Vx+5-Vx+5  X+5 3D =1-5; 00 2x-1 ;D =R"0,5}
0 VBx-V32x _ 2V2x-4V2x
2V2x 2V2x
-2V2x .
=SV -1;D=R
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Trainingsrunde ... kreuz und quer

) 16

k5 » 15 a) Da25<33<36ist, gilt 5<V33 <6.
b) Da 256 < 287 <289 ist, gilt 16 < V287 < 17.

¢) Da 1000000 < 1000007 < 1002001 ist, gilt 1000 < V1000007 < 1001.
d) 8 =512. Da 484 < 512 < 529 ist, gilt 22 < /8 < 23.
e) Da324<326,7 <361ist, gilt 18 <1/326,7 < 19.

Land Deutschland | Frankreich Italien Spanien Polen Rumdnien
P . 67,2 60,3 47,3 37,9 19,3
(in Mio.)
Stimmenanzahl 9116 8198 7765 6877 6156 4393
Anteil 9,99 % 8,99 % 8,51 % 7,54 % 6,75 % 4,82 %
Land Niederlande | Belgien |Griechenland | Tschechien | Schweden | Portugal
HELCIE 0D 11,5 10,7 10,7 10,3 10,3
(in Mio.)
Stimmenanzahl 4171 3391 3271 3271 3209 3209
Anteil 4,57 % 3,72% 3,59% 3,59% 3,52% 3,52%
Land Ungarn Osterreich | Bulgarien | Danemark | Finnland Slowakei
LTI AU 8,9 7,0 5,8 5,5 5,5
(in Mio.)
Stimmenanzahl 3130 2983 2646 2408 2345 2345
Anteil 3,43 % 3,27 % 2,90% 2,64% 2,57 % 2,57 %
Land Irland Kroatien Litauen Slowenien Lettland Estland
LGP0 41 2,8 2,1 1,9 1,3
(in Mio.)
Stimmenanzahl 2236 2025 1673 1449 1378 1140
Anteil 2,45% 2,22% 1,83 % 1,59% 1,51 % 1,25%
Land Zypern | Luxemburg Malta
B.evol.kerung 2020 0.9 0.6 0.5
(in Mio.)
Stimmenanzahl 949 775 707
Anteil 1,04 % 0,85 % 0,78 %
Malta
Zypern
Lettland
Litauen
Irland
Finnland
Bulgarien
Ungarn
Schweden
Griechenland
Niederlande
Polen
Italien
Deutschland
o,olo % 2,0'0 % 4,0'0 % 6,0I0 % 8,0I0 % 10,60 %
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Trainingsrunde ... kreuz und quer

Ks/6) 17

k25 18

w19

Ka2/5, 20

34

4]

Individuelle Einsch&tzungen. Fiir die Umsetzbarkeit des Vorschlags ist die hohe Gesamtstimmen-
zahl (iiber 90000) problematisch. Grundsétzlich erhalten bei diesem Vorschlag auBerdem kleinere
Staaten im Verhdltnis zu ihrer Bevolkerungszahl gegeniiber grofieren Staaten ein hoheres Stimm-

gewicht.

1 3,14285714
5 3,14158642
9 3,14159265

2 3,14159292
6 3,14159273
10 3,14159259

Im Alltag geniigt in der Regel die Genauigkeit des Naherungswerts 1

3 3,16227766
7 3,14159274

4 3,14164079
8 3,41319882

2
V100 +44 = 12 V2) V2 V8
2V = V& 22 V2
V2
Ubrig bleibt:
V100 + Va4

Zu V100 + V44 dquivalenter Term: V100 + V44 = 10+ 2V11 = 2(5 + V11)

a) Flacheninhalt der Kérperoberflidche: S m?
X y S
Gregor | 183 | 65 | 1,8
Laura 164 | 55 | 1,6
Lucas 167 | 56 | 1,6
Sophie | 168 | 51 | 1,5
Simon 144 | 33 | 1,1
oo VIBOY V5-36-y  6\5y V&
b) Fiirx=180ist S =+ 5= ="~ =15y =0,2236 -y

Darstellung der Zuordnungy — S:
SA

1 1 1 1 1 1 1 1 1
5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85 O

1
95 100 105 110 11

y
5

Bei konstanter Kérpergroe gilt: Mit zunehmender Masse y wird auch die Kérperoberflache S
groBer. Der Zusammenhang ist aber nicht linear. Je grofier die Masse y ist, umso weniger wirkt sich
eine weitere Massenzunahme auf die Kérperoberfldache aus.

Mit V2 = 1,4; V3 = 1,7; V5 = 2,2; V6 = 2,4 ergibt sich

a) V2+V3>V2-3

b) V100 -V50 <V/50, da 10 <10V2

¢ V45 -V5>V45:5+1,da3V5-V5=2V5=V20>V9+1
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21 a) V36+36=V2-V36=6V2

Passt nicht, da der Termwert irrational ist; alle anderen Term-
werte sind ganze, also rationale, Zahlen.

(V36 -V12-V3) =0 36136 = 216
V36 +V72:V2=6+6=12 V36 =6
b) |5t =4
\/6_4+\/R+\/Z_ 8+4+2 _ 14 _ 9
Ves -Vi : 2 8-1 7
Ves  _ 8 _4
V16 +V16 4+4
(V64 -V8+V4) _8-V8+2 _10-2V2 _ 10 _2V2 _10V2 _, _:5y5_,
V2 V2 V2 V2 V2 2
Passt nicht, da der Termwert irrational ist; alle anderen Termwerte sind ganze, also rationale,
Zahlen.
V128:V8=V128:8=16=4
K5 ) 22 :
re wir sa Das, nen gen rech Be un
2000187 | 5V2 5V10 g 5V5 25V2 | 35V2 | 45V2 | 0,0025
m) ] g n e) i) k) ) 0)
fall. dem Zu nun ver nen se bei gen,
2V6 3V2 4\3 20V5 | 11V3 7V2 | 50000V14 | 2V3 12V2
a) p) b) )} h) d) n) Q) f)
Losung: Das, bei dem unsere Berechnungen versagen, nennen wir Zufall.
23 1a7 b6 9 d70 e25 f)28 g 1,8 h)20 i) 12 ) 0 KO 1 O

2 Yaras Behauptung ist richtig: Als Termwert ergibt sich sofort (1000 - 0-V7)? = 7.

24 a) 12 b) a d -6Va d V2 e 2
f) b g) 6aVa h) a2 D a? i %
k) 16b> ) 8b m)%a n) 21aV2b 0) g—g\/f

Individuelle Erlduterung der Rechenschritte mithilfe der Rechenregeln des teilweisen Radizierens und

Rationalmachen des Nenners.

25 a) Heronverfahren: A =47, Startwerta, =7, b = aAn, a,, .= & ; b
a, genau a, gerundet b, genau b, gerundet a,- b,

1. Schritt 7 7 Y 6,71428 0,286

2. Schritt e 6,857 22 6,854 0,003

3. Schritt a7 6,855654762 258 6,855654439 | 0,0000003

4. Schritt 6,8556546 6,8556546 0,0000000
Intervallschachtelung: [6;7]; [6,8; 6,9]; [6,85; 6,86]; [6,855; 6,856]
Intervalllange jeweils: 1 0,1 0,01 0,001

b) An den Differenzen der Intervallrander erkennt man, dass das Heronverfahren sehr viel schneller zu
genaueren Naherungen fiihrt.

c) Beim Heronverfahren ist der rechnerische Aufwand deutlich groer, man kann es aber einfacher in
einem Tabellenkalkulationsprogramm umsetzen.
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26 V144 -2+ V14422 =127+ 121

Fiir z> 0 hat dieser Term den Wert 24z, fiir z= 0 und fiir z< 0 ist der Termwert O.

(K5 > 27 a) \36x%y? =6x2|y|
b) W= |al
0 V(1-222=l1-24 =R
d) V(@@-b)2=la-bhl =R fur a und fiir b

Dpax = R flir x und fiiry
Dmax
Dmax
Dmax
e) VaZ+b? D,ax = R flir a und fiir b
Dmax
Dmax
Dmax

=R

f) Va2-b2=1lal-Ibl =R fiira und fiir b
g) \(-a)-b2 =Ibl-\(-a) =Rfiirb, D, = R; fiira
1_1 =
h)\/; = R\{0}
28 2V3=V12<V13 2V3=V3+V3>V3+1 1<V3<2:
V3-1<V3<2V3-1<V3+1<2V3<V13

d

29 a) Rechnerisch: Dab, = A: a, ist, darf a, nicht gleich null sein.
Geometrisch: Mit Startwert null hdtte das anfangliche ,,Rechteck” keinen Fldacheninhalt.

b) Wiirde man mit einem Startwert a, < 0 beginnen, so wére auch b, <0, ebenso alle weiteren Néhe-
rungswerte. Da man einen Wurzelwert, also eine positive Zahl, sucht, wére das nicht sinnvoll.

30 8) Agungsiaec = g 120m? = 34596 m?

b) aguadrar = V34596 m = 186m; Ugyoqra =4 - 186 M = 744m
UTrapez =333,3m+150m+243,3m +120m = 846,6 m; Ug,,.gq: < UTrapez

Das flachengleiche Quadrat hat eine Seitenldnge von 186 m und einen Umfang von 744 m.
Der Umfang des Trapezes ist mit 846,6 m langer als der Umfang des Quadrats.

c) Jassin hat Recht. Von allen flachengleichen Vierecken hat das Quadrat den kleinsten Umfang.

31 Die erste Zeile ist wahr. Das folgende Radizieren ist jedoch keine Aquivalenzumformung (es gehen z. B.
die Losungen —1 und 0 dabei verloren).

Aus der ersten Zeile folgt [x — 1] = |1 - x|. Die Gleichung besitzt (wie die Gleichung in der ersten Zeile)
die Losungsmenge L = R.

32 a) Mittelwertd,,,, = (4,50m+3,93m+3,62m+4,05m+4,65m):5=4,15m

Mittelwert dc, i, = (4,01 M+ 4,28 m+ 4,22 m+ 4,15 m + 4,09 m) : 5 = 4,15 m
b) Lauras Werte:
Sprung Weite Abwe.ichung vom Quadrat der. Abweichung
Nummer Mittelwert vom Mittelwert
i X, x,—d (x,—d)?
1 4,50m 0,35m 0,1225 m?
2 3,93 m -0,22m 0,0484 m?
3 3,62 m -0,53 m 0,2809 m?
4 4,05 m -0,10 m 0,01 m?
5 4,65 m 0,50 m 0,25 m?

Summenwert der Abweichungen vom Mittelwert:
0,35m-0,22m-0,53m-0,10m+0,50m=0m

Standardabweichung o, = \/% -(0,1225 + 0,0484 + 0,2809 + 0,01 + 0,25) m = 0,38 m
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Carolins Werte:

Sprung Weite Abweichung vom Quadrat der Abweichung
Nummer Mittelwert vom Mittelwert

i X, x,—d (x, —d)?

1 4,01 m -0,14m 0,0196 m?

2 4,28 m 0,13 m 0,0169 m?

3 4,22 m 0,07 m 0,0049 m?

4 4,15 m 0,00 m 0,0000 m?

5 4,09 m -0,06 m 0,0036 m?

Summenwert der Abweichungen vom Mittelwert:
-0,14m+0,13m+0,07m+0,00m-0,06 m=0m

Standardabweichung 6, = \/% - (0,0196 + 0,0169 + 0,0049 + 0,0000 + 0,0036) m = 0,09 m

Beide Springerinnen haben die gleiche durchschnittliche Sprungweite 4,15 m.
Carolin ist aber die ,,zuverldssigere® Springerin; ihre Sprungweiten ,,streuen“ weniger als die von
Laura: die Standardabweichung von Carolin ist kleiner als die von Laura.

¢) Individuelle L6sungen.
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o

a) Vao=7 b)Vi28=V2-64=8V2 ¢ V363=V3-121=11V3

a) 07¢R  b) 07=4c0 0 V5e0Q

d) V450 =V2-225 =152

d) Vs5eR e) 0eZ f) teQ

a) Gesucht ist die Seitenldnge eines Quadrats mit dem Flacheninhalt A = 11 FE. Man wéhlt als Start-
wert z.B. x, = 5 und berechnet die zugehdrige Seitenldnge y, = 1— = 2,2 des Rechtecks.
Nun wdhlt man als Lange x, das arithmetische Mittel von x, und y0

_5+2,2 _ 11 _ 55
X ="5 =36 =Yy, =3¢=73

Das wiederholt man noch zweimal:

3,6+ 18 11 3,33+3,30

X, =— z3,33:.ay2=3— 3,30 = x3=
b)

2

-

=332 = y;=5-=331

,32

Yo Y1 Y2 Y3
Xo X4 X3 X3

a) 52=25:62=36 = 5<\28<6 b) 72=49;82 =64 = 7<\55<8
0 12=1;1,12=1,21 = 1<\V1,1<1,1 d) 0,22=0,04;0,32=0,09 = 0,2<1/0,05<0,3
a) V2 V2=V2.2=V4=2 b) V2-V18=V2-18=V36 =6
o V3-V27=V3.27=V81=9 d) V6 V24 =V6-24 =\V144 =12
e) V3-V75=V3-75 =225 =15 f) V8-V50 =V8-50 =V400 =20

8 1[4 _2 V72 _\[72 _\[36 _ 6
8 Vig=\5-3 h) oo = V56 = Vs =3
) V24 124 _[4_2 ) V192 _1/192 _4[64 _ 8

Voz Vs =V973 Vi ~ V17 “\a =7
a) V225 =V50 b) V49 - V4 =V196 ¢ V20 -V5 =V100;V30 - V5 =V150
d) Va32:V12=6 e) —“f§3=19 f) Vs-

x—6flirx>6

Voo =h-el= | gpurxs

X+ 6 flirx<6

a) X-420 = x24 = D=[4;0q
b) -9x>0 = x<0 = D=]-o0;0]=R7

c) Der quadratische Term unter der Wurzel kann nicht negativ werden. Es gilt also D = R.

a) 4 - 4V10  _4V10 _2V10
Vio Vio-Vio 10 5
\/_ V3_V3-V2 _ Ve
N
0 50 _V50-V50 _ V50 _ 2‘25=\/5~\/§=i
2V50 250 2 2 2 2
g 215 6 _ 6V _ eV Vau_ Vas_ aVe_ Ve
Vo+15 V2 Vaa-\2a | 24 4 4 4 2
50+40 _ V90 _+[90 _
Vi o Vo= VP =
f) Ve _ Veo3-1 _Ve(3-1 _Vig-Ve _V2-9-V6 _3V2-Ve
3+l 3+ (V3-1) 3-1 2 2 2
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10 a) 4x\fy -2yVx b) 2==3V2
C) 8X _ 8X _ 8x 1 _ Vax =M=ﬂ
@Vax)?  23-Wax)® 8-4xVax 4V4x  4-4x 16X 8x
& a7y 70y (xry) Ty e) Ixl+x=2x f) x-Ixl=0

\/x+y X+y
g) 4x\ly - 2yVx + 2\fxy -y - 2x\fy -2y Vx = 2x\fy — 4y Vx + 2\/xy -y

11 Die Seitenldange des schraffierten Quadrats ist die halbe Diagonalenldange des groRen Quadrats mit
der Seitenldnge x (in cm). Diese Diagonalenldnge des grofen Quadrats ist xV2, die Seitenldnge des

schraffierten Quadrats ist demnach %x\/_ = gx. Fiir den Flacheninhalt des schraffierten Quadrats gilt

P
damit: (gx) =6 o %x2=6 o %x2=6 o x2=12 = x=V12=V4-3=2\3

Die Seitenldange x betragt 2V3 cm.
12 a) 1 T=-0,66°C
2 T=-10,42°C

b) Zundchst nimmt mit steigender Geschwindigkeit die gefiihlte Temperatur ab, fiir hohe Geschwindig-
keiten ist nach der Formel eine hohere gefiihlte Temperatur zu erwarten.

Aufgaben fiir Lernpartner

A Die Aussage ist falsch, da 4% = 16 > 13. Die Quadratwurzel aus 13 liegt z. B. zwischen 3 und 4,
da9<13<16.

B Die Aussage ist falsch. Fiir den Startwert 0 ist die Division XAo nicht méglich. Das Heron-Verfahren kann
mit jedem positiven Wert gestartet werden.

C Die Aussage ist falsch. Gegenbeispiel: 2 ist rational und ldsst sich in der Form 2 = V4 als Wurzel
schreiben.

D Die Aussage ist falsch, da sich Vr nicht als Bruch schreiben ldsst und deshalb irrational ist.

E Die Aussage ist falsch. Betrdge von reellen Zahlen sind aufgrund der Definition des Betrags nicht
negativ.

F Die Aussage ist richtig. Mit dem Heron-Verfahren vollzieht man z. B. schrittweise diese Verdnderung.
G Die Aussage ist falsch. Gegenbeispiele: —rt und -V2 sind negativ und irrational.
H Die Aussage ist richtig. Die natiirlichen Zahlen sind eine Teilmenge der reellen Zahlen.

I Die Aussage ist richtig. Eine durch 4 teilbare Zahl ldsst sich als 4 - k mit k € N schreiben. Damit gilt:

Va -k =Va-Vk=2Vk.

J Die Aussage ist falsch. Irrationale Zahlen sind als genau die Zahlen definiert, die sich nicht als Bruch
zweier ganzer Zahlen darstellen lassen.
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Die Aussage ist falsch. Der Wert einer Quadratwurzel ist stets nicht-negativ. Damit ist jede Quadrat-
wurzel groBer als jede negative Zahl. Beispiel: \/—(—9) =V9=3>-9.

Die Aussage ist falsch. Gegenbeispiel: /0,16 = 0,4 > 0,16.

Die Aussage ist richtig, da gilt: Vx - \N = \/E

Die Aussage ist richtig: V100 : V36=10:6= 1—2 = %

Die Aussage ist richtig, da man aus positiven Zahlen a stets die Quadratwurzel ziehen kann und diese
eine Losung ist.

Die Aussage ist richtig, da beim Heron-Verfahren gleiche Schritte immer wieder wiederholt werden.
Die Aussage ist richtig: 3V7 +2V7 = (3 +2)\V7 = 5V7.

Die Aussage ist falsch. Gegenbeispiel: (~4)% = 16, aber V16 = 4 = 4.

Die Aussage ist richtig. Beispiel: V2 ist irrational, aber V2 - V2 =2 ist rational.

Die Aussage ist richtig, wenn der Taschenrechner den exakten Wert V8 = V4 - 2 = 22 angibt.

Die Aussage ist falsch, wenn der Taschenrechner eine gerundete Dezimalzahl angibt, denn V8 ist eine
irrationale Zahl.
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