mathe.delta

C.C.BUCHNER

Mathematik
Berufliche Oberschule
Nichttechnik

Bayern



mathe.delta

mathe.delta
Berufliche Oberschule Bayern

Ausgabe ab 2027

Mathematik
Berufliche Gberschule

Nichtechik mathe.delta 1 Nichttechnik

Bayern

Mehr Struktur. Mehr Differenzierung. Mehr Lernerfolg

Mit mathe.delta — Berufliche Oberschule Bayern bieten wir Ihnen ein Lehrwerk, das die
Anforderungen des LehrplanPLUS passgenau umsetzt.

Umfangreiches Aufgabenmaterial auf drei Anforderungsniveaus, gezielte Selbstkontrolle und
vielfaltige Differenzierungsmaoglichkeiten fordern individuelles Lernen. Klare Kapitelstrukturen
und eine praxisgerechte Progression unterstiitzen zudem eine effiziente Unterrichtsvorbereitung.
Den Anfang machen wir mit mathe.delta 1 Nichttechnik und setzen unser Angebot bis zur

13. Jahrgangsstufe fort.

O
. Mehr Infos und Blick ins Buch:
; % www.ccbuchner.de/bn/63044
[=lir

Gy

Ideal fiir den digitalen Materialaustausch

Die digitale Ausgabe des Schiilerbands click & study und das

digitale Lehrermaterial click & teach bilden zusammen die ideale digitale
Lernumgebung: vielfaltig im Angebot und einfach in der Bedienung!

‘ !31 Mehr Infos finden Sie auf den Seiten 70 bis 73 sowie auf www.click-and-study.de

und www.click-and-teach.de.
& El; 'g:'E! Erklarvideos click & study
& v und click & teach!
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Aufgabenvielfalt fiir individuelles und selbststandiges Lernen

» umfangreiches Aufgabenmaterial auf drei gekennzeichneten Anforderungsniveaus zur gezielten
Differenzierung

P effektive Vorbereitung auf Leistungsnachweise und auf die Abschlusspriifung, auch anhand von
Original-Priifungsaufgaben

» Aufgaben zur Selbstkontrolle — systematische Uberpriifung des Lernstands durch die Schiilerinnen
und Schiiler

» mit QR- und Mediencodes verlinkte Erklarvideos und GeoGebra-Applets

Jetzt Erklarvideos ansehen
und GeoGebra testen!

Mediencode
63044-24

Entdecken Sie auch: Unser Angebot fiir die
Ausbildungsrichtung Technik

Fiir die Ausbildungsrichtung Technik an der FOS/BOS steht
lhnen alternativ unser Band mathe.delta 1 Technik zur
Verfligung.

Dieser wird ebenfalls im kommenden Jahr erscheinen. mathe.dEIta
Auch unser Angebot fiir die technische Ausbildungsrichtung
setzen wir, parallel zu unserem Nichttechnik-Angebot, bis zur
13. Jahrgangsstufe fort.

Damit Sie sich bereits vorab ein Bild von den Inhalten
machen konnen, steht Ihnen ein digitales Vorabkapitel als
Livebook zur Verfiigung.

g

L F g iy Mehr Infos und Blick ins Buch: Serfco Obenchle
% www.ccbuchner.de/bn/63045 Y. AN
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Der Eingangstest
aktiviert das benotigte
Vorwissen und macht

die vorausgesetzten
Kompetenzen sichtbar.
Losungen und
Kompetenzentabelle
unterstiitzen die
selbststandige

Uberpriifung und

gezielte
Wiederholung.

Aufbau der Kapitel

) scricor |l P o 4

Ich kann schon ...

Grundwissen Aufgabe

1,2

... Steigungen von Geraden auf verschiedene Arten bestimmen.

3

... Geradengleichungen ermitteln.

4,6

... Funktionen auf vorgegebene Eigenschaften untersuchen.

5

... Sachkontexte mithilfe von Funktionen modellieren.

“ Die Geraden g und h verlaufen durch Gitterpunkte.
a) Ermitteln Sie jeweils die Steigung der Geraden.
b) Bestimmen Sie jeweils die GroBe des spitzen Winkels, den die Gerade mit

der x-Achse einschlief3t.

B Fertigen Sie eine Skizze an und bestimmen Sie die GroBe des zugehdrigen
Steigungswinkels fiir StraBenabschnitte mit den angegebenen Steigungen.

a) 15%
d) 5%

[EJ Je zwei der Punkte A(1]3), B
a) Zeichnen Sie alle durch die vier Punkte festgelegten Geraden in ein gemeinsames Koordinatensystem.
b) Bestimmen Sie rechnerisch die Steigung und eine Gleichung jeder Geraden. Beschreiben Sie Ihr Vorgehen.

u a) Bestimmen Sie die Nullstellen der in R definierten Funktion f:x — f(x) und untersuchen Sie den Graphen G¢
auf Symmetrie bezlglich des Koordinatensystems sowie sein Verhalten fiir x — teo. Zeichnen Sie G; mithilfe

b) 22% o 12%
e) 100% f) 150%

(-=3]-5), C(016) und D(5]7) legen eine Gerade fest.

einer DMS und uberpriifen Sie lhre Ergebnisse.
b) Beschreiben Sie das Monotonieverhalten von G; méglichst genau.

_ _1.3
1 f(x) = 4x 3X

2 f(x) =-05x2+2

B Ein Golfball fliegt 32 m hoch und 144 m weit. Seine Flugbahn kann (ndherungs-
weise) mithilfe einer quadratischen Funktion f modelliert werden.
a) Skizzieren Sie die Flugbahn des Golfballs in einem mdglichst giinstigen Koor-
dinatensystem und begriinden Sie die Wahl Ihres Koordinatensystems.
b) Bestimmen Sie einen Funktionsterm f(x); geben Sie eine im Sachkontext
sinnvolle Definitionsmenge von f an.

ﬂ Entscheiden und begriinden Sie, ob die folgenden Aussagen wahr sind.
a) Der Graph der Funktion f mit f(x) = x>, D; = R, ist monoton steigend.
b) Jede ganzrationale Funktion hat mindestens eine Nullstelle.
c) Der Graph einer ganzrationalen Funktion mit geradem Grad ist achsen-
symmetrisch beziiglich der y-Achse.

d) Wenn derim 1. Quadranten liegende Teil des Graphen der Funktion f: x — 0,36x — 0,02x? modellhaft einen
Briickenbogen beschreibt (x, f (x) in Meter), dann hat der Bogen eine Weite von 18 m und eine Hohe von

weniger als 2m.

e) Fir jede ganzrationale Funktion f mit ungeradem Grad gilt: Xli@wf(x) =—oo,

94

n Aufbau der Kapitel

3 f(x) = x3-6x2+9x




Differenzialrechnung bei
ganzrationalen Funktionen

Einstieg
Einer der gro3ten Wasserparks der Welt ist Yas Waterworld in Abu Dhabi. Eine groBBe Attraktion ist ein

Becken, in dem Wellen unterschiedlicher Hohen erreicht werden, auf denen man auf einem Wasser- Lebensnahe
board surft. Impulsfragen wecken
Das Hohenprofil eines Streckenabschnitts der Wellen kann im Intervall [-3; 3] modellhaft durch den Interesse und
Graphen einer ganzrationalen Funktion f mit f(x) = _117X4 + %xz + 1 beschrieben werden aktivieren das Denken.
(1 Langeneinheit entspricht 1 m). Die x-Achse stellt den Querschnitt des Beckenbodens dar.
u Zeichnen Sie den Graphen der Welle auf dem angegebenen Streckenabschnitt mithilfe einer DMS.
= Geben Sie anhand der Zeichnung an, an welchen Stellen sich héchste und tiefste Punkte der Welle
befinden.
Ausblick W
In diesem Kapitel werden Differenzenquotienten und Differentialquotienten berechnet, Historische Ecke Der Ausblick zeigt,

die geometrisch als Steigungen von Sekanten bzw. Tangenten und in Sachkontexten inter-
pretiert werden. Es werden die Gleichungen von Tangenten aufgestellt und Steigungs-
winkel von Tangenten berechnet.

welche Kompetenzen
(=lki? im Kapitel erworben
Mediencode 63044-22

oder weiterentwickelt

werden.
95
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Ein motivierendes
Einstiegsbeispiel
eroffnet den Zugang
zu den Inhalten.

Die Arbeitsauftrage
laden dazu ein,
Zusammenhange
selbststandig zu
erkunden.

Eine kurze Hin-
fihrung, verbindliche
Lerninhalte und
Musterbeispiele
fihren in das Thema
ein. Merkkasten
stellen zentrale
Inhalte kompakt und
gut auffindbar dar.

Beispiele

Ausfihrlich
dargestellte Muster-
Iosungen machen
mathematische
Vorgehensweisen
nachvollziehbar und
unterstiitzen das
Verstandnis.

2

2.2 Untersuchung ganzrationaler Funktionen
2.2.4 Extremstellen und Wendestellen - weitere Kriterien

L J

Erklarvideo
]

Strategiewissen
Extrempunkte mit
alternativer Bedingung
bestimmen

126

- Aufbau der Kapitel

Bei den Graphen zweier Funktionen g
und h sind Hochpunkte (H), Tief-
punkte (T) und ein Wendepunkt (W)
markiert.

= Entscheiden Sie bei allen gekenn-

zeichneten Punkten, ob Rechts-
krimmung, Linkskriimmung oder

keine Krlimmung vorliegt. Hs
= Nennen Sie die Gemeinsamkeit
beim Krlimmungsverhalten der Sy e X
1 2

Graphen in den Hochpunkten
(bzw. in den Tiefpunkten).

Neben den bereits bekannten hinreichenden Bedingungen gibt es weitere hinreichende
Bedingungen fiir den Nachweis von Extremstellen und Wendestellen.

Extremstellen
notwendige Bedingung f'(xo) = 0 ...
und f"(xy) < 0 = Bei X, ist ein relativer Hochpunkt von Gy.
und f”(xy) > 0 = Bei X, ist ein relativer Tiefpunkt von G;.
und f”(xy) = 0 = Keine Aussage mdoglich. Das Vorzeichen von f’ muss untersucht
werden.
Wendestellen
notwendige Bedingung f"(x,,) = 0 ...
und f”(x,) # 0 = Beix,, ist eine Wendestelle von f.
und f”(x,) = 0 = Keine Aussage moglich. Das Vorzeichen von f” muss untersucht
werden.

Beispiele
I Untersuchen Sie die Funktion f:x+—> §x3 -4x2+6x-1, Df = R, auf Extrempunkte.
Kontrollieren Sie Ihr Ergebnis mithilfe einer DMS.
Losung:
1 Bestimmen Sie die 1. und die 2. Ableitung:
f'(x) = 2x2-8x+6 = 2(x2—4x+3) = 2(x- 1) (x - 3); f"(x) = 4x-8
2 Losen Sie die Gleichung f'(x,) = 0 (notwendige Bedingung):
fx)=0 © 2x-1N(x-3)=0 = x; =1, x,=3
3 Nutzen Sie die alternative Bedingung, indem Sie x; und x, in f” einsetzen und den Wert
jeweils auf sein Vorzeichen priifen:
f"(1) =4-1-8 = -4 < 0 = G;hateinen Hochpunkt H(1 |§)
f"(3) =4-3-8=4 >0 = G;hateinen Tiefpunkt T(3]-1).



Differenzialrechnung bei ganzrationalen Funktionen

1 1

Il. Berechnen Sie die Wendestellen der Funktion g: x — —5x* + gx3 -x2, Dg = R.

n Untersuchen Sie jeweils, ob der Punkt P (xq | f(Xo)) ein Extrempunkt des Graphen der

= Begriinden Sie, dass eine ganzrationale Funktion vom Grad n hochstens n -1 Extrem-

12
Losung:
notwendige Bedingung: g'(x) = %x3 + %xz -2% g"(x) = x2+x-2
“14412-4-1-(-2) 143

g'K) =0 = x24x-2=0 = X, = 5 ==

hinreichende Bedingung: g”(x) = 2x + 1 g"(-2)=-3#0;¢g"(1)=3=%0
Somit sind x; = -2 und x, = 1 die Wendestellen von g.

= X =-2%=1

Untersuchen Sie die Funktion f mit f(x) = x*, D; = R, auf Extremstellen.
Losung:

Notwendige Bedingung: f'(x) =4x3=0 = x =0
hinreichende Bedingung: f"(x) = 12x2 = ”(0) = 0
Keine Aussage mdglich, also muss das Vorzeichen von
z.B. mit einer Skizze untersucht werden.

Skizze von Gg»:

Es folgt, dass bei x = 0 ein Tiefpunkt von G vorliegt. Vz. f' - ] +
G NOOT 2

Nachgefragt

stellen und hdchstens n — 2 Wendestellen besitzt.
Begriinden oder widerlegen Sie: ,Ist x, eine Nullstelle ungerader Vielfachheit der zweiten
Ableitung f” einer Funktion f, dann ist x, eine Wendestelle von f

Aufgaben

Funktion f:x— f(x), Df = R, ist. Bestimmen Sie gegebenenfalls, ob es sich um einen
Hoch- oder Tiefpunkt handelt.
a) f(x) =x2-6x+9; xo =3
o f)=x*+x%x =0

e) flx) =x3-3x% xg =3

g fX)=x-x3+xx%x =0

b) f(x) = x> +3x2-9x+0,5; xg = -3
d) f(x) =x*-3x% %0 =2

f) f() =x*-3x3+3x2+3x x5 =1
h) fx) =x*-x3+1;x, =0

E Untersuchen Sie jeweils den Graphen G¢ der Funktion f: x — f(x), Df = R, auf Extrem-

und Wendepunkte. Verwenden Sie das hinreichende Kriterium von Seite 122 fiir Extrem-
punkte. Zeichnen Sie den Graphen G¢ und kontrollieren Sie Ihre Ergebnisse mithilfe
einer DMS.

a) f(x) =x3-6x2+9x-4

o f(x) = %~(x4+4x3+6x2+ 1)

e) f(x) = %x4—2x2—2

b) f(x) = x*-6x2+4

d) fx) = x>+ 2x3+1

f) f(x) = ;—oxs—%x4+%x3

B a) Bei der Funktion f mit f(x) = x> sind an der Stelle x = 0 alle Ableitungen null bis auf

die 5. Ableitung f® (x) = 120. Beurteilen Sie, ob der Graph einen Wendepunkt hat.
b) Bei einer Potenzfunktion sind alle Ableitungen an einer Stelle null bis auf eine.
Formulieren Sie eine Regel, wie man erkennt, ob ein Wendepunkt vorliegt.

127

Nachgefragt

Reflexionsfragen regen
zum Weiterdenken

an und fordern Argu-
mentieren, Begriinden
und Kommunizieren.
Zugleich helfen sie,
Verstandnisliicken zu
erkennen und zu
schliel3en.

Die Aufgaben steigen
im Schwierigkeitsgrad
und sind farblich
gekennzeichnet:

Griin steht fiir Uben,
Blau fiir Anwenden und
Rot fiir Vernetzen.

Das vielfaltige Angebot
ermaoglicht eine
gezielte Auswahl.

mathe.delta 1 Nichttechnik



Trainingsrunde differenziert

Paralleldifferenzierte Aufgaben ermdglichen das Uben auf unterschiedlichen Niveaustufen: Die
linke Spalte entspricht Anforderungsbereich |, die rechte Anforderungsbereich II.

- 2 Trainingsrund fferenziert

zu21

0212

20213

Zu2..4

0215

134

Trainingsrunde kreuz und quer

Gegeben st di Funktion f durch ihren <. Bendtig
wie mdglich aus dem Funktionsgraphen ab.

lesen Sie so genau

—hl-j0l o8 7189 a0l

Berechnen Sie jeweils die mittlere Steigung im ange-
gebenen Intervall
123 2 11

Berechnen Sie die mittlere Steigung zwischen Tief-
punkt und Hochpunkt. Untersuchen Sie, ob es Inter-
3 13,45 valle gibt, in denen die mittlere Steigung gréBer ist.

Gegeben ist die Funktion f durch f(x) = 0,2x*~1, D; = R

Zeigen Sie unter Verwendung des Differenzialquotien-
{0 £ =T06), s der Graph G
der Funktion f bei x, = 2 die Steigung m = 08 hat.

Berechnen Sie die Steigung des Graphen Gy der Funk-

tenin der Form lim tion fim Punkt P(1y,).
"

Ordnen Sie dem Graphen A einer Funktion fden Graphen ‘1, 2 oder 3 ihrer Ableitungsfunktion f'zu.

Bestimmen Sie, falls vorhanden, die Koordinaten der Punkte, an denen die lokale Anderungsrate der Funktion f
mit dem Funktionsterm f (x) den Wert m hat. Fir alle Funktionen gilt Dy = R und ggf. ac R.

a) f(x) = -05x*+2;m = -2
b) f0) = p4xi-4m=8

a) fX) = Jx+42 42 m =4
b) f(x) = 5(2-x)(-2-x); m = 20

o f=2x+;m=1 o ) =4ax?+2ax+x-a;m=1

Gegeben st die Funktion fdurch f(x) = 1x>+ Lx?+ 6x+ 22, D; = R, mitihrem Graphen G;.

a) Stellen Sie die Gleichung der Tangente t an Gy bei
X = -4 auf und tberpriifen Sie, ob t mit f weitere
Punkte gemeinsam hat.

b) Uberpriifen Sie, ob die Gerade mit der Gleichung
9(x) = ~0,4x+5 eine Tangente an Gy ist.

2) Stellen Sie die Gleichung der Tangente tan Gy bei
X =-4auf.

b) Uberprifen Sie, ob die Gerade mit der Gleichung
¥ = ~0,5x+48 bei x = -1 Tangente an Gy ist.

zu221

20222

20223

20224

20225

Differenzialrechnung bei ganzrationalen Funktionen

Ermitteln Sie jeweils die Intervalle,in denen der Graph Gy der Funktion f:x+—(x), Dy = R, streng monoton
steigt, und die Intervalle, in denen Gy streng monoton flit. Geben Sie Lage und Art der Extrempunkte von Gy an.

a) f(x) = 4x?
o) 60 = x3-4x

b) f(x) = -x*-2x-3
) (X) = —x*+ 20

2+3x b) f(x) = 4x*-dx

a) £ = -4

] f(x):%x‘fzxuz d) f(x) = x*-3x* +x?

Bestimmen Sie jeweils die Extrempunkte des Graphen der Funktion f: x+—f(x), Dy = R. Kontrollieren Sie Ihre
Ergebnisse mit einer DMS.

a) f(x)
o fx =

b) f(x) = x*-6x+2
d) f(x) = 4x5-2x4

b) £0 = x2(:2-2)
d) £ = x5+ $x +4x

a) f(x) = x*-3x+2
o f(x) = 6¢-1)

Die Wassermenge (in Mio. Liter) in einem Regenriickhaltebecken lisst sich mithilfe der Funktion
f:ti>~0,05t3 + 1,5t~ 7,65t + 15, Dy = [0; 20], beschreiben (t: Zeit in Tagen nach Beobachtungsbeginn).

2) Berechnen Sie die Wassermenge im Becken zu
Beobachtungsbeginn.

b) Bestimmen Sie die geringste Wassermenge im
Becken im betrachteten Zeitraum.

a) Berechnen Sie die Wassermenge im Becken zum
Ende des Beobachtungszeitraums.

b) Bestimmen Sie die grofite Wassermenge im
Becken im betrachteten Zeitraum.

Gegeben ist jeweils der Term der Ableitungsfunktion f'einer ganzrationalen Funktion f: x+— f(x), Dy = R. Begriin-
den Sie, dass der Graph von f Punkte mit waagrechter Tangente besitzt, die keine Extrempunkte sind.

00 = (x- 47

Untersuchen Sie jeweils den Graphen der Funktion f: x> f(x), Dy = R, auf Wendepunkte. Kontrollieren Sie Ihre
Ergebnisse mit einer DMS.

-22-5x b f(x) =
-3 +3x-1 d) f(x) =x°

a) fix) = 3-3x b) f(0 =x"+x?+x

o f = O f00 = {xt -+ 2 d) 0 =X -2

Gegebenist die Funktion f: x> f(x), D; = R. Untersuchen Sie jeweils den Graphen von f auf Wendepunkte und
bestimmen Sie jeweils eine Gleichung jeder Wendetangente.

~6x2+4x+8
15 1

0% 72X

o flx) = 02x°-05x*

a) f(0) = -2x7 +4x+8 a) fx)
b) f(x) = x*-24x2 +4 b) f(x)
) f(x) =025+ 1,57 +2

Untersuchen Sie jeweils den Graphen Gy der Funktion f:x— f(x), Dy = R, auf Symmetrie zum Koordinaten-
system, auf den Koordi hsen, Extrem- und und zeichnen Sie Gy. Kontrol-
lieren Sie Ihe Ergebnisse mithilfe einer DMS.

a) () = x?-6x+12 a) f(x) = 3x*-4x?
b) f(x) = x*-8x2 + 16x b) () = §(@x?-12x+9)
O fX) =2 -x2+4
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Vermischte Aufgaben greifen die Kapitelinhalte auf allen drei Niveaustufen auf und bieten
Gelegenheit, das Gelernte abwechslungsreich zu festigen.

- 2 Trainingsrunde: kreuz und quer

136

[E] Stellen Sie jeweils eine Gleichung der Sekante an den Graphen der Funktion f mit dem
Funktionsterm f (x) durch die Punkte P (~11f(~1)) und Q(21f(2)) auf.
a) f(x) = -x2+2x-4 b) f(x) 5% +2,5x2 - 4x+0,5

8

Stellen Sie jeweils eine Gleichung der Tangente an den Graphen der Funktion f an der
Stelle x, auf.

a) f(x) = 05x2+2x-3;x =0
Q) f(0) = 2x(x+1)% %0 = 0,5

b) f(x) :%wz)uz, Xo =4

d) f(x) = 2x*-x% xp = 1

5 Ein Backofen wird auf 160°C eingestellt und beginnt mit dem Aufheizen. Die Temperatur
wahrend des Aufheizens wird durch die Funktion T mit T(t) = -0,16t> + 2,9t + 21
beschrieben. Dabei gilt t 2 0. Die Temperatur wird in °C gemessen, die Zeit tin Minuten
seit dem Beginn des Aufheizvorgangs.

a) Bestimmen Sie die Zimmertemperatur und untersuchen Sie, ob der Ofen nach
11 Minuten die gewiinschte Temperatur erreicht hat.

) Berechnen Sie die mittlere Steigung der Funktion Tim Intervall [0; 11] und interpretie-

ren Sie den berechneten Wert im Sachzusammenhang.

) Berechnen SieT'(11) und entscheiden Sie, ob der Aufheizvorgang schon beendetist.

d) Bestimmen Sie das Maximum der Funktion T und geben Sie eine sinnvolle Definitions-

menge fiir T an.

z

[ Gegeben sind die Funktionen fund g durch f(x) = ~x*+x~1, D; = R, und

(0 = —x>+x2=3x+2, Dy = R. Ihre Graphen werden mit Gy und G, bezeichnet.

a) Zeigen Sie, dass die zweite Ableitung beider Funktionen ibereinstimmt. Erklaren Sie,
was dies fir den Verlauf der Graphen von fund g bedeutet.

b) Die ersten Ableitungen 'und g'der beiden Funktionen sind nicht identisch. Skizzieren
Sie die Graphen von f'und g! Geben Sie Gemeinsamkeiten und Unterschiede dieser
Graphenan.

) Entscheiden Sie, welcher der abgebildeten Graphen Gy und welcher Gy ist. Der Graph,
den Sie nicht ausgewshit haben, gehort zu einer Funktion h. Skizzieren Sie den Gra-
phen der Ableitungsfunktion h’.

8

Untersuchen Sie jeweil die Funktion f:x-> F(x), D; = I, bz ihren Graphen Gy auf
Symmetrie zum Koordinatensystem, Verhalten fiir |x| — e, Nullstellen, Extrem- und
Wendestellen. Zeichnen Sie den Graphen Gy.

) f00 = rdxiedx b)) = 3043
@ f00 =2+ 4) o) foo=x -

o f(x) = 4x*-5x*+20

5 ) f(x) = x*-3x2+2x

Aufbau der Kapitel

Differenzialrechnung bei ganzrationalen Funktionen

[ Die Abbildungen zeigen jeweils einen Teil des Graphen G einer ganzrationalen Funktion f
dritten Grades (D; = R) sowie ggf. eine Tangente im Extrem- oder Wendepunkt von Gy.
Ein Punkt Py (xo|(xo)) des Graphen G st markiert
Geben Sie jeweils an, ob der Wert der Funktion f (bzw. f, ) an der Stelle x, kleiner, grBer
oder gleich nullit.

a Y| b Y 13 Y d /\Y
. g
X Fo § X
V)
e YT f i 9 v h ¥
T T Pr‘
2 EoaN b A PN
N ZG

B Eine Firma stellt Monitore fiir Notebooks her. Die bei der Herstel- ¥ ¢ Kostenin €
lung von x Monitoren entstehenden Kosten (in €) werden durch 350000
die Funktion f mit f(x) = 0,001x° - 1,20x? + 600x + 12000,

X > 0, beschrieben. Die Monitore werden zu einem Preis von je
300€ zur Weiterverarbeitung abgegeben; der dabei erzielte 100000
Gewinn (in €) wird durch eine Funktion g
a) Untersuchen Sie den Graphen von f rechnerisch auf Mono-
tonie und Bestimmen di
b) Zeigen Sie, dass fiir g gilt: g (x) = ~0,001x* +1,29x? - 300 - 12000.
<) Berechnen Sie g (300) und g (500) und interpretieren Sie die Ergebnisse im Sachzusam-
menhang.
d) Bestimmen Sie den Gewinn bzw. Verlust pro Monitor, wenn 500 Stiick produziert
werden.
€) Ermitteln Sie die Extrempunkte des Graphen der Funktion g. Interpretieren Sie den Gra-
phen von g hinsichtlich Gewinn und Verlust und geben Sie den maximalen Gewinn an.

200000

Anzahl

200 400 600 80 1000 X

£ Das Hohenprofil einer Bergtour st sich annahernd durch die Funktion )
x> =3 x4+ 20%3 - 90x2 + 160x mit x [0; 10] beschreiben. Dabei entspricht .o
xdem horizontalen Abstand in km vom Ausgangspunkt bei x = 0. f(x)ist die
Hohe in Metern im Vergleich zum Ausgangspunkt. Die Abbildung zeigt den Gra-  *°*
phenvonf. 200
a) Die untere Alm steht an einer Stelle, an der der Berg weder steigt noch fallt o
Berechnen Sie, auf welcher Hohe gegeniiber der Ausgangslage diese Alm
liegt.

b) Bestimmen Sie rechnerisch, wie viele Hohenmeter vom Start bis zum Gipfelkreuz
{iberwunden werden miissen.

<) Berechne Sie f'(4) und erkl; Sie den Wert im

d) Die durchschnittliche Steigung zwischen x = 6,5 und x = 9,1 ist ungefahr Om je
Kilometer. Ein Wanderer folgert: i diesem Bereich ist der Berg also nahezu eben:*
Erklaren Sie, warum die Aussage des Wanderers falsch ist.
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Alles im Blick

Am Kapitelende biindelt die Ubersichtsseite
das Grundwissen und veranschaulicht es mit
kurzen Beispielen.

Der Abschlusstest kombiniert Aufgaben zur Einzel-
arbeit mit Aufgaben fiir Lernpartner. Losungen und
Kompetenzentabelle unterstiitzen die selbststandige
Uberpriifung und das gezielte Nachschlagen.

2 By

) skizzieren Sie den Graphen einer ganzrationalen
! Grades, deren
tion keine Nullstellen besitzt. Begriinden Sie
dass dies mit einer Funktion vierten Grades nicht
méglich ist.

[ Untersuchen Sie die Funktion f: x> (x), D = R,
Jeweils auf mit den Koordinaten-
achsen, Verhalten im Unendlichen sowie Extrem-
und Wendepunkte. Zeichnen Sie den Graphen
von fund kontrollieren Sie Ihre Ergebnisse mithilfe

Differenzenquotient - Sekantensteigung
Sind P(alf(a)) und Q(b|f(b)) zwei Punkte des Graphen Gy
einer Funktion f, die im Intervall [a; b] definiert ist, so heiBt
die Gerade PQ Sckanic von Gy durch Pund Q.

Gegeben ist die Funktion f mit () = ~1x - 1x? 4 2x,

Dy = R, sowie die Punkte P(11f(1)) und Q(2|f(2) des
Graphen G von f.Es gilt: £(1) = 3 = 1,25, £(2) = 0

analen Funktionen

analen Funktionen

einer DMS. ) Jen fiir Lenpartner
[ Bestimmen Sie jeweils die maximalen Monotonie- a) flx) = 3x°
b) (X = 26 -12x+36
intervalle und die Art und Lage der Extrempunkte ) 60 = £ - 12+ 36 +sich gegen-
der Funktion f:x+— f(x), Dy 9 00 = 2 - 6x7+ 8x
a) fx) = - 375x2 + 3x @) (0 =5 -3x+5
b) f(x) = 2x2(x?~4)
B Gegeben ist die Funktion f mit der Funktions-
[ Begriinden oder widerlegen Sie. gleichung f(x) = x> - 6x? +9x, Dy = I, und ihr Inktion f,in
Fiir die Sekantensteigung gilt: myq = 2) Der Graph einer nichtlinearen ganzrationalen Graph Gy ert,istein
Dieser fim Inter- Funktion hat mindestens einen Extrempunkt. a) Ermitteln Sie die Schnittpunkte mit den Koor-
vl bl ot ooz b) Der Graph einer ganzrationalen Funktion mit dinatenachsen sowie Extrem- und Wende- Eoonin
. ! § g = 1B _ 0135 _ 5 2wei Nulstellen besitzt einen Extrempunk. punkte und zeichnen Sie G, | iy dund
' d t - eigend un
T e o mpq st die mitlere Steigung von Gg im Interval [1;2] I b) Untersuchen Sie bei jeder der folgenden Aus- [eamencist,
B Gegeben st die Funktion f;xHZA sagen, ob sie wahr ist, und begriinden Sie Ihre
Differentialquotient - Tangentensteigung 4 / Dy = R; ihr Graph ist Gy, Entscheidung. das Mono
. _ | .
Eine auf einem Intervall | = Ja; bl definierte Funktion fheiBt  Gegeben st die Funktion fmit f(x) = 2xC, D; = R, sowie 2) Zeigen Sie, dass f'nur die Nulistellen x, = -2, 17 Fir x < 2 it Gy rechtsgekrimmt. Bnicht
an der Stelle x, | differenzierbar, wenn der Grenzwert des  der Punkt Po (11£(1)) des Graphen von . X, = 0 und x; = 2 besitzt, und erstellen Sie 2 DieGerade g:y = 1 hat mit Gy drei Punkte
10l eine Monotonietabelle fiir die Funktion f oder gemeinsam. inn mit der
Differenzenquotienten lim X% X, existirt.
M5 Runa eine Skizze von Gy. 3 ImPunkt W(212) steigt Gy verden
Das bedeutet nsbesondere, dass sich bei rechsseitiger und b) Eine der drei Abbildungen stellt Gy ichtig dar. 4 DieTangente an Gy im Ursprung hat eine
ze\ hnksss{\uﬂs[’:\"nahevunq an die Stelle xo der gleiche 6x2 -1 < 0 fir Geben Sie an, welche dies ist, und begriinden positive Steigung. unktionen
renzwert ergil e e Sie bei jedem der ibrigen Graphen, warum es 5 DieTangenten an Gy bei x = 0 und bei nicht
Dieser Grenzuert hift Differentialquotient oder Ableitung = fim 241121 D steigend und Sich belihm nicht um G, handeln kann. X = 5 verlaufen parallel zueinander. \gsformel
der Funktion fan der Selle xg linf
Flog) = lim PO = lm 2N =2-2=4 E imn|
o) = Jim = =1 bl ! | {3 Das Profil einer Wasserrutsche kann durch den ren Kriim-
+ () it e Steigung der Tangente tp, anden Gra. D1es Ot sowohl bei rechiseitier afs auchbe nkssitioer I | m . Quacranten iegenden Tefldes Graphen der
o Annaherung. Also hat die Tangente tp, und der Graph von f o6 2
phen Gy im Punkt o o lx) an. Diesewirdauchals Mo IR0 e B8 anoen i H ik Funktion f:x1->~0,1x4 +0,6x ~1,0125x + 085, e Wende-
o = Pl = ! - .
i‘:l'f‘::::“(’”p"“" Grim Punkt Po (o fixg)) Fiir x> 0 beschreibt die Funktion f den Zeit-Weg-Zusam- B ?' =02, '“S"de”'“‘;"“"j“" (":“’"m:‘“: Ent-
" menhang eines Autos beim Anfahren (x: Zeitin Sekunden; s fernung vom Startpunkt in 10m; f(x): Hohe der fdi
. = f die keine
Beschreibt  eine mit xveranderliche Grofe, so gibt o 2urbekaeleaterWeg In Meterm B Rutsche iber dem Wasserbecken in 10m). i
e geren Dannist ' Zeit- Weg- B a) Bestimmen Sie die Hohe der Rutsche am Start-
© Funktion, d.h. di des Aut @ punkt.
betragt 15 nach dem Start 47 Das Profil der Rampe einer Baugrube kann durch .
g oo e e arh b) Weisen Sie nach, dass die Rutsche 20min hort Filie
x-2 ie Funktion f: x — z5x? = 395", Dy = (0;20], zontaler Entfernung vom da:
Ableitungsfunktion fx-2=0 modelliert werden (x, (x) in Metern). Wasser rfft 596
Die Ableitungsfunktion {*einer Funktion f:x+— f(x) mit ) a) Zeichnen Sie G mit einer DMS. Hinweis: Argumentieren Sie dazu auch mit
maximaler Definitionsmenge D ordnet jeder Stelle x=D;  Der Graph der Funktion f hat bei x = 3 eine Tangente mit 2 b) Zeigen Sie, dass der Graph von f im Definit- dem Monotonieverhalten des Graphen G 5,100,104
ihre Ableitung zu, ’aHs'qorl differenzierbar ist. der Steigung -2 X onsbereich monoton steigend ist, und berech- ©) Bestimmen Sie das Intervall, in dem Gy rechts-
Die Ableitungsfunktion f'gibt damit an jeder Stelle xe Dy, oder kurz: o S anschaBend die iefe der Baucrube. . e com Brrech 5108
Tangente bzw. die lokal Der Graph der Funkion fhat bei x = 3 die Steigung -2 ; > e gekrimmtist, und erklaren
P bl ~ ©) Bestimmen Sie die durchschnittliche Steigung tung im Sachzusammenhang. s
Inotonietabelle der kompletten Rampe.
n=2 [x>2 5.114,118,126
138 o | e 142
\ZWvon |=4>0 512,126
Cnache |+
1 W |
& 7 [Fral ~ [Py 7 i ,9.13,16,M 5128
139 143

Auf dem Weg zur Abschlusspriifung

Kapitelbezogene Aufgaben bereiten auf Aufgabentypen vor, wie sie in Abschlusspriifungen
gestellt werden kénnen.

I 2

Auf dem Weg zur Abschlusspriifung

Differenzialrechnung bei ganzrationalen Funktionen

[E] Die erste Ableitung einer ganzrationalen Funktion mit der Definitionsmenge Dy = R
besitzt die Funktionsgleichung f'(x) = ~1(x~2)(x +3).

[ Die Abbildung zeigt einen Aus- ¥ /

schnitt des Graphen Gy einer ganz-
2 T
/el \\ /
1
/ /
[0 x
sTa s 67

3
a) Skizzieren Sie einen Ausschnitt des Graphen von f’, sodass die maximalen Monotonie-
intervalle abgelesen werden konnen. Geben Sie diese Intervalle an.

rationalen Funktion f dritten
Grades mit der Definitionsmenge
D; = . Die ganzzahligen Null-

b) Bestimmen Sie das Verhalten der Funktionswerte von f” fiir x — +es, ohne denTerm
stellen konnen der Abbildung von f"zu berechnen.
entnommen werden. / L2 ) Entscheiden Sie mit Begriindung, ob folgende Aussagen wahr oder falsch sind.
a) Bestimmen Sie den vollstandig 7 1 Der Graph von f besitzt bei x = -2 eine Extremstelle.

faktorisierten Term der Funk-
tion f und zeigen Sie durch Rechnung, dass sich die Funktionsgleichung von f auch in
folgender Form darstellen lasst: f(x) = 0,1x ~x+ 2,5x.

b) Bestimmen Sie die Extrempunkte von f rechnerisch.

) Geben Sie das maximale Intervall an, in dem der Graph von ffall, und bestimmen Sie /

Bei x = 3 fallt der Graph von .
Der Graph von f'besitzt eine Extremstelle bei x = ~0,25.
Der Graph von f'ist streng monoton fallend fiir x < [1; 4L

s W

B3 Gegeben ist die Funktion g:x > —
Graph wir mit Gy bezeichnet.
a) Untersuchen Sie den Graphen der Funktion g auf Symmetrie zum Koordinatensystem.
b) Ermitteln Sie alle Extremstellen der Funktion g.
) Bestimmen Sie die Koordinaten aller Punkte auf dem Graphen von g, die den y-Wert
y = -4,5 besitzen.

1x* +4x2 mit der Definitionsmenge Dy = R. Ihr

die mittlere Steigung in diesem Intervall.

d) An der Stelle x = 0 besitzt der Graph von f die Tangente t. Zeigen Sie, dass die Tan-
gente t die Funktionsgleichung y = > besitzt.

e) Priifen Sie rechnerisch, ob die Tangente t und der Graph von f auBer dem Beriihrpunkt
bei x = 0 noch weitere gemeinsame Punkte besitzen.

) Berechnen Sie den Tiefpunkt des Graphen der Ableitung f'und erkldren Sie den Zusam-

menhang mit dem Graphen von f
9 P B In cinem Freizeitpark werden E-Scooter verlichen. Die Anzah der ausgeliehenen E-Scoo-

a ter wihrend eine: kann durch die

Die Kosten, die einem Unternehmen bei der Herstellung

einer Fliissigkeit entstehen, kannen durch die Funktion
K:x > X3 = 12x% + 50 + 20 mit x = [0; 9] beschrieben werden.
Dabei gibt K (x) die Kosten in 1000 € an, die bei der Produktion
von x Kubikmetern der Fliissigkeit insgesamt entstehen. Die
Abbildung zeigt den Graphen von K.
a) Geben Sie mithilfe der Abbildung ...

1 die Produktionsmenge an, bei der die Kosten 125000€

fit> 1 - 2¢2.+ 12t mit der Definitionsmenge D = [0;9] beschrieben werden. tist die
Zeit in Stunden seit Offnung des Parks um 9 Uhr. Auf das Mitfiihren von Einheiten kann
wahrend der Rechnungen verzichtet werden. Runden Sie Ihre Ergebnisse sinnvoll.
a) Bestimmen Sie die Anzahl der ausgeliehen E-Scooter um 15 Uhr.
b) Ermitteln Sie den Hochpunkt und geben Sie dessen Bedeutung im Kontext an.
<) Geben Sie die maximalen des Graphen von fan und

Sie diese im Sachzusammenhang.

betragen d) Zeichnen Sie den Graphen von f unter aller bisherigen Erg
2 das Monotonieverhalten von K an und deuten Sie Ihre Angabe im Sachzusammen- weiterer geeigneter Werte im Definitionsbereich.
hang. MaBstab: 1Stunde = 1cm, 2 E-Scooter 2 1cm

Die Funktion E mit E(x) = 23x gibt fiir 0 < x < 9 den Erlos (in 1000€) an, den das
Unternehmen beim Verkauf von x Kubikmetern der Fliissigkeit erzielt. Fiir die sogenann-
te Gewinnfunktion G gilt G (x) = E(x) ~K(x). Positive Werte von G werden als Gewinn
bezeichnet, negative als Verlust.

b) Zeigen Sie, dass das Unternehmen keinen Gewinn erzielt, wenn vier Kubikmeter der
Fliissigkeit verkauft werden.

) Obertragen Sie den Graphen von Kin Ihr Heft und tragen Sie den Graphen von E in die
Abbildung ein. Bestimmen Sie mithilfe der so entstehenden Darstellung den Bereich, in
dem die verkaufte Menge der Flissigheit liegen muss, damit das Unternehmen einen
Gewinn erzielt.

d) Berechnen Sie, welche Menge der Fliissigeit verkauft werden muss, damit das Unter-
nehmen den grofiten Gewinn erzielt.

e) Ermitteln Sie mithilfe der Zeichnung naherungsweise, zu welchen Zeiten 18 E-Scooter
iehen sind. Besttigen die Werte durch Rechnung.

(@ Gegebenist die Funktion f:x— § (-x" + 4x?) mit der Definitionsmenge Dy = R. Der

Graph von f wird mit G bezeichnet.

a) Ermitteln Sie die Nullstellen der Funktion f mit der jeweiligen Vielfachheit.

b) Berechnen Sie die Nullstellen der ersten Ableitung f: Bestimmen Sie anschlieBend,
welche besonderen Punkte der Graph von f bei den berechneten Nullstellen von
besitzt.

) Skizzieren Sie den Graphen von f ausschlieBlich mit den bereits berechneten
Ergebnissen.

d) Ermitteln Sie die Gleichungen aller Wendetangenten an den Graphen Gy.
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Grundwissen Aufgabe Ich kann schon ...
1,2 ... Steigungen von Geraden auf verschiedene Arten bestimmen.
3 ... Geradengleichungen ermitteln.
4,6 ... Funktionen auf vorgegebene Eigenschaften untersuchen.
5 ... Sachkontexte mithilfe von Funktionen modellieren.

n Die Geraden g und h verlaufen durch Gitterpunkte.
a) Ermitteln Sie jeweils die Steigung der Geraden.
b) Bestimmen Sie jeweils die GroBe des spitzen Winkels, den die Gerade mit
der x-Achse einschlief3t.

B Fertigen Sie eine Skizze an und bestimmen Sie die GroBe des zugehdrigen
Steigungswinkels fiir StraBenabschnitte mit den angegebenen Steigungen. T
a) 15% b) 22% ) 12%
d) 5% e) 100% f) 150%

B Je zwei der Punkte A(1]3), B(-3]-5), C(0]6) und D(5|7) legen eine Gerade fest.
a) Zeichnen Sie alle durch die vier Punkte festgelegten Geraden in ein gemeinsames Koordinatensystem.
b) Bestimmen Sie rechnerisch die Steigung und eine Gleichung jeder Geraden. Beschreiben Sie lhr Vorgehen.

u a) Bestimmen Sie die Nullstellen der in R definierten Funktion f: x +— f(x) und untersuchen Sie den Graphen G¢
auf Symmetrie beziiglich des Koordinatensystems sowie sein Verhalten fiir x — +oo. Zeichnen Sie G¢ mithilfe
einer DMS und iiberpriifen Sie lhre Ergebnisse.

b) Beschreiben Sie das Monotonieverhalten von G mdglichst genau.

1 f(x)=4x—%x3 2 f(x) =-0,5x2+2

B Ein Golfball fliegt 32 m hoch und 144 m weit. Seine Flugbahn kann (ndherungs-
weise) mithilfe einer quadratischen Funktion f modelliert werden.
a) Skizzieren Sie die Flugbahn des Golfballs in einem mdglichst giinstigen Koor-
dinatensystem und begriinden Sie die Wahl lhres Koordinatensystems.
b) Bestimmen Sie einen Funktionsterm f (x); geben Sie eine im Sachkontext
sinnvolle Definitionsmenge von f an.

ﬂ Entscheiden und begriinden Sie, ob die folgenden Aussagen wahr sind.

a) Der Graph der Funktion f mit f(x) = x3, D; = R, ist monoton steigend.

b) Jede ganzrationale Funktion hat mindestens eine Nullstelle.

¢) Der Graph einer ganzrationalen Funktion mit geradem Grad ist achsen-
symmetrisch bezlglich der y-Achse.

d) Wenn derim 1. Quadranten liegende Teil des Graphen der Funktion f:x — 0,36x — 0,02x?> modellhaft einen
Briickenbogen beschreibt (x, f (x) in Meter), dann hat der Bogen eine Weite von 18 m und eine Hohe von
weniger als 2m.

e) Firjede ganzrationale Funktion f mit ungeradem Grad gilt: XI_i)rr_1wf(x) =—oo,
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Differenzialrechnung bei
ganzrationalen Funktionen

Einstieg

Einer der groBten Wasserparks der Welt ist Yas Waterworld in Abu Dhabi. Eine gro3e Attraktion ist ein

Becken, in dem Wellen unterschiedlicher Hohen erreicht werden, auf denen man auf einem Wasser-

board surft.

Das Hohenprofil eines Streckenabschnitts der Wellen kann im Intervall [-3; 3] modellhaft durch den

1 1

Graphen einer ganzrationalen Funktion f mit f(x) = -5 x*++-x%>+ 1 beschrieben werden

12 16

(1 Langeneinheit entspricht 1 m). Die x-Achse stellt den Querschnitt des Beckenbodens dar.
m Zeichnen Sie den Graphen der Welle auf dem angegebenen Streckenabschnitt mithilfe einer DMS.
= Geben Sie anhand der Zeichnung an, an welchen Stellen sich hochste und tiefste Punkte der Welle

befinden.

Ausblick

In diesem Kapitel werden Differenzenquotienten und Differentialquotienten berechnet,

die geometrisch als Steigungen von Sekanten bzw. Tangenten und in Sachkontexten inter-

pretiert werden. Es werden die Gleichungen von Tangenten aufgestellt und Steigungs-
winkel von Tangenten berechnet.

Historische Ecke

Mediencode 63044-22
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2.1 Anderungsrate und Ableitung
2.1.1 Der Differenzenquotient - die Sekantensteigung

Erklarvideo
i

Strategiewissen
Berechnen des Differen-
zenquotienten bzw. der
Sekantensteigung

Strategiewissen

Aufstellen einer Geraden-

gleichung

926

2600 Hohe (m G. NN) Schneefernerhaus
Die Abbildung zeigt das Gelandeprofil der 2400 &
. 2200 ATy
Zugspitzbahn. 2000 & & 03
& P
= Geben Sie an, welchen Héhenunter- }ggg & &\&‘P‘\ 2%,
& e, 5
schied und welche durchschnittliche 1400 a NS %, &,
; - N : 1200+ & & & oy
Steigung die Bahn liberwindet. 1000 %\@\ & ?g‘@
q a q A\ 3
= Beschreiben Sie den Anstieg der Bahn- 288 ASER s ‘%%
S, @
. . . . Q/
strecke in den einzelnen Teilstiicken. 400 % Entfernung (km)

= Vergleichen Sie den durchschnittlichen 200
Anstieg der Bahn zwischen den Halte-

01234567 8910111213141516171819

stellen Eibsee und Riffelriss mit dem tatsachlichen Verlauf der Bahn in diesem Abschnitt.

Kurven, die keine Geraden sind, haben keine konstante Steigung. Man kann aber die durch-
schnittliche Steigung in einzelnen Kurvenabschnitten angeben. Dazu legt man gedanklich eine
Gerade durch Anfangspunkt und Endpunkt und berechnet deren Steigung.

Die Funktion fist im Intervall [a; b] zwischen zwei Punkten
P(alf(a)) und Q(b|f(b)) definiert; der Graph von fist Gy.
Durch P und Q wird eine Gerade gelegt, die Sekante von G¢

durch Pund Q. fb)+
Ur di i . f(b) -f(a)
Fir die Sekantentensteigung gilt: mg = = —=
Die Sekantensteigung heif3t Differenzenquotient von f im ‘@)
2+

Intervall [a; b].

Der Differenzenquotient beschreibt die mittlere Ande-
rungsrate der Funktion f im Intervall [a; b].

Beispiele

I. Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = 1,5x> - 3x2+ 2, D; = R. Die Punkte A(-1]f(-1))

und B(2[f(2)) liegen auf dem Graphen vonf.

a) Bestimmen Sie die Steigung der Sekante AB.

b) Bestimmen Sie eine Gleichung der Sekante AB.

¢) Zeichnen Sie den Graphen von f sowie die Sekante AB.

Losung:
a) Berechnen Sie die y-Werte der Punkte A und B: f(-1) =

Die Sekantensteigung entspricht dem Differenzenquotienten.

Setzen Sie die Werte in die Formel w ein

=25 f(2)=2

_2-(=25) _ 45 _ SRS 2
M =5 — 3 17
b) Die Sekante ist die Gerade durch A und B mit der Steigung 1,5. [a Gy
Setzen Sie die Koordinaten eines der beiden Punkte in die 1: é >

Geradengleichung spg:y = 1,5x +t ein. Berechnen Sie t und
notieren Sie die Sekantengleichung:
B(112)esp:2=15-2+4t = t=—1

Sekantengleichung: spp:y = 1,5x -1
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Differenzialrechnung bei ganzrationalen Funktionen

Il. In einer Nahrflissigkeit befinden sich Bakterien, deren Anzahl sich modellhaft durch die

Funktion N mit N(t) = 0,5-t3+ 100, Dy = [0; 120], beschreiben lsst (t: Zeit in Minuten
nach Versuchsbeginn).
a) Bestimmen Sie die mittlere Anderungsrate der Funktion N wihrend der zweiten Stunde Die mittlere Anderungs-

nach Versuchsbeginn. rate wird in ,Bakterien
b) Erkldren Sie die Bedeutung dieser mittleren Anderungsrate im Sachkontext. pro Minute" angegeben.
Losung:

a) Die zweite Stunde beginnt nach 60 Minuten und endet nach 120 Minuten:
N (60) = 108100; N(120) = 864100

: i . N(120)-N(60) _ 864100-108100 _ Bakterien

mittlere Anderungsrate: =0 —-== = =——o e = 12600[—,\,|inute ]

b) In der zweiten Stunde nach Versuchsbeginn kommen im Durchschnitt 12 600 Bakterien
pro Minute dazu.

. In einer Zisterne befinden sich 2500 Liter Wasser. Fiir die Gartenbewasserung wird eine

Stunde lang Wasser ungleichmaBig entnommen; insgesamt werden 780 Liter entnommen.

Das Wasservolumen V in der Zisterne wird in Litern gemessen und die vergangene Zeit in

Stunden.

a) Geben Sie die mittlere Anderungsrate des Fiillstands innerhalb dieser Stunde an.

b) Man kann auch sagen, dass der Fiillstand innerhalb einer Stunde durchschnittlich um
13 Liter pro Minute absinkt. Begriinden Sie das.

c) Treffen Sie eine begriindete Aussage dariiber, ob eine Minute nach Beginn der Ent-
nahme 13 Liter weniger Wasser in der Zisterne sind.

Losung:

a) Der Fiillstand sinkt innerhalb einer Stunde um 780 Liter pro Stunde. Die mittlere Ande-
rungsrate betrdgt also —780.

b) 780:60 = 13; es werden ,Stunden” in,Minuten” umgerechnet; 780 Liter in 60 Minuten
sind (durchschnittlich) 13 Liter in 1 Minute.

¢) Das ist wahrscheinlich falsch, denn 13 Liter pro Minute sind der Durchschnittswert
innerhalb der betrachteten Stunde. Uber die Entnahme in einer bestimmten Minute
sagt dieser Durchschnittswert nichts aus.

Nachgefragt

= Begriinden Sie, dass man den Differenzenquotienten auch folgendermallen berechnen
f(a) - f(b)
a-b
= Beurteilen Sie die Aussage: ,Eine mittlere Anderungsrate von 0 bedeutet, dass die Funk-
tion im betrachteten Intervall konstant ist.”

kann: mg =

Erkldren Sie die Bedeutung der durchschnittlichen Anderungsrate einer Funktion f, Aufgaben

wenn ... Statt mittlere Ande-
a) f(t) die bis zum Zeitpunkt t zurlickgelegte Strecke (in m) ist. rungsrate sagt man

b) f(t) die Bevolkerungszahlin einem Land zum Zeitpunkt t angibt. auch durchschnittliche
c) f(t) die Hohe einer Pflanze (in cm) zum Zeitpunkt t angibt. Anderungsrate.

d) f(x) den Inhalt des Benzintanks (in £) eines Autos nach x km Fahrstrecke seit dem
letzten Tanken angibt.
e) f(t) die Temperatur (in °C) eines Ofens zum Zeitpunkt t angibt.
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2 2.1.1 Der Differenzenquotient - die Sekantensteigung

a Skizzieren Sie den Graphen G einer nichtlinearen Funktion fin einem Intervall [a; b],
deren Differenzenquotient in diesem Intervall ...
a) positiv ist. b) negativ ist. c) gleich nullist.

B Die Funktion f mit f(t) = 0,45-t2- 11,7 - t+ 98,1 mit t > 0 beschreibt die Temperatur
von Tee. Dabei steht f fiir die Temperatur in °C und t fiir die seit dem Aufbriihen vergan-
gene Zeit in Minuten.

a) Berechnen Sie f(0) und f(10). Interpretieren Sie diese Werte im Sachzusammenhang.

b) Berechnen Sie den Wert w und beschreiben Sie seine Bedeutung.
[} Die Abbildung zeigt den Graphen G; der Funktion 71
fix—0,25x3-2x, D = R. ol
a) Ermitteln Sie die Steigung der Sekanten in den
Intervallen I, = [0; 1], |, = [-3;-2] und T
l; = 1231, , 95 N1 15X
b) Geben Sie Intervalle an, in denen der Graph G 4
die gleiche mittlere Anderungsrate besitzt wie G N
im Intervall [0; 2]. Beschreiben Sie lhr Vorgehen. ]
Elena hat bei einer - —
Autofahrt folgende verstrichene Zett tn h 0 7.5 | ¢ %7
Werte notiert: zurtickgeleqter Weq in ki 0 150 | 400 | $30

Begriinden Sie anhand einer Abschatzung, in welchem Abschnitt der Fahrt die Durch-
schnittsgeschwindigkeit am gro3ten war.

/u Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = x2-4, D; = R.

a) Bestimmen Sie die Koordinaten der Schnittpunkte des Graphen G¢ von f mit den
Koordinatenachsen und untersuchen Sie sein Symmetrieverhalten beziiglich des
Koordinatensystems. Zeichnen Sie den Graphen G¢ im Intervall [-3; 3].

b) Ermitteln Sie eine Gleichung der Sekante des Graphen G¢ im Intervall [-3; 2] und
tragen Sie die Sekante in das Koordinatensystem aus Teilaufgabe a) ein.

/ Berechnen Sie jeweils die mittlere Anderungsrate der Funktion f: x+— f(x), Df = R, in
Abhangigkeit von h (h e R*) im angegebenen Intervall.
a) f) =4x% 1 =[1;1+4h] b) f(x) = x2-2x; | = [h;h+1]
o) f(x) = -x2+x; 1 =[1;1+h] d) f(x) = 2x2+3x+1; I = [h;h + 1]

a Gegeben sind die Funktion f: x+— 0,25x> - x, D; = R, sowie die Punkte P (-1]f(-1)),

Q(1[f(1)) und R(21f(2)).

a) Bestimmen Sie jeweils den Differenzenquotienten der Funktion fim Intervall [-1; 1]
und im Intervall [1; 2] sowie die Gleichungen der Sekanten PQ und QR.

b) Legen Sie einen geeigneten Mal3stab fest und zeichnen Sie fiir -2 < x < 3 den Graphen
der Funktion f sowie die Sekanten PQ und QR in ein kartesisches Koordinatensystem.

c) Die Punkte P und Q bilden zusammen mit dem Koordinatenursprung O ein Dreieck.
Berechnen Sie die Ma3zahl seines Fldcheninhalts.
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Differenzialrechnung bei ganzrationalen Funktionen

ﬂ Eine Glasglocke wird von einer Vakuumpumpe leergepumpt. o

Der abgebildete Graph G¢ der Funktion f zeigt die Restmen-

ge an Luft (in g) an, die innerhalb der Glasglocke verbleibt, 4

in Abhangigkeit von der Zeit t (in min seit Versuchsbeginn). >

a) Geben Sie an, wie viel Luft zu Versuchsbeginn unter der 1T |
Glasglocke war. [l 2 2 6 8 10

b) Ermitteln Sie grafisch die mittlere Anderungsrate in den ersten vier Minuten. Inter-
pretieren Sie die Bedeutung der mittleren Anderungsrate in diesem Sachkontext.

Gt

Die Abbildung zeigt die Entwicklung der mittleren 10,5] Grad Celsius
Jahrestemperatur in Deutschland von 1881 bis 2020

sowie den linearen Trend seit 1881 (rot). Recherchieren %3
Sie die Bedeutung des linearen Trends fiir die Klima- 85

entwicklung und wie man diesen Trend ermittelt.

Erldutern Sie, weshalb der lineare Trend fiir politische 75

Entscheidungen aussagekraftiger ist als der Differenzen- 45
quotient der Mittelwerte von 1881 und 2020.

LRI e B B
1880 1900 1920 1940 1960 1980 2000 2020

Ein Gartenschaugeldnde soll neu angelegt werden. Auf einem Weg ist ein Hohenunter-
schied zu tiberwinden. Der Weg verlduft von oben betrachtet geradlinig (ohne seitliche
Kurven). Sein Hohenprofil kann naherungsweise durch den Graphen der Funktion

—2351% -x*+0,12-x%, D = [0; 70], beschrieben werden. Dabei ist x die horizontale

Entfernung vom Ausgangspunkt in Metern und y die Hohe iiber dem Ausgangspunkt in

Zentimetern. Je nach maximaler Steigung (aufwarts und abwarts) kann der Weg nicht als

barrierefrei eingestuft werden. So z.B. kdnnen Rollstuhlfahrer ohne Hilfsperson eine maxi-

male Steigung von 6 % bewaltigen.

a) Der Landschaftsarchitekt schatzt die Steigung des Weges ab, indem er die durch-
schnittliche Steigung zwischen dem Anfangs- und dem Endpunkt des Weges berech-
net. Nach seiner Abschatzung ist der Weg fiir Rollstuhlfahrer geeignet. Weisen Sie dies
rechnerisch nach.

b) Erkléren Sie, warum die Vorgehensweise des Architekten nur fiir eine erste grobe
Abschatzung geeignet ist.

c) DerWegistim Intervall [30; 50] recht steil. Berechnen Sie den Differenzenquotienten
in diesem Intervall und geben Sie die Steigung in Prozent an.

d) Legen Sie einen geeigneten MaBstab fest und zeichnen Sie den Graphen von f fiir
x €[0; 70] in ein kartesisches Koordinatensystem. Zeichnen Sie auch die Sekanten fiir
die Intervalle [0; 70] und [30; 50] ein.

fix—

Prozentuale Steigung

Die prozentuale Steigung driickt aus, wie stark der Anstieg (oder das Gefdlle) im Verhaltnis
zur waagrechten Strecke ist.

= Wenn x-Wert und y-Wert in derselben Einheit gemessen werden, muss der Steigungs-
wert nur noch als Prozentzahl ausgedriickt werden, z.B. m = 0,08 = 8%.
= Bei unterschiedlichen Einheiten muss man diese einander anpassen.
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2 2.1 Anderungsrate und Ableitung

2.1.2 Der Differenzialquotient - die Tangentensteigung

L J
L Entdecken 4

DMS-Applet
und Erklarvideos
E¥ Z',';.—

Die Schreibweise lim
X=X
besagt, dass der
Abstand zwischen x und
Xo immer kleiner wird.

limes (lat.): Grenze
(hier: Grenzwert)

Strategiewissen
Ableitung an einer Stelle x,
mithilfe des Differenzial-
quotienten bestimmen

100

Familie Roth fahrt von Miinchen an die Nordsee in den Sommer-
urlaub. Fiir die 950 km lange Strecke werden sie laut Routenplaner
10 Stunden fahren.

,Nur 95 kTm im Schnitt’, seufzt die Mutter.

,Im Moment sogar nur 50 kTm knurrt der Vater im zéhen Verkehr einer Baustelle.

50 Kilometer pro Stunde? Aber so lange sind wir doch noch gar nicht unterwegs’, wirft
der Jiingste von der Riickbank aus ein.

= Erkldren Sie dem Sohn auf der Riickbank, was es mit der momentanen Geschwindigkeit
auf sich hat und warum die Einheit sinnvoll ist.

Bei einem nichtlinearen Kurvenverlauf lasst sich eine durchschnittliche Anderung als Steigung
einer Sekante in einem Intervall angeben. Verkleinert man dieses Intervall immer weiter, so
erhélt man schlieBlich eine Tangente an einem Punkt. Die Steigung dieser Tangente entspricht
der momentanen Anderung.

Die Funktion fist im Intervall ]a; b[ definiert; Ly
ihr Graph heif3t G;. Die x-Werte der Punkte T
Py (X 1 (x0)) und P (x|f(x)) liegen in diesem 4T

Intervall. Dabei kann x < x, oder x > X, sein. 34 Tangente
Durch Py und P wird eine Gerade gelegt, ndmlich

die Sekante von G¢ durch Py und P. Fiir die Sekan-

f(x) = f(xo) \p<

tentensteigung gilt: mg = v :
Durch x — x, wird die Sekante zur Tangente. 0 /{ é ; fl ; é >
Wenn sich die Steigung der Tangente durch
Grenzwertrechnung bestimmen ldsst und sich bei Anndherung von links und von rechts
derselbe Wert ergibt, dann heif3t die Funktion f an der Stelle x, differenzierbar.

Die Tangentensteigung an der Stelle x, wird als Differenzialquotient oder als Ableitung
der Funktion f an der Stelle x, bezeichnet. Es gilt:

oy FOO= (k)
e = iy ===

Die Steigung der Tangente an Gy bei P, wird auch als Steigung des Graphen G im Punkt P,
bezeichnet.

Die Ableitung an der Stelle x, beschreibt die momentane Anderungsrate von f an der
Stelle x,.

(,f Strich von x,")

Beispiele
l. a) Weisen Sie nach, dass die Funktion f mit f(x) = 2x?, D¢ = R, an der Stelle x, = 1
differenzierbar ist, und berechnen Sie f'(1).
b) Skizzieren Sie den Graphen von f und erldutern Sie die geometrische Bedeutung des
Wertes f'(1) anhand des Graphen G;.

Losung:
a) 1 Bilden Sie den Differenzenquotienten von f beziiglich x, = 1:
f(X)—f(Xo)_f(x)—f(1)=2x2_2.12 2-(2-1) _ 2-(x=1)-(x+1

_ _ ) _ 5.
X—-Xg x-1 x-1  —  x-1 (x-1) =2:(x+1)
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Differenzialrechnung bei ganzrationalen Funktionen

Iv.

. a) Zeichnen Sie den Graphen der Funktion f: x> |x|,

2 Untersuchen Sie, ob der Grenzwert lim ——— existiert:
X— Xg

(1)

f(xo)
() _

f(x) —f(x
0
x|[>n1 x-1 )=2
Im griin markierten Term wurde fiir x der Wert 1 eingesetzt
(,Grenziibergang”). Es ist gleichgliltig, ob x vor dem Grenz-
libergang groBer oder kleiner als 1 war. Man sieht:
Dieser Grenzwert ist bei Anndherung von links und von
rechts gleich, also eindeutig. Es gilt damit f'(1) = 4.
b) Der Graph von f hat an der Stelle x, = 1 eine Tangente mit der
Steigung m = 4. Dies ist auch die Steigung des Graphen von f

an der Stelle xy = 1.

= Iim1[2-(x+1)]=2-(1+1

Losung:

1+2h+h2-

. . . . . . . f h)-f
. Zeigen Sie unter Verwendung des Differenzialquotienten in der Form hIlmow,
.

dass der Graph G¢ der Funktion f mit f(x) = x>+ 5, D¢ = R, im Punkt P(1|f(1)) die Stei-
gung my, = 2 besitzt.

2h+h?

fO+h)-f(1) _ . (1+h)?+5-(12+5)
h = lim

h—0 h
= lim 2C*0 i o4 h)=2=m,
h—0 h—0

= lim
h—0

f'(1) = lim
h—0

a)
D¢ = R, die jeder reellen Zahl x ihren Betrag zuordnet.

b) Untersuchen Sie die Funktion f auf Differenzierbarkeit
an der Stelle x, = 0. Erldutern Sie lhr Ergebnis anhand
des Graphen.

G¢

1 =

lim
h—0

Losung: T
b) 1 Bilden Sie den Differenzenquotienten beziiglich x:
fO)—fxo) _ IxI-0 _ Ixl

X~-Xq x-0 ~ x

Strategiewissen
Untersuchen nicht diffe-
renzierbarer Funktionen

2 Untersuchen Sie das Verhalten bei rechtsseitiger und linksseitiger Annaherung:

Ixl _

Ixl _

X = |im
x— 0"

= lim1=1; lim
x—0" X

x—0*

lim X
x—0*X

lim
x—0+ X

lim
0 X

X—>

(=1 =-1

3 Vergleichen Sie beide Grenzwerte und erldutern Sie lhr Ergebnis.
Iinz) f(x) = IingJ f(x), d.h.fist an der Stelle x, = 0 nicht differenzierbar.
x—0* x—0"

Der Graph G besitzt im Punkt P, (0]0) keine Tangente: G¢ hat fiir x < 0 die Stei-
gung -1, fiir x > 0 die Steigung 1; an der Stelle x, = 0 hat G; einen ,Knick".

Das Wachstum einer Sonnenblume ldsst sich anndhernd

durch eine Funktion f mit D¢ = [0; 10] beschreiben. Dabei ist t

die Zeit in Wochen ab Beobachtungsbeginn und f die Hohe

der Pflanze in cm. Die Abbildung zeigt den Graphen der Funk-

tion f. Auerdem ist die Tangente an den Graphen bei

t = 6 eingezeichnet.

a) Berechnen Sie mithilfe von Werten, die Sie der Abbildung
entnehmen, die Steigung der eingezeichneten Tangente.
Interpretieren Sie den berechneten Wert im Sachzusam-

Y [

menhang.
b) Beschreiben Sie in Worten, wie man grafisch ndherungs-

N
EN
o
oo+

weise die groBBte Wachstumsgeschwindigkeit der Sonnenblume bestimmt.
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2 2.1.2 Der Differenzialquotient - die Tangentensteigung

Losung:
a) Man berechnet die Tangentensteigung, indem man die Koordinaten zweier beliebiger

Punkte abliest, z.B. P(0165) und Q(6]131). Damit gilt: m, = 121=82 = 11,

6 Wochen nach Beobachtungsbeginn betragt die Wachstumsgeschwindigkeit der

Sonnenblume gerade 11 Zentimeter pro Woche.
b) Man sucht die Stelle, an der die Tangente an den Graphen die gréBte Steigung hat. Nach-
dem man die Tangente dort eingezeichnet hat, berechnet man ihre Steigung wie in a).

Nachgefragt
m Skizzieren Sie den Graphen einer Funktion, die an jeder Stelle ihres Definitionsbereichs

D¢ = R einen positiven Ableitungswert hat.
= Gegeben ist die lineare Funktion g mit g (x) = -2x+ 3, D4 = R. Geben Sie ohne Rech-
nung den Wert g'(4) an und erliutern Sie lhre Uberlegung.

Aufgaben n Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = 0,5x2-x-0,5, D; = R.

a) Zeichnen Sie den Graphen der Funktion f in ein Koordinatensystem, ggf. mit einer DMS.
b) Berechnen Sie die momentane Anderungsrate an der Stelle x, = 2 mithilfe des
Differenzialquotienten.

/a Bestimmen Sie jeweils anhand der Abbildung naherungsweise die Steigung des Graphen
von fim Punkt P (xq | f(xg)).

y y4 Yy

. \

G O

| 1 >
1 %=225 \\X

T
x
~~

B Gegeben ist jeweils die Funktion f: x+— f(x), D; = R. Ermitteln Sie fiir jede Funktion den
Differenzialquotienten an der angegebenen Stelle x,.

1 f(x) =x2+1;%, =3 2 f(x) =3x% xg = -1
3 f(x) =0,5x2+3; xg = -2 4 f(x) =4x+2; %o =1
5 fx) = x2+2;xg = -1 6 f(x) = -2x2+8x+1;x5 = -2

u Berechnen Sie jeweils die Ableitung der Funktion f an der Stelle x,.
a) f() = 3x5 % =0 b) f(x) = (x=2)2+1; xp = —1

o) f(x)=%x2+x+5;x0=9 d) f(x) =x2-(4+x); xg=7
e) f(x) = 2x2-7x+1; %y = -2 f) f) = (x=2)2+x-7;% = 1
g) f(x) = 4x3 xg = -1 h) f(x) = x3=2x% xo = -1

i) f(x) =x(4-x);xq =3 j) f(x) = (x+2)(x=2);%xy = -2
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E Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = %xz, D¢ = R.
a) Skizzieren Sie den Graphen von fim Intervall [-2; 5].

b) Berechnen Sie folgende Ableitungswerte und veranschaulichen Sie diese geometrisch

am Graphen aus Teilaufgabe a).

1 f'(1) 2 f'(-1) 3 f'(0) 4 f'(2)

5 f'(4) 6

f'(3)

a Interpretieren Sie die lokale Anderungsrate im Sachkontext. Ubertragen Sie die Tabelle

hierzu in Ihr Heft und vervollsténdigen Sie sie.

X y
Zeit Weg
Zeit
Zeit Wassermenge
Luftdruck

lokale Anderungsrate

momentane Beschleunigung

momentane Luftdruckdanderung

Zeichnen Sie den Graphen der Funktion f mit f(x) = [x2 - 4|, D; = R, mithilfe einer DMS
Benennen Sie die Stellen, an denen f nicht differenzierbar ist, und begriinden Sie Ihre Ant-

wort. Hinweis: Der DMS-Befehl fiir den (Absolut-)Betrag lautet

haufig,abs()".

u a) Skizzieren Sie im Bereich —4 < x < 5 den Graphen einer in R definierten Funktion f,

die alle folgenden Eigenschaften aufweist:
1 f(-2)=0 2 f(0)=2und f'(0) = -1

die alle folgenden Eigenschaften aufweist:
1 fistnuran der Stelle x, = 3 nicht differenzierbar.

3 f'(1)>0
b) Skizzieren Sie im Bereich -1 < x < 5 den Graphen einer in R definierten Funktion f,

2 Esgilt: f(0) = 2 und fiir die Ableitung ' gilt: f'(0) = -1.

3 Esist f'(4) > 0.

ﬂ Paul behauptet, dass eine Funktion genau dann an einer Stelle differenzierbar ist, wenn
ihr Graph in einer Umgebung dieser Stelle durch die Tangente angenahert werden kann.

Erkldren Sie Pauls Behauptung.

Die Abbildung zeigt das Profil einer Alpenetappe der Tour de France. Ermitteln Sie ndhe-

rungsweise die Stellen mit der gréBten Steigung und die Stellen, bei denen die Abfahrt

am steilsten verlduft. Beschreiben Sie lhr Vorgehen.

Berg-Kategorien: Q}_}{b b 3
einfach - schwer 5 : & & o )
ove0n ¥ ,gog\ & o,,é’ e & & F&
@ sprint o &F 6“0 &hq o \,f-' & b-D‘ -
& ‘2\0‘& & b‘;\ e}é" S &b‘ b @Q& ‘;\Q"
3 8 i
ST F TS S ;
,;;‘ o r*"'@‘ c,@ & La ,\65' o S r‘\& £y
b 6\ (HO) EN hg) <F (T3 B A O
f H : : c»Paris ‘2
A
g_ﬁ
Lo
FEICE, : ; ; : ; : : R!_/;_l(
0 11,8 332 566 749 961 110,6 1282 148,7 165,1

dpa«104281

Cuelle: batourfr
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2 2.1 Anderungsrate und Ableitung
2.1.3 Die Ableitungsfunktion

DMS-Applet Die Abbildung zeigt den Graphen G einer Funktion f und
e einen Punkt P auf dem Graphen. G hat bei P eine Tangente

i mit der Steigung m, die ebenfalls eingezeichnet ist.

Der Punkt Q hat denselben x-Wert wie der Punkt P. Sein

y-Wert ist die Steigung m der Tangente an G¢. Man kann auch

sagen: Sein y-Wert ist der Wert der Ableitung von f an der

Stelle x.

= Zeichnen Sie mithilfe des DMS-Applets an moglichst
vielen Stellen einen Punkt P mit Tangente und zugehori-
gem Punkt Q ein und beschreiben Sie lhre Beobachtung.

4
(-07]137) ¢

y <

4 |0

'

Eine Funktion f ordnet jedem x-Wert einen y-Wert zu. lhre Ableitungsfunktion f’ ordnet jedem
x-Wert die Steigung der Funktion f an dieser Stelle zu. Also bedeutet f(2) = —4: Die Funktion f

GeoGebra-

Stelle x = 2 die Steigung 1.

hat an der Stelle x = 2 den y-Wert —4. Dagegen bedeutet f'(2) = 1: Die Funktion f hat an der

Die Funktion f:x+— f(x) hat die maximale Definitionsmenge D¢ und den Graphen G.

Die Ableitungsfunktion f’ ordnet jeder Stelle x e Dy deren Ableitung zu.
Die Ableitungsfunktion f’ist nur dort definiert, wo f differenzierbar ist. Fiir die Definitions-

menge Dy gilt also Dy <Ds.

Anderungsrate der Funktion f an.

Beispiel
I. Gegeben ist der Graph G einer Funk-
tion f. Bestimmen Sie den Verlauf

y T
Steigung null o
RE 1 Steigung Gy
1

Die Ableitungsfunktion f’ gibt damit die Steigung der Tangente an G bzw. die lokale

des Graphen der Ableitungsfunktion f’ Lo ,./. i negatv /) X
———A—— ———t—+—
Beschreiben Sie Ihr Vorgehen. -7 -6-5-4-3,-2 —J10Tr\L 2 3 4567
: Steigung, ! .o 7 | Steigung
Losung: frpositiv: =2 TSteigung: -positiv
Strategiewissen 1 Nutzen Sie alle Punkte von Gy, an Ia Py Al —
X . . X X [ ' 4+ - !
Grafisches Differenzieren denen die Tangente waagrecht ist, Joberhalb | ! 2 ! ! oberhalb
also die Steigung gleich null ist. | : ‘
Bei den zugehorigen x-Werten hat ‘ ; - :hyIID Ll
! unterhal ' |
der Graph der Ableitungsfunktion . i ]
. Nullstelle | Nullstelle
eine Nullstelle. ¢ 1 .
" . . L N R T U A S R
T T T T T T T M T T T T T T T
2 Wihlen Sie weitere Punkte auf P _SW L A A

dem Graphen von f und zeichnen
Sie dort die Tangente ein.
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Wenn die Tangente eine steigende Gerade ist, hat f'dort einen positiven Funktionswert.
Der Graph von f'liegt oberhalb der x-Achse. Dementsprechend liegt der Graph von f’
unterhalb der x-Achse, wenn die Tangente an G; eine fallende Gerade ist.

Markieren Sie, in welchen Bereichen der Graph von f’ verlaufen muss, und zeichnen Sie
einen Graphen durch die Nullstellen und die markierten Bereiche.

Kapitel 2: Differenzialrechnung bei ganzrationalen Funktionen



Differenzialrechnung bei ganzrationalen Funktionen

= Begriinden Sie: ,Eine ganzrationale Funktion f und ihre Ableitungsfunktion f’ haben

flir x — oo immer den gleichen Globalverlauf.”
= Beschreiben Sie, wie der Graph einer Funktion f an den Stellen verlduft, an denen der

Graph der Ableitungsfunktion die x-Achse schneidet.

n Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = -0,5x%+ 4x, D¢ = R.
a) Zeichnen Sie den Graphen von f mithilfe einer DMS.
b) Ermitteln Sie jeweils mithilfe der DMS die Steigung des Graphen an verschiedenen
Punkten. Ubertragen Sie die Tabelle in lhr Heft und ergénzen Sie sie.

Xo -2 = -0,5 0 1 2,5
'(xo)

¢) Skizzieren Sie den Graphen der Ableitungsfunktion f"

a Die Abbildung zeigt den Graphen einer Funktion f und den
Graphen ihrer Ableitungsfunktion f; D¢ = D¢ = R. Geben
Sie an, welche Riickschliisse man vom Verlauf des Ableitungs-
graphen G auf den Verlauf des Ausgangsgraphen G¢ und
umgekehrt ziehen kann.

L B Die Abbildungen zeigen drei Funktionsgraphen. Ubertragen Sie jeden Graphen méglichst

genau in lhr Heft und erganzen Sie an ausgewahlten Punkten die Tangenten. Skizzieren
Sie dann den Graphen der zugehdrigen Ableitungsfunktion.

u Gegeben sind die Graphen G¢ und G4 zweier Funktionen f und g. Entscheiden Sie begriin-
det, ob die Aussagen 1 bis 4 jeweils auf die Funktionen zutreffen.

A 1 A B Wb
£ o~
’f" 3T 3 7/ \\
{ \ //, \
“/ \‘I 77‘1¥\ // \\
s M / - \
Il Il /n Il Il AN Il Il f 1 I L1 I I Il \ Il Il X
5 o4 3 2 a0y o2 3 3 2/ 1 2 3 4 s
I \ I |
1 f(0)=1 2 f'(-1) =1 1 g(0)=1 2 g-1)=1
3 f(1)>0 a 11D < g 3 g(1)>0 4 79(3)_‘(?;” <0

Nachgefragt

Aufgaben

Erklarvideo
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2 2.1.3 Die Ableitungsfunktion

B Die erste Abbildung zeigt jeweils den Graphen G¢ einer Funktion f. Genau eine der
Abbildungen 1 bis 3 zeigt den Graphen ihrer Ableitungsfunktion f. Entscheiden Sie

begriindet, welche Abbildung das ist.

A by 1 4y 2 3 0
4 c 4 4
2 N 2
L S e e
2 4 e\ O] 5 a el 0] N 0 4 6
2 -2 =) -
B y 1 y 2 y 3
N- 6+ 61 6-
4 6, 4t 4t 4-
2+ 2+ 2+ 21
B A Bt . = e T R
4 2 4 4 2 2 4 4 2 4 4 2 4
2+ 2+ 2+ -2

ﬂ Die Abbildung zeigt die Hohe h (t) eines Hubschraubers

Uiber dem Erdboden in Abhdngigkeit von der Zeit t.

a) Interpretieren Sie den Verlauf des Graphen im Sach-
kontext.

b) Ubertragen Sie die Abbildung méglichst genau in
Ihr Heft und skizzieren Sie den Graphen der Steig-
bzw. Sinkgeschwindigkeit des Hubschraubers in ein
weiteres Koordinatensystem. Beschreiben Sie lhr
Vorgehen.

¢) Formulieren Sie Aufgaben im Sachkontext und lassen Sie diese von einem Mitschdiler

oder einer Mitschiilerin |6sen.

bl Die Abbildung zeigt den Graphen G einer Funktion f
sowie den Graphen Gy ihrer Ableitungsfunktion f.
Ermitteln Sie, welches der Graph Gy ist, und geben Sie
eine Begriindung an.
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Differenzialrechnung bei ganzrationalen Funktionen

B Das Profil eines Hangs fiir ein Snowboard-Rennen lasst sich ndherungsweise mittels der
Funktion f mit f(x) = 0,0001x%-0,52x + 507 beschreiben, wobei x e [0; 1300] die hori-
zontale Entfernung von der Startlinie (in m) und f(x) die Hohe (in m) tiber dem Zieleinlauf
angibt. Der Zieleinlauf liegt auf einer Hohe von knapp 1200 m iiber dem Meeresspiegel.

a) Zeichnen Sie den Graphen von f
gen fiir das Koordinatensystem.

b) Ermitteln Sie rechnerisch die Hohe des Startpunkts tiber NN (Normalnull).

mit einer DMS und wéhlen Sie geeignete Einstellun-

=

¢) Bestimmen Sie die mittlere Anderungsrate des Hangprofils und beschreiben Sie deren

Bedeutung im Sachkontext.

d) Skizzieren Sie den Verlauf des Graphen der Ableitungsfunktion f’ und interpretieren Sie

diesen im Sachkontext.

e) Ermitteln Sie das prozentuale Gefalle in der Ndhe des Startbereichs und veranschau-
lichen Sie dieses an lhrem Graphen.

ﬂ Gegeben ist die Funktion f mit f(x)

a) Ermitteln Sie das Verhalten der Funktion f fiir x — +oo sowie die Koordinaten des
Schnittpunkts des Graphen G¢ mit der y-Achse.

b) Begriinden Sie, dass die Funktion f mindestens eine Nullstelle besitzt. Zeichnen Sie
den Graphen der Funktion f, ggf.

¢) Ermitteln Sie anhand des Graphen Stellen, an denen die lokale Anderungsrate von f

null ist.

e) Im Bereich 0 < x < 3 modellier
damms. Bestimmen Sie anhand
Bedeutung der Werte im Sachzu

Die Funktion f mit f: x — f(x) und
D; = [0; 183] beschreibt das
Hohenprofil einer Etappe der Tour
de France. Dabei ist f die Hohe liber
dem Ausgangspunkt in La Mure in
Metern und x die zuriickgelegte
horizontale Strecke in Kilometern.
a) Beschreiben Sie in Worten
die Bedeutung des Werts
f(78,5) = 2067.
b) Beschreiben Sie in Worten die
Bedeutung des Werts f'(125) =

¢) Driicken Sie in Worten die Bedeutung folgender Gleichung aus:

0,1x°+0,75x3+1,5x+ 1, Df = R.

mithilfe einer DMS.

t die Funktion f das Profil eines Hochwasserschutz-
des Graphen f'(1), f'(2) und f'(3) und erldutern Sie die
sammenhang.

Berg-Kategorien: @9‘(‘
einfach - schwer & é& IS é\o@
3
0000 @ v\\g&e\(b b‘;& &OO« \@"’fbe“
O Sprint & & B N S qS® & &
CIPSIEIC X OISR of P
FSH() I S
. & N & .
NP Diisseldorf
4@ 9 o
o L&
NS ,}
',\ Paris ;
:
X ).
] [
‘ km 20 30 47,5 59,5 78,5 94,5 132,5 155 176,5 183 )/ /JJ

Etappen —
Zeitfahren

f(155) -f(137)
18

aktuelle Etappe ==
Transfer

2

Gesamtiibersicht

7.
= 67.

d) Geben Sie den passenden mathematischen Ausdruck an: ,Wenn der Radfahrer 70 Kilo-
meter weit gefahren ist, befindet er sich gerade 454 Meter iiber dem Ausgangspunkt.”
e) Geben Sie die passende mathematische Bedingung an: ,Wenn der Radfahrer 80 Kilo-

meter weit gefahren ist, fahrt er

gerade bergab.”

f) Geben Sie den passenden mathematischen Ausdruck an: ,Bei Kilometer 130 betrdgt

das Gefalle 4,5%."

g) Driicken Sie durch eine passende Gleichung aus: ,Auf den letzten drei Kilometern vor
dem héchsten Punkt der Etappe betrdgt die durchschnittliche Steigung 8,3 %.”
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2 2.1 Anderungsrate und Ableitung

2.1.4 Ableitungsregeln fiir ganzrationale Funktionen

y
Steigung null|
|2 S g Steigung
I

In Beispiel | auf Seite 104 wurde eine Funktion 3. Grades negatiy

X

) ) X i ) e INEEDERE,
grafisch abgeleitet. Dieses Verfahren wird nun auf eine ;swg‘ung; Lo~ /:(Stegung
. 1 iposv v TStelgung ipusw v
Funktion 5. Grades angewendet. :

Joberhalb | ¢ ! oberhalb

= Skizzieren Sie den Graphen einer Funktion 5. Grades.

= Geben Sie an, wie viele Hoch- und Tiefpunkte der Graph NEHE CNE Ve
héchstens hat (Hochpunkt: ,Gipfel”, Tiefpunkt: ,Talsohle”). i N“‘”?‘f”e | ‘N“‘H?‘e‘”e T
= Erlautern Sie, wie viele Nullstellen die Ableitungsfunktion SRR RRRIUBESEEE R

somit hochstens haben kann.
= Stellen Sie eine Vermutung liber den Grad der Ableitungsfunktion an.
= Wiederholen Sie diese Uberlegungen fiir Funktionen héheren Grades.

Gelegentlich ist die Merkregel zu héren, dass beim Ableiten ,der Grad um 1 sinkt”. Das stimmt
bei ganzrationalen Funktionen. Wenn die Funktion f den Grad n hat, dann hat die Ableitungs-

funktion den Grad n - 1. Ergénzt werden muss diese Merkregel um den korrekten Leitkoeffizi-
enten.

Beim Differenzieren ganzrationaler Funktionen nutzt man Ableitungsregeln.
Potenzregel: Eine Funktion f mit f(x) = x", n e N\{0}, D¢ = R, ist differenzierbar und
esgilt f'(x) = n-x""".

Sind u und v differenzierbare Funktionen, dann gilt ...
die Summenregel: f(x) = u(x) +v(x) = f'(x) = u’(x) +v'(x)
die fX)=c-ux), ceR = f(x) = c-u'(x)

Ist f(x) = a, ae R, eine konstante Funktion, so gilt f'(x) = 0.

Begriindungen

Begriinden Sie die Giiltigkeit der Potenzregel fiir eine beliebige Potenzfunktion f mit f(x) = x"
mithilfe des Differenzialquotienten.
Losung: .

o f-f X
f'(xo) = lim fe0-flxo) _ X "X

X—=>Xg X—Xg X=X X—Xp

Der Term im Zahler wird faktorisiert, um kiirzen zu kdnnen:
X" X = (x—xo)-(x"‘1 +X"7 20+ . +xx8’2+x3’1)

Einsetzen in den Zahler und Kiirzen ergibt:

- - -2, on-1
(x—xo)~(x" VX" 2% L XXy S+ X )

f'(xg) = lim
o) X—>Xo X = Xo
. _ _ n-2 n-1
= lim (x" THx""2xg+ ... + XXy~ +Xp )
X—>Xo

Der Limes verlangt, dass sich x an x, annahert. Da kein Bruch mehr vorhanden ist, gelingt der

Grenziibergang, indem man fiir x einfach x einsetzt:

£ _ o n-1 n-2 n-2 n-1_ n-1 n-1 n-1 n-1_ n-1
(Xo) =Xo +Xo Xo+...+XoXg +Xo =Xg +Xg +...+Xg +Xg =nN-X ,

-1 .

daesn Summandenxgp ' gibt.

. , -1

Insgesamt gilt: f'(x,) = n-Xg

Die Ableitungsfunktion fasst die Ableitungen an allen Stellen x, zu einer Funktion zusammen.

Somitgilt: f'(x) = n-x""".
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Differenzialrechnung bei ganzrationalen Funktionen

Beispiele
I.  Bestimmen Sie jeweils mithilfe der Ableitungsregeln die Ableitung der Funktion f.
a) f(x) = x’ b) f(x) = x'? o f(x) =x d) f(x) = 7x*

e fx)=x>+x> f) fx)=5x3-2x+1 g) f,(x) = %ax4+2a h) P,(t) = a’t’-t+a

Losung:

Bei allen Teilaufgaben findet die Potenzregel Anwendung:

a) f'(x) = 7x’ 1 =7x° b) f'(x) = 12x"2" " = 12x" o fx)=1x""T=1x"=1

In den weiteren Teilaufgaben wird auch die und/oder Summenregel verwendet:

d) f'(x) =7-4%x° e) f'(x) = 5x*+3x’ f) f'(x)=5-3x>-2-1x°
= 28x3 =15x%-2

g) Der Parameter a ist eine veranderliche Zahl, keine Variable. Beim Ableiten wird er wie
eine Zahl behandelt: f}(x) = - a-4x>+0 = 2ax3

h) In der Klammer steht — wie bei jeder Funktion — die Variable, nach der abgeleitet wird:
P,(t) = a’-2x'=1+0 = 2a%x

Il. a) Erkldren Sie anhand des Funktionsterms f(x) = x3 - x>, dass Sie Produkte von Funktio-

nen nicht faktorweise ableiten konnen.

b) Bestimmen Sie jeweils die Ableitung der Funktion f: x> f(x), D = R.
1 f(x) = 2x+1)2 2 f) =x+1(1-2x)

Losung:

a) Esist f()=x3-x>=x® = f(x) = 8x’.
Wenn man die einzelnen Faktoren ableitet und deren Ableitungen multipliziert, erhalt
man (x3)'- (x°) = 3x2-5x* = 15x° # 8x” = f'(x).
Ein faktorweises Ableiten ist daher nicht mdglich.

b) 1 f(x) = (2x+1)2=4x2+4x+1 = f(x) = 8x+4
2 f(X) = X+1)(1-2%) =x+1-2x2-2x = -2x*-x+1 = f'(x) = -4x-1

= Begriinden oder widerlegen Sie: ,Die Summenregel kann man auch bei Differenzen
anwenden.”

= Begriinden Sie mithilfe der Ableitungsregeln: ,Fiir x — oo hat die Ableitungsfunktion
einer ganzrationalen Funktion das gleiche Globalverhalten wie die Funktion f. Aber fiir
X — —oo dndert sich immer das Vorzeichen.”

n Bilden Sie jeweils die Ableitung f’' der Funktion f.

a) f(x) = x°b b) f(x) = x o f(x) =x3 d) f(x) =4

@) f =-2x  f) f() = —5xT+ 7% g) f(x) =x*"*", neN
h) f(x) = x2023 i) f(x) =x j) f®x)=a acR k) fx) =t teR

) f(x) =3x2 m)f(x) = -x° n) f(x) = 0,5x* o) f(x) =k-x, keZ
p) fx) =25x%  q fX) =025x" r) f(x)=n-x", neN s) f(x) =-7x"*!, neN

b a Eine Mitschiilerin war krank und bittet Sie um Hilfe beim Nachholen der Ableitungsregeln.
Erkldren Sie an Beispielen und allgemein die Ableitungsregeln in eigenen Worten. Verges-
sen Sie nicht zu erklaren, wie man lineare Funktionen und konstante Funktionen ableitet,
alsoz.B. f(x) = x und f(x) = -2.

Erklarvideo
[=]F=R

Strategiewissen
Anwenden der
Ableitungsregeln

Erinnerung:
x'=x x'=1

Der konstante Sum-
mand entfdllt beim
Ableiten.

Nachgefragt

Aufgaben
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2 2.1.4 Ableitungsregeln fiir ganzrationale Funktionen

L J

Hinweis: f" ist die Ab- B Bilden Sie jeweils f'(x) und f”(x).
leitung von f; also die a) f(x) = 2x3 b) f(x) = 2x+3x3 o f(x) =7-14x+21%°
ettebletng von! d) f) =230 +x3 @) f(x) = —x+x°-x* f) f(x) = 1+2x+4%
9) () = 1xf+4x3-2 h) f(x) = 23 +1 i) f(x)=2><T+><2
/n Bestimmen Sie die Ableitung jedes Funktionsterms.
a) £ =x*2+x) b) () = (x-1)* 0 () = X0 +x-1)
d) 00 = 6+ 2)-3 &) () = (" +2)-x £) £ = (x+ 4)(x-4)

g) f(x) = (x+2)%(x - 2)? h) f(x) = (x+ 1) (X2=x+1) i) fx)=x3(1-x

/B Bestimmen Sie - falls vorhanden - die Koordinaten der Punkte, an denen die lokale Ande-
rungsrate der Funktion den Wert m hat. Interpretieren Sie das Ergebnis geometrisch.

a) fx) =4x+8, m=4 b) f(x) =5x-1, m=2

¢ fxx=4m=4 d) f(x) = 2x2+5x; m = -3

e) f(x) = -0,25x2-4; m =1 f) fx) = 7x2+4x+1; m=11
g) f(x) = (2+5x) m=0 h) f) =(-1-x%m=2

i) fX)=3x3+2x2+4x-2, m =4 ) f) =5x3+7x2-5x; m=-5

/a Bestimmen Sie die Ableitung folgender Funktionenscharen.

a) f,(x) = ax’-ax b) f,(x) = 2ax?+4ax

o) p(x) = 5x2-15x+k d) f,(x) = 128 (x+a)

e) f,(x) = 128x+ 128a f) f,)0=(-1)-x

g) n,(x) = 2x>+a h) n,(x) = a?x+ax?+a?+x3
i) f,00 =x0+4a3x>-2ax+1 ) f.0 = 2ax*=x2+(a+1)?
K) £,00 = 35 + a+ 1)x2 - 3aix+ 227 ) f,00 = 2x5+252.x2+ 322
m)f,(x) =a-(x2+1) n) p(x) = (t-2)2-(t+1)-x

/ Bilden Sie jeweils die erste Ableitung.

a) t(x):"3;r1 b) A(x):—%x4+%x3+%x2+6x—4
o U@ =2nr . d) Vg(h) = m-h2. B0

e) s(v)—12v+15 f) Vi@@) = a*+la%?+3l%a

g) m(g) = 4+q+2q? h) ap(c) = @b+ 1)-Q2c+1)

el B a) Weisen Sie mithilfe der Ableitungsregeln nach, dass die Funktionen f; mit

f,(x) = 4x3+2x+ 3 und f, mit f,(x) = 4x3+2x-2 (D, = D, = R) dieselbe
Ableitungsfunktion besitzen.

b) Vervollstandigen Sie folgende Aussage und begriinden Sie diese.
Hat die Funktion f die Ableitungsfunktion f; so gibt es unendlich viele weitere Funktionen,
die alle dieselbe Ableitungsfunktion f’ besitzen. Diese unterscheiden sich nur ...

c) Geben Sie jeweils mindestens zwei Funktionen an, die die angegebene Ableitung f’
besitzen. Erldutern Sie lhr Vorgehen.

1 f(x) = x2 2 f'(x) =x3 3 fx)=0
4 f'(x)=5 5 f'(X) =x+1 6 f'(x)=x+4x?
7 f'(x) = 3x2—% 8 f'(x) =2+0,5x 9 f'(x) =1-2x+x2
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Differenzialrechnung bei ganzrationalen Funktionen

Ermitteln Sie jeweils rechnerisch die Stellen, an denen der Graph der Funktion f eine waag-
rechte Tangente aufweist. Uberpriifen Sie lhr Ergebnis mithilfe einer DMS.

a) f(x) = x2 b) f(x) = 2x2-x o f(x) = -x2+2x-1
d) f(x) = x3 e) f(x) = %XS f) f(x) = x3+x2
g) f(x) = x2(2-x) h) f(x) = %x3—%x—% ) f(x) = x(2x2-6)

a) Zeigen Sie, dass der Graph der Funktion f: x+— x> +x, Dy = R, punktsymmetrisch
beziiglich des Koordinatenursprungs ist. Untersuchen Sie den Graphen der Ableitungs-
funktion f"auf Symmetrie.

Zeigen Sie, dass der Graph der Funktion g:x— x*+x2+1, Dy = R, achsensymmet-
risch bezliglich der y-Achse ist. Untersuchen Sie den Graphen der Ableitungsfunktion g’
auf Symmetrie.

¢) Verallgemeinern Sie die Aussagen aus den Teilaufgaben a) und b) und begriinden Sie.
d) Der Graph einer Ableitungsfunktion f'ist achsensymmetrisch zum Koordinatensystem.
Begriinden Sie, welche Symmetrie der Funktionsgraph der zugehérigen Funktion f
aufweisen muss.

Der Graph einer Ableitungsfunktion f'ist punktsymmetrisch zum Koordinatensystem.
Begriinden Sie, dass der Funktionsgraph der zugehérigen Funktion f achsensymmet-
risch zur y-Achse sein muss.

b

-

-

e

a) Begriinden Sie zunéchst anschaulich und dann rechnerisch: Wenn eine Parabel genau
eine Nullstelle hat, dann ist die Tangente an dieser Stelle waagrecht.

b) Begriinden Sie anschaulich: Wenn eine Parabel zwei verschiedene Nullstellen hat, dann
sind die Tangenten an diesen Stellen nicht waagrecht.

Ein Hersteller mdchte Tunnelzelte fiir vier Per- A
sonen entwerfen. Die endgliltige Form steht

noch nicht fest, man hat sich jedoch bereits

auf einige Eckdaten geeinigt: Die Funktion f,

mit f,(x) = 0,25a- (x-3)2-0,6a, acR",

beschreibt in einer geeignet gewahlten Defi- B X

nitionsmenge den Querschnitt eines Zeltes. 05 1 15 2 25 3 35 4 45

Die Koordinaten sind Angaben in Metern.

a) Zeigen Sie, dass die Breite des Zeltes durch die Funktionenschar f, bereits fest DMS-Applet

vorgegeben ist. Geben Sie eine sinnvolle Definitionsmenge fiir die Funktion f, an.
Berechnen Sie in Abhdngigkeit von a die Hohe des Zeltes. Geben Sie ein Intervall fiir
sinnvolle Zelth6hen an und bestimmen Sie a entsprechend.

¢) Das Zelt muss durch Abspannleinen gesichert sein. Am Punkt A (2,4|f(2,4)) wird eine
Ose fiir die Leine angebracht. Die Leine verlduft tangential zum Graphen von f,. Stellen
Sie die Gleichung dieser Tangente t, in Abhédngigkeit von a auf.

,Das ist ja verriickt’, staunt der Designer. ,Egal, wie ich a wéhle, der Hering muss immer
an derselben Stelle in den Boden!” Weisen Sie nach, dass diese Beobachtung richtig ist.
Die Abspannleine darf nicht in beliebigen Winkeln verlaufen. Wenn die Tangenten-
steigung zwischen 0,4 und 2 liegt, ist die Verspannung stabil. Bestimmen Sie das Inter-
vall, in dem der Parameter a aufgrund dieser Bedingung liegen darf.

f) Treffen Sie eine sinnvolle, begriindete Wahl fiir den Wert des Parameters a.

b

-

d

-

~—

e
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2 2.1 Anderungsrate und Ableitung

2.1.5 Tangentengleichung

L J
L Entdecken 4

Strategiewissen
Aufstellen einer Tangen-
tengleichung

Nachgefragt

Die tiefstehende Sonne kann beim Autofahren gefahrlich blenden. —

= Erldutern Sie die Situation eines Autofahrers an einer Kuppe mithilfe
des Graphen der Funktion f mit f(x) = =0,1x2+x, D¢ = [0; 10].
Die Sonne befindet sich in diesem Modell im Punkt S(10]1).

In vielen Sachzusammenhéngen spielt die Tangente an den Graphen einer Funktion in einem
Punkt eine wichtige Rolle. Die Gleichung der Tangente Idsst sich mithilfe der Ableitung der
Funktion ermitteln.

Fiir eine Funktion f: x — f(x) mit Definitionsbereich D¢ wird
die Gleichung der Tangente in einem Punkt P (xq |f(x,)) tber
den Ansatz einer Geradengleichung tp:y = m-x + t mit der
Steigung m = f'(x,) ermittelt:

tpy:y = f(Xo) - x+t.

Beispiel

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = 3x>-4x+1, D; = R.

Bestimmen Sie die Gleichung der Tangente an den Graphen G¢ im Punkt P (2[f(2)).

Losung:

1 Bestimmen Sie die Ableitung an der Stelle xp = 2:
f'(x) =6x-4 = f'(2) =38

2 Notieren Sie den Ansatz fiir die Tangentengleichung tp:y = f'(xp) - X + t:
y=fQ2)-x+t = y=8x+t

3 Setzen Sie die Koordinaten des Punktes P (2[f(2)) ein:
fQ=5=5=8-2+t = t=-11

4 Geben Sie die Tangentengleichung an: tp:y = 8x - 11

= Begriinden Sie, dass die Tangente an einen Funktionsgraphen in einem Punkt nicht
parallel zur y-Achse verlaufen kann.

= Eine Tangente an einen Funktionsgraphen hat stets genau einen Punkt mit dem Graphen
gemeinsam.”
Begriinden oder widerlegen Sie diese Aussage.

Aufgaben n Gegeben ist jeweils die Funktion f:x+— f(x), D¢ = R, sowie ein Punkt P (x, |f(x,)) des

112

Graphen von f. Stellen Sie eine Gleichung der Tangente an den Graphen von fim Punkt P,
auf und tiberpriifen Sie Ihr Ergebnis in einer DMS.

a) f(x) = 2x2-7x+1; %, = 1 b) f(x):%x3+5x;x0=—3
0 f(x) = -4x3-4x2+2x+1;%x, =0 d) f(x) = 0,5x3-2x% %, =3
e) f(x)=%x4—3x2;xo=4 f) fX)=x3+x2+1;x, =2
g) f(x) = x2-6x+10% %, =3 h) fxX) = -2 +x9% xg = 1

Kapitel 2: Differenzialrechnung bei ganzrationalen Funktionen
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L7 |

Vorgelegt ist jeweils eine Funktion f: x — f(x), Dy = R; ihr Graph ist G;. Ermitteln Sie
eine Gleichung der Tangente tp an G im Punkt P (p|f(p)) sowie den Fldacheninhalt des
Dreiecks, das von tp und den beiden Koordinatenachsen berandet wird.

a) f() =x3% P(1If(1) b) f(x) = 0,5x% P(=11f(-1)

o) f(x) =0,25x% P(21f(2)) d) f(x) = ;—2x5—3x; P(-2]f(-2)

Ermitteln Sie jeweils, in welchem Punkt bzw. in welchen Punkten die Tangente an den
Graphen G; der gegebenen Funktion f: x— f(x), Dy = R, parallel zur Geraden g ist.

a) f(x) = x2-2x-3; g:y = 2x-2 b) f(x) = 2x3-3x; g:y = 3x+6
o f(x) =x*-2x% gy = -1 d) f(x) = -2x2+6; g1y = -2x+5

a) Ermitteln Sie mithilfe der Abbildung néherungsweise die Steigung der Tangente tq an
den Graphen G im Punkt Q(2]1,3).

b) Der Graph Gy ist eine beziiglich der y-Achse symmetrische Parabel, die die y-Achse im
Punkt S(0]0,5) schneidet. Ermitteln Sie einen Funktionsterm f (x) von G; und bestim-
men Sie rechnerisch die Steigung der Tangente tq an G¢ im Punkt Q. Vergleichen Sie lhr
Ergebnis mit dem aus Teilaufgabe a).

Die Abbildung zeigt die Graphen G¢ und G4 der Funktionen f: x — 0,25x* - 3x? + 9x und

g:x—>-x?+5x, D¢ = Dg = R.

a) Weisen Sie rechnerisch nach, dass sich die beiden Graphen im Ursprung schneiden und
genau einen weiteren Punkt B gemeinsam haben, in dem sie sich beriihren.

b) Ermitteln Sie die Koordinaten des Beriihrpunktes B sowie eine Gleichung der gemein-
samen Tangente tg an G und G4 im Punkt B.

Vorgelegt ist die Funktion f mit f(x) = %x3, D =R.

a) Ermitteln Sie eine Gleichung der Tangente tp an den Graphen von fim Punkt P (1[f(1))
und zeichnen Sie den Graphen von f sowie die Tangente tp fiir -2 < x < 3.

b) Die Gerade tp aus Teilaufgabe a) hat mit dem Graphen G¢ auRer P noch einen weiteren
Punkt R gemeinsam. Ermitteln Sie dessen Koordinaten.

¢) Weisen Sie ohne Aufstellen der Tangentengleichung nach, dass die Tangente an G; im
Punkt Q(-1,5]|f(-1,5)) die x-Achse im Punkt (-1]0) schneidet.

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = 1,5 - 2,5x - x2, D; = R; ihr Graph ist G¢.

a) Bestimmen Sie die Koordinaten der Schnittpunkte von G; mit den Koordinatenachsen
und geben Sie die Koordinaten des Parabelscheitels S an.

b) Ermitteln Sie die Gleichungen der Tangenten t; und t, an G in den Schnittpunkten
mit der x-Achse und zeigen Sie, dass t; und t, einander im Scheitel S, der Parabel P,
mit der Gleichung y = 2f(x) schneiden.

¢) Der Graph G¢ und seine Tangenten aus Teilaufgabe b) werden an der x-Achse gespie-
gelt. Geben Sie einen Funktionsterm f*(x) der ,Spiegelfunktion” sowie Gleichungen der
gespiegelten Tangenten t; und t5 an.

Gegeben sind die Funktion f mit f(x) = x2 + 4x, D¢ = R, mit ihrem Graphen G; sowie der
Punkt P(0|1). Zeigen Sie, dass sich die Tangenten an den Graphen G¢ bei x = —1 und bei
x = 1 im Punkt P schneiden.

mathe.delta 1 Nichttechnik

Tangentengleichungen
u2:

y=-2x-15
y=x-1;
y=-05x+4%
y=3x-2

Beriihrungspunkt-
koordinaten zu 3:
(=11=1; (=111
(010); (0,515,5);
(11-1); 21-3)
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2.2 Untersuchung ganzrationaler Funktionen
2.2.1 Monotonieverhalten

streng
monoton

steigend 2

streng
monoton
fallend

Eine Funktion ist streng
monoton zunehmend
(abnehmend), wenn ihr
Graph streng monoton
steigend (fallend) ist.

H st ein lokaler
Hochpunkt.
Tist ein lokaler
Tiefpunkt.

114

Das Hohenprofil einer
Teilstrecke einer Achter-
bahn lasst sich verein-
facht durch die Funktion
f darstellen (x: Abstand
in Metern vom Beginn
der Teilstrecke; y: Hohe
in Metern).

= Geben Sie die Intervalle (x-Werte) an, in denen die Achterbahn nach oben bzw. nach
unten fahrt.

= Geben Sie an, in welche Richtung sich die Achterbahn in den Punkten A, B und C bewegt.

= Die Punkte A, B und Csind entweder ein lokaler Hochpunkt oder ein lokaler Tiefpunkt.
Ordnen Sie zu.

Das Steigungsverhalten einer Funktion ldsst sich mathematisch beschreiben und untersuchen.

Der Graph G¢ einer Funktion f heif3t in einem Intervall | ...

streng monoton steigend, streng monoton fallend,

wenn fiir alle x4, x, el gilt:

Aus x; < x; folgt f(x;) < f(x,). Aus x; < x; folgt f(x;) > f(x,).

Einen Punkt eines Funktionsgraphen, der in einer Umgebung entweder der hdchste Punkt
(Hochpunkt) oder der tiefste Punkt (Tiefpunkt) des Graphen ist, nennt man Extrempunkt.
Bei einem Extrempunkt @ndert sich das Monotonieverhalten des Graphen.
Monotoniesatz: Wenn die Funktion f im Intervall | differenzierbar ist und fiir alle x| ...
f'(x) > 0 gilt, dann ist G streng monoton steigend in I.
f'(x) < 0 gilt, dann ist G streng monoton fallend in I.
Die Umkehrung gilt jeweils nicht.

Beispiele

I Zeigen Sie anhand der Zeichnung rechts 6, 1Y
exemplarisch, dass der Monotoniesatz gilt. E\
Losung: 1

Bei den Extremstellen kann die Zeichnung

gedanklich in Spalten geteilt werden.

In der ersten Spalte (fiir x < 1) liegt G Uiber

der x-Achse, also gilt: f'(x) > 0.

Gy ist hier streng monoton steigend. ;

In der zweiten Spalte (fiir 1 < x < 4) liegt Gp /

i

X

_# 0 b +—+ +—+—>
1_1__ N2 374 5 6

B e
f'negativ

' positiv ' positiv

s
123 456

unter der x-Achse, also gilt: f'(x) < 0.

G ist hier streng monoton fallend.

In der dritten Spalte (fiir x > 4) gilt f'(x) > 0
und Gy ist hier streng monoton steigend.

>

-
f steigt ffallt f steigt
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Il. Bestimmen Sie die maximalen Monotonieintervalle des Graphen G; der Achterbahn-Strecke

Iv.

bei,Entdecken” auf Seite 114.

Losung:

Aus der Zeichnung wird abgelesen, dass der Graph im Intervall [0; 4] steigt,

im Intervall [4; 12] fallt, im Intervall [12; 16] steigt und im Intervall [16; 20] fallt.
Es gilt somit:

Gy ist streng monoton steigend fiir x e [0; 4] sowie fiir x e [12; 16].

Gy ist streng monoton fallend fiir x e [4; 12] sowie fiir x €[16; 20].

. Weisen Sie rechnerisch nach, dass der Graph G¢ der Funktion f: x+— x2; D¢ = R*,

streng monoton steigend ist.
Losung:
1 Bilden Sie die 1. Ableitung: Es gilt: f'(x) = 2x.
2 Bestimmen Sie das Vorzeichen der 1. Ableitung:
Fir xe R* gilt f'(x) = 2x > 0, also ist G¢ streng monoton steigend auf Ds.

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = %x3 +x2, D¢ = R. Ermitteln Sie die Nullstellen der

ersten Ableitung und untersuchen Sie das Monotonieverhalten von f.
Losung:

Ableitung: f'(x) = x? + 2x

Nullstellenvon f: x?+2x =0 <& x(x+2) =0 = x; = 0; X, = -2

Vorzeichenuntersuchung von f' mit der Skizze von G¢..
1 Tragen Sie die Nullstellen von f’auf der x-Achse ein. q\
2 Zeichnen Sie den Graphen von f'. ;

3 Teilen Sie den Graphen durch die Nullstellen mit
senkrechten Linien in mehrere Spalten.
4 Ermitteln Sie das Vorzeichen von f'in jeder Spalte. vzt

G¢ ist streng monoton steigend fiir x e ]-oo; —2] sowie fiir x € [0; co[.
Gy ist streng monoton fallend fiir x e [-2; 0].

Das Vorzeichen von f'kann auch mit einer Monotonietabelle untersucht werden:
Erstellen einer Monotonietabelle:

1 Inder ersten Zeile wird der Definitionsbereich anhand der Nullstellen von f’in Intervalle

unterteilt.

2 Man berechnet in jedem Intervall an einer beliebigen Stelle den Wert der 1. Ableitung

und leitet daraus ihr Vorzeichen im ganzen Intervall ab:

Da alle Nullstellen von f’ berechnet wurden, andert f' das Vorzeichen innerhalb der

Intervalle nicht.

X X< -2 X;=-2 -2<x<0 X, =0 x>0
f(-3)=3>0 f(-1)=-1<0
f(x) (-3) 0 =1 0
+ —
streng monoton waagrechte streng monoton waagrechte
f steigend Tangente fallend Tangente steigend

f(1)=3>0

streng monoton

Maximales Monotonie-
intervall: Das gréB3te
Intervall, in dem G
streng monoton stei-
gend oder fallend ist.

Die Grenzen werden
(wenn in der Defini-
tionsmenge erlaubt)
eingeschlossen.

Strategiewissen
Strenge Monotonie
nachweisen

Strategiewissen
Vorzeichenuntersuchung
mithilfe der Skizze von Gy.

Es wird untersucht, ob
Gy in den Teilabschnit-
ten iiber der x-Achse
(Vz. f": +) oder unter der
x-Achse (Vz.f’: =) liegt.

Strategiewissen
Erstellen einer
Monotonietabelle

Erklarvideo

Nutzen Sie méglichst
einfache Werte fiir die
Berechnung.
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2 2.2.1 Monotonieverhalten

V. a) Weisen Sie rechnerisch nach, dass der Graph G der Funktion f:x— x3, Dy = R, auf
ganz D¢ streng monoton steigend ist.
b) Erldutern Sie anhand des Graphen Gy, dass die strenge Monotonie auf ganz D¢ nicht im
Widerspruch dazu steht, dass f'(0) = 0 gilt.
Losung:
a) Esgilt: f'(x) = 3x2.
Nullstelle von f": 3x2 =0
& Xq,, = 0 (Vielfacheit 2)
_4 Aus der Skizze von G¢ wird entnommen, dass Gy auBer
bei x = 0 positiv ist. Damit ist G¢ streng monoton steigend
in den Intervallen ]-co; 0] sowie [0; co[. Zusammengefasst ist
Gy G¢in Df = R streng monoton steigend (da die Funktion f bei '
T x = 0 keine Liicke hat). v+ Oy
b) Wéhlt man zwei Punkte P, und P, mit x; < x,, so liegt stets P, ,oberhalb” von P, da
f(xq) < f(x,). Der Graph Gs besitzt an der Stelle x = 0 zwar eine waagerechte Tangente,
aber auch dort gilt der obige Zusammenhang.

Nachgefragt . L o . . .
= Erklaren Sie, wie man mithilfe der ersten Ableitung einer Funktion erkennen kann, ob

diese in einem Intervall streng monoton fallend ist.

= Begriinden Sie anhand eines Beispiels, dass sich das Monotonieverhalten einer Funktion
nicht zwingend in einem Punkt mit waagrechter Tangente dndern muss.

= Erklaren Sie mithilfe der beiden Schaubilder anschaulich den Unterschied zwischen
Monotonie und strenger Monotonie.

YA streng Y4 monoton
monoton steigend
steigend e ! |
Co |
| | | ~
T

!
|
|
|
!
T T
X
| Xy Xy X | Xq X,

H
|
H
H X
I
I

-

Aus x; < x, folgt Aus x; < x, folgt
f(x;) < f(xy). f(x;) < f(x,).

LICEIES [ Geben Sie jeweils die maximalen Monotonieintervalle an.

a) y Gy b) y Gq ) y Gh

¥ <
¥ <
¥ <

a Bestimmen Sie jeweils die maximalen Monotonieintervalle des Graphen der Funktion f mit
der angegebenen Funktionsgleichung. Kontrollieren Sie Ihr Ergebnis mit einer DMS.

/ a) f(x) = x3-7,5x2+12x-1 b) f(x):%x4—x2+2
q f(x) = %x4+x2—2 d) f(x) = 1O1Wx5+11ﬁx4+1
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B Begriinden Sie, ob folgende Aussagen wahr oder falsch sind.
a) Der dargestellte Funktionsgraph ist im Intervall [3; 5] streng monoton steigend.
b) Der dargestellte Funktionsgraph ist im Intervall [1; 6] streng monoton steigend.
c) Der Graph der Funktion f mit f(x) = -5x+ 5, D¢ = R, istim gesamten Definitions-
bereich streng monoton fallend.
d) Ein Funktionsgraph ist streng monoton steigend in einem Intervall, wenn der Funk-
tionswert am Intervallanfang kleiner ist als der Funktionswert am Intervallende.

u Die Abbildungen zeigen jeweils den Graphen der Ableitungsfunktion f'einer Funktion f.
Beschreiben Sie das Monotonieverhalten des Graphen von f.

A y B 4__Y
2_-
3_-
‘I__
Gf' 24
1 1 1 »
—I2 —1 i i X ‘I__ 1 1 1 1 »
- G / I VERWRE
1 1 1 1 »
T T T T
o+ -1 12 374 X
=1+ =2+
-3+

B Bestimmen Sie jeweils das Monotonieverhalten des Graphen der Funktion f: x +— f(x),
D¢ = R. Zeichnen Sie den Graphen von f und tiberpriifen Sie Ihre Losung.

a) f(x) :—%x3—%x2+1 b) f(x) = x*+2x3

o f(x) = %x“—%x3—2x2 + %x

ﬂ Gegeben sind die vier fiir alle reellen Zahlen definierten Ableitungsfunktionen f3, f3, f3
und f; durch die Funktionsterme ...
1 fix) = -4(x+1)(x-2) 2 fx)=6(1-x)(x-2)
3 fi(x)=6(x-1)(x-2) 4 f,x)=4Kx+1)(x+2)
a) Ordnen Sie die Tabelle der passenden Ableitungsfunktion zu und begriinden Sie.

X x<1 X, =1 T1<x<2 X; =2 X>2
f'(x) f'x) >0 f'x) =0 f'(x) <0 f'x) =0 f'x) >0

b) Erstellen Sie zu den {ibrigen Ableitungsfunktionen jeweils eine Monotonietabelle.

Peter fahrt wéhrend einer Radtour eine 30 Kilometer lange Strecke, deren Geldndeprofil
mithilfe der Funktion h mit h(x) = 555555% (x—8)” (x— 15) (x - 27)°, Dy, = [0; 30], model-
liert werden kann (x in Kilometern, h (x) in Metern).

a) Zeichnen Sie den Graphen Gy, mithilfe einer DMS. Stellen Sie dabei die Skalierung auf
den Achsen so ein, dass der Graph im gesamten Definitionsbereich sichtbar ist.
b) Erstellen Sie eine Tabelle, aus der ersichtlich ist, in welchen Teilstrecken Peter bergauf

bzw. bergab féhrt. Lesen Sie die erforderlichen Koordinaten néherungsweise ab.

a Begriinden Sie, dass die folgende Aussage falsch ist:
,Die Funktion f mit f(x) = x3, Dy = R, ist streng monoton zunehmend, also ist die
Ableitung nach dem Monotoniesatz stets positiv.”

mathe.delta 1 Nichttechnik

Tipp:
Skizzieren Sie jeweils G-
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2.2 Untersuchung ganzrationaler Funktionen
2.2.2 Extrempunkte

1 notwendiges
Kriterium:
fixe) =0

2 hinreichendes
Kriterium:
VZW von f' bei x¢

Erklarvideo

Strategiewissen
Extrempunkte
bestimmen

Kurzschreibweise:

A': streng monoton
steigend

\: streng monoton
fallend
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Beurteilen Sie anhand der Graphen folgende Aussagen und

diskutieren Sie Ihre Ergebnisse mit einer Mitschiilerin oder

einem Mitschiiler.

1 Wenn der Graph G¢ an der Stelle x, einen Hochpunkt hat,
dann gilt f'(xo) = 0.

2 Wenn f'(xy) = 0 ist, dann hat der Graph G¢ bei x, einen
Hoch- oder Tiefpunkt.

Hoch- und Tiefpunkte werden auch als Extrempunkte bezeichnet. Eine Extremstelle ist die

x-Koordinate eines Extrempunkts.

Fiir eine Extremstelle x¢ einer Funktion f gilt:
1 f'(xg) =0 (Gf hatan dieser Stelle eine waagrechte Tangente.)
und gleichzeitig
2 Ander Stelle x liegt ein Vorzeichenwechsel (VZW) bei ' vor.
VZW von + nach - = Hochpunkt H (x¢ |f(xg))
f(xg) nennt man ein lokales Maximum.
VZW von - nach + = Tiefpunkt T (xg | (xg))
f(xg) nennt man ein lokales Minimum.

Beispiele
I. Untersuchen Sie die Funktion f mit f(x) = x3 - 3x?,
D¢ = R, auf Extrempunkte und zeichnen Sie den

by

Graphen G;. 518

Losung: :‘()grg)‘:"kt .

1 Bilden Sie die Ableitung: 11 4 | X
f'(x) = 3x2-6x = 3x(x-2) i

2 Notwendiges Kriterium — [6sen Sie die Gleichung
f'(x) = 0: L !
3x(x=2)=0 = x; =0;x, =2 streng_ Péﬂp,u:)kt

3 Hinreichendes Kriterium — Vorzeichen-Untersuchung
mit Skizze von f":

Vz.f + ! - Do+
G S/ H N T A

H oder T gefolgert werden.

4 Berechnen Sie die y-Werte der Extrempunkte:
f(0)=03-3.02=0-0=0= H(0]|0)
f(2) =23-3.22=8-12=-4 = T(2|-4)

Kapitel 2: Differenzialrechnung bei ganzrationalen Funktionen
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> Hinweis: Schreibt man das Monotonieverhalten
von G mit / oder N unter G¢, so kann anschaulich
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Il. Berechnen Sie alle Stellen der Funktion f: x> 2x3-3x2+0,5,
D¢ = R, an denen der Graph G von f eine waagrechte +

n Die Abbildung zeigt jeweils den Graphen der Ableitungsfunktion f’einer Funktion f.

Tangente besitzt.

Losung:

Ableitung: f'(x) = 6x2-6x
Nullstellen von f":

6x2-6x=0  6x(x-1)=0 = x; =0;x; = 1

Bei x; = 0 und x, = 1 besitzt G; eine waagrechte Tangente.

. Zeigen Sie rechnerisch, dass bei der Funktion f mit f(x) = %x“ -x3, D¢ = R, ander

Stelle x = 0 keine Extremstelle vorliegt, obwohl die notwendige Bedingung f'(0) = 0
erfiillt ist, und Giberpiifen Sie das Ergebnis anhand des Graphen G.

Losung:

Ableitung: f'(x) = %x3 -3x2= %XZ(X—Z)

f'ix) =0 %xz(x—z) =0 = x4 = 0(,doppelte Nullstelle”); x, = 2 (,einfache Nullstelle”)

Die notwendige Bedingung, f'(0) = 0 fiir eine Extremstelle ist erfiillt.
Graph G

Skizze von G¢: Bei x = 0 liegt kein
Vorzeichenwechsel von f'vor und
damit auch keine Extremstelle.

10 2, X
Y, !\/
vz/A - : - : +
G N\ ke N H A

= Begriinden oder widerlegen Sie: Ist x, eine einfache Nullstelle der Ableitung f’ einer

by

T streng

monoton

_| fallend

=1 T kein

An der Stelle x; = 0

w
.
xyY

ist ein sogenannter
Terrassenpunkt.
_| punkt Tiefpunkt P
T(2l-2)

Nachgefragt

Funktion f, so ist x, eine Extremstelle des Graphen von f.
= Begriinden oder widerlegen Sie: Ist x, eine Nullstelle der Ableitung f’und bei x, dndert
sich das Vorzeichen von f; dann besitzt der Graph von f einen Tiefpunkt bei x,.

Geben Sie die Art und die Lage der Extremstellen der Funktion f an, falls vorhanden.

A y B &
2__
3__
‘I__
Gf' 2+
1 1 1 »

T \ T é ; 1
211 1 €
-1 Gy

t
2+ -1

_’| —+
_3_-
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2 2.2.2 Extrempunkte

a Bestimmen Sie jeweils die Art und die Lage der Extrempunkte der Funktion f mit dem

Funktionsterm f (x) mithilfe der Skizze der ersten Ableitung.
b) f(x) = 0,2x2-1,6x+ 1

ExtremstellenzuZ a) f(x) = 2X3 6X+4
1/2_ -1 —7, -1 3,32
3 _1
0,7,1/_,246 9 f0) = X+4X
e) f(x) =
g) f(x) = 0,25x%-2x-3

d) f(x) = —x(x2 12x + 36)
f) f(x) = 2(x3+4x2+4x)
h) f(x) = —(x=2)2(x+ 1)

B Es sollen die Art und die Lage der Extrempunkte der Funktion f:x— -3x*-8x3+ 1,5
bestimmt werden. In der folgenden Losung sind Fehler enthalten. Verbessern Sie diese
und schreiben Sie den korrekten Losungsweg in [hr Heft.

Cﬁ\o

Skizze von Gy

2 X

f) = ~T2x%~ 29x* = ~12x" (x + 2)
[l = 0= -12x*(x+2)=0

= x,=0 (Aoppelte Nullstelle)
= x, = —2 (einfache Nullstelle)
Extrempunkte:

f(-2)=0 =H(-2|0)

f-13)~ 192 =T(-13|-192) Vef +

flo)=o0 = H0]0)

h
I
'
|
I
|
T
'
|
'
\

G ~H

NOT

<

H N

Der folgende Lésungsweg zur Bestimmung der Art und der Lage der Extrempunkte der

Funktion f:x+—> %x“ +§

Sie den korrekten Losungsweg in Ihr Heft.

X3+ %xz -1 enthalt Fehler. Verbessern Sie diese und schreiben

F0) =x7 +2x%+ x = x(x* + 2x + 1) = x(x - 1)” (binomische Formel)
fx) = 0 = x(x—-1)*=0 =px,=0umndx,=-

X Xx<0 Xx =0 0<x< -1 x = -7 x> -7
) | f(=2)=-2| 0 |f(03)=117125 0 f(=¢
Abkiirzung:
TEP: Terrassenpunkt qf N T 7 TEP /!
f(0) =-1= 1(-7]0)
Bedx = -1 h'eﬂtem TWVMMWW@ Extrempunkt vor,

B Bestimmen Sie jeweils die Art und die Lage der Extremstellen (falls vorhanden) der Funk-
tion f mit dem Funktionsterm f(x) und geben Sie die maximalen Monotonieintervalle des

Graphen G¢ an.
a) f(x) = x3-2x2+x b) f(x):—%x3+2
d) f(x) = 3x*+2x3-15x2+ 12x e) f(x) = 4x3+x
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Differenzialrechnung bei ganzrationalen Funktionen

a Gegeben ist der Graph G¢ der Ableitungsfunktion f’einer Funktion f. Entscheiden Sie

mit Begriindung, ob die Aussagen im abgebildeten Ausschnitt des Graphen zutreffen.
y a) G¢ hat einen Hochpunkt bei (0]2).
G, b) G¢ hat zwei Extremstellen.
¢) Gyistflr x < 0 streng monoton steigend.
d) G¢ hat zwei Stellen mit waagrechter Tangente.
: : X e) Gyistfir x > 0 streng monoton fallend.
-2 - \ f) Gp hatbei x = 0 eine Extremstelle.
g) Gy istflr -2 < x < 1 streng monoton steigend.

Ordnen Sie jeder Funktion f:x — f(x), Df = R, Ay
mithilfe ihres Verhaltens an der Stelle x, den C3| 4T Gy
| 5

zugehorigen Funktionsgraphen zu und begriinden

Sie lhre Entscheidung.

a) fx) =x%x,=0 :

b) fx) = x=1)%x =1 -2

Q) £(X) = 2 (x4 = 4x3); xp = 0 2/

Der Temperaturverlauf an einem bestimmten
Tag kann durch die Funktion 257
f:t+> -0,002t> + 0,009t* + 0,78t + 16, sol |G
D¢ = [0; 24], beschrieben werden (t: Zeit in
Stunden ab 0 Uhr; f(t): Temperatur in °C).
a) Ermitteln Sie die hdchste Temperatur. 10+
b) Uberlegen Sie mithilfe der Zeichnung, wann
die Temperatur am niedrigsten ist, und
berechnen Sie die niedrigste Temperatur. ‘ - - - ‘
¢) Berechnen Sie f'(5) und interpretieren Sie
diesen Wert im Sachzusammenhang.

Bei einem Regenschauer wird die momentane Regenmenge (in %) durch die im Inter-

vall [0; 4] definierte Funktion f mit f(t) = 0,5t — 4t2 + 8t modelliert (t: Zeit in Stunden).
Bestimmen Sie den Zeitpunkt, zu dem die momentane Regenmenge am gréfiten ist, sowie
die maximale Regenmenge.

Ein Pkw fahrt innerorts. Seine Geschwindigkeit in kTm kann durch die Funktion

g:t—> 5t - 26,25t + 37,5t + 44 mit Dy = [0; 2,7] modelliert werden (t: Zeit in Minuten).
Begriinden Sie rechnerisch, ob der Fahrer oder die Fahrerin ein BuBgeld erwarten muss,
wenn ein solches ab einer Geschwindigkeit von 54 kTm droht.

Bestimmen Sie jeweils die Art und die Lage der Extrempunkte der Funktion f: x — f(x),
D¢ = R, falls vorhanden.
a)f(x) = 2x3+6x - 67 b) f(x) = -2 x*~ 5x3+16x? - 12x

o) f(x) = —=3x° +40x3 - 240x d) f(x) = x*+8x3+24x*+32x + 1
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2 2.2 Untersuchung ganzrationaler Funktionen

2.2.3 Kriimmungsverhalten und Wendepunkte

In einem Modell wird eine Strale durch die Gerade g:y = 0
und eine Autobahn durch die Gerade h:y = 2 sowie die
Uberleitung von der StraBe auf die Autobahn durch den
Graphen G der Funktion f: x— — %x3 + %xz, D¢ = [0; 2], 1+
dargestellt. X
= Geben Sie mithilfe der Abbildung die Streckenabschnitte ‘ ! ! >
an, in denen der Fahrer das Lenkrad nach links bzw. rechts 1 2
drehen muss, sowie die Stelle des Graphen Gy, an der die
Linkskurve in eine Rechtskurve iibergeht.
= Bestimmen Sie rechnerisch die Stelle, an der die Steigung des Graphen G¢am groBten ist,
und stellen Sie einen Zusammenhang zu |hren vorangegangenen Uberlegungen her.

No

Ein Funktionsgraph Gy ist gekriimmt, wenn sich seine Steigung kontinuierlich dndert. Die
Kriimmung kann also durch die Betrachtung der Verdnderung der Steigung und damit der
Monotonie der ersten Ableitung einer Funktion untersucht werden.

Jede Strecke zwischen Ist f eine in einem Intervall | = ]a; b[ differenzierbare Funktion, so heift ihr Graph G¢ ...
Zwe"’?“”kte” des Gra- rechtsgekriimmt in |, wenn im Intervall | in |, wenn im Intervall |
phen im betrachteten die Ableitungsfunktion f'streng monoton  die Ableitungsfunktion f’ streng monoton
Intervall verlduft ... R . . K .

abnehmend ist, also die Steigung von G;  zunehmend ist, also die
kleiner wird. wird.

Ist fim Intervall | zweimal differenzierbar, so ist der Graph Gg ...

rechtsgekriimmt in |, wenn fiir die zweite in I, wenn fiir die zweite
Ableitung f”(x) < 0 firalle x el gilt. Ableitung fiir alle x el gilt.
unterhalb des Graphen. Andert sich an der Stelle x, die Art der Kriimmung, so heit x, Wendestelle. Der zugehé-
G; rige Punkt P (xq|f(xo)) des Graphen G; heiflt Wendepunkt.

Fiir eine zweimal differenzierbare Funktion f gilt fiir eine Wendestelle x,:

Notwendiges Kriterium: f"(x,) = 0
Hinreichendes Kriterium: f”(x,) = 0 und Vorzeichenwechsel von f”an der Stelle x,.

oberhalb des Graphen.

Begriindung
Erkldren Sie, dass der Graph G einer in einem Intervall | zweimal differenzierbaren Funktion f
rechtsgekriimmt ist, wenn fiir alle x e gilt: f”(x) < 0.
Losung:
Ist die zweite Ableitung f”in einem yA T fimmeb |
Intervall negativ, so ist der Graph Gy der

m

3 -
ersten Ableitung f'in diesem Intervall 62 RN = 3 :
streng monoton fallend. Die Steigung f 51
. e e S = =05
des Graphen G nimmt somit im Inter- =08 4

vall | ab. Daraus ergibt sich, dass der 1 2734 5 6
Graph G¢rechtsgekriimmt ist.

=0
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Differenzialrechnung bei ganzrationalen Funktionen

Beispiele
I.  Untersuchen Sie das Krlimmungsverhalten des Graphen G¢ der Funktion Ein Wendepunkt mit
fix— %x" - %x3 + 1, Df = R, und geben Sie die Wende- bzw. Terrassenpunkte an. horizontaler Tangente

. heil3t Terrassenpunkt.

Losung:

1 Bilden Sie die ersten beiden Ableitungen von f: Strategiewissen
f(x) = 1x3-3x2 f(x) = 3x2-3x = 3x(x-2) Bestimmen von

2 2 2 2 Wendepunkten

2 Notwendiges Kriterium — |6sen Sie die Gleichung f”(x) = 0:

%x(x—Z) =0=>x=0,x=2
3 Hinreichendes Kriterium — iberpriifen Sie den Vorzeichenwechsel von f": Erklarvideos
\ / Aus der Skizze von Gy folgt:
AN 21/ x  Gqist linksgekriimmt in ]-oo; 0] sowie in [2; oo[.
g g Gy ist rechtsgekriimmt in [0; 2].
VZf 4+ _ '+ Wendepunkte:
G U W, ~ w,» f(0)=1 W, (0]1)
f(2) = -1 W, (0]-1)

4 Bestimmen Sie die Steigung des Graphen G¢in den Ly Strategiewissen
Wendepunkten: G¢ o1 Untersuchen auf
f/(0) = 0 = W, ist Terrassenpunk. Terrassenpunkte
f'(2) = -2 # 0 = W, ist kein Terrassenpunkt. .

Il. Zeigen Sie, dass bei der Funktion f mit f(x) = %x“— 2x3+3x2%, D¢ = R, bei x = 1 keine

Wendestelle vorliegt, obwohl die notwendige Bedingung (1) = 0 erfiillt ist, und zeichnen

Sie den Graphen von f.

Losung:

Ableitungen: f'(x) = 2x3 - 6x2 + 6x

f'(x) = 6x2-12x+6

f'(x) =0 @ 6x2-12x+6 =0 < 6(x2-2x+1)=0

& 6(x—-1)2 = 0 (binomische Formel) = x; = 1 (doppelte Nullstelle)

Die notwendige Bedingung, f"(1) = 0 fiir eine Wendestelle ist erfiillt.

Skizze von G¢»: Graph von f:

G i
f Bei x = 1 liegt kein
f Vorzeichenwechsel
: von f”vor und damit
: s auch keine Wende-
f > stelle.
Vz. f" + +
G O U Hinreichendes Kriterium
! ist nicht erfiillt.
Der Graph dndert bei
x = 1 seine Kriimmung
nicht.
123
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2

2.2.3 Kriimmungsverhalten und Wendepunkte

L J

Erinnerung: Eine ganz-
rationale Funktion
wechselt an einer Null-
stelle das Vorzeichen
(nicht), wenn die Viel-
fachheit der Nullstelle
ungerade (gerade) ist.

Die Wendetangente ist
die Tangente an den
Graphen in einem Wen-
depunkt.

Nachgefragt

Iv.

f”ist die zweite Ableitung einer Funktion f mit f”(x) = —2 (x — 1). Begriinden Sie ohne

Rechnung, dass bei x = 1 eine Wendestelle vorliegt.

Losung:

f’(x) = 0 = x =1 (notwendige Bedingung)

x = 1 ist eine einfache Nullstelle von f". Damit liegt an dieser Stelle ein Vorzeichenwechsel
von f”vorund x = 1 ist eine Wendestelle.

1

Der Graph von f mit f:x+— - x3 —%xz besitzt einen Wendepunkt. Bestimmen Sie die
Gleichung der Wendetangente g und zeichnen Sie die Graphen von fund g.

Losung:

Wendepunkt bestimmen: f'(x) = —%x2—3x f'(x) = -3x-3 =-3(x+1)
0=-3x+1) = x; =-1 Ay

X, ist eine einfache Nullstelle von f” und somit G,

liegt hier ein Vorzeichenwechsel von f”vor. 2T

= X, ist eine Wendestelle von f.

f(-1) = -1 = Wendepunkt W, (-1]-1) )
Gleichung der Wendetangente aufstellen: : : P X
Fiir die Steigung gilt: m = f'(=1) = % |2 0

W, und m eingesetztin y = mx+t: A ]—1“
—1=%(—1)+t = tz% Ll

Wendetangente g: y = %x +%

= Erkldren Sie, wie viele Wendepunkte der Graph einer ganzrationalen Funktion

3. (4. oder 5.) Grades hochstens besitzen kann. Folgern Sie daraus eine Regel fiir eine
ganzrationale Funktion n-ten Grades.

Geben Sie an, fiir welche Werte von n > 3 der Ursprung des Koordinatensystems
Wendepunkt des Graphen der Funktion f:x— x", D; = R, ist, und begriinden Sie.

Aufgaben n Untersuchen Sie das Krimmungsverhalten des Graphen G; der Funktion f: x — f(x),

Lésungen zu 1:

I Wi (=114); W,(11-2)
N w(110)

E W, (010); Wy(11-1)
L W(l0)

z w(2[3)
1 w(l3)
B W(-1136)

g

124

D¢ = R, und geben Sie die Koordinaten des Wendepunkts bzw. der Wendepunkte von
G; an. Die Losungen fiir die Wendepunkte ergeben in der Reihenfolge der Aufgaben ein
Losungswort.

1 f(x) =x3+1

4 f(x) =3x34+9x2-27x+3
6 f(x) =2+x-6x+x*

2 f(x) =x*-2x3 3 =-3x3+12x+3
5 f(x) = -3x2+2x+x3

7 f(x) = %x3—2x2+3x

f(x)

Bestimmen Sie jeweils, falls vorhanden, die Wendepunkte des Graphen der Funktion f mit
dem Funktionsterm f(x) und priifen Sie, ob diese auch Terrassenpunkte sind. Kontrollieren
Sie Ihre Ergebnisse mithilfe einer DMS.
a) f(x) = x2-3x+1

o f(x) = x3-3x2

e) f(x) = x6-2x*-3x2

b) f(x) = %x3+x2+x—%
d) f(x) = %x4+x3

f) f(x) = x3-12x2+48x-64
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Differenzialrechnung bei ganzrationalen Funktionen

B Die Abbildungen zeigen jeweils den Graphen der zweiten Ableitungsfunktion f” einer

Funktion f. Beschreiben Sie das Krlimmungsverhalten des Graphen G¢ von f und geben Sie,
falls vorhanden, die Wendestelle(n) von G an. Die Koordinaten von benétigten Punkten

konnen den Abbildungen entnommen werden.

A y B y C y
1+ \2 2 Gt
X
1 1 1 1 » -
AR I T & 1
X X
-1t : " : R
o 1 128 1 2 3
-2 -1t -1t
E y F y
Ggr [c™
i 24 f
A 1--/\
1 1 5 1 1 ) 1 5
T T L T T T T L
-1 1 -1 1 2 3
=1+ 1+

n Bestimmen Sie jeweils die Wendepunkte der Funktion f mit der angegebenen Funkti-
onsgleichung und ermitteln Sie eine Gleichung der Wendetangente. Uberpriifen Sie Ihre

Ergebnisse mithilfe einer DMS.

1 f(x)=%x4—x3+2 2 f(x) =x3+3x2+1
—1ye_1ya_ s _Vya 2,3
3 f(x)—wx 27X 1 4 f(x) = oX°>—3x* 35X 1

B Die Funktion f: x — x3 - 6x2+ 15x + 2 beschreibt fiir x € [0; 4]
modellhaft die Produktionskosten eines Produkts in Abhédngig-
keit von der hergestellten Stiickzahl x (in 100 Stiick; f (x) in Euro).
Die Abbildung zeigt den Graphen G von f. 2
a) Berechnen Sie (1) und erklaren Sie den Wert im

Sachzusammenhang.
b) Interpretieren Sie den Verlauf von G; im Sachkontext.
¢) Berechnen Sie die Wendestelle von f und erkldren Sie
deren Bedeutung im Sachzusammenhang.

>

E Bestatigen oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen (iber
ganzrationale Funktionen.
a) Jede Funktion dritten Grades hat genau eine Wendestelle.
b) Jede Funktion vierten Grades hat genau zwei Wendestellen.

) Ist der Graph einer Funktion in ganz R linksgekriimmt, so ist er in ganz R monoton

steigend.

Der abgebildete Graph der Funktion f mit f(x) = x4, D¢ = R, hat offenbar keinen
Wendepunkt im Ursprung, obwohl f”(0) = 0 gilt. Erlautern Sie an diesem Beispiel,
dass das Kriterium f"(x,) = 0 notwendig, aber nicht hinreichend fiir das Vorliegen
einer Wendestelle x, € D¢ einer zweimal differenzierbaren Funktion fist.
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2.2 Untersuchung ganzrationaler Funktionen
2.2.4 Extremstellen und Wendestellen — weitere Kriterien

Erklarvideo
O, :+00]

Strategiewissen
Extrempunkte mit
alternativer Bedingung
bestimmen

126

Bei den Graphen zweier Funktionen g G Ay
und h sind Hochpunkte (H), Tief- HNT 27 ’
punkte (T) und ein Wendepunkt (W) o ! T % s

markiert.

= Entscheiden Sie bei allen gekenn-
zeichneten Punkten, ob Rechts-
krimmung, Linkskrimmung oder y
keine Krimmung vorliegt.

= Nennen Sie die Gemeinsamkeit
beim Krlimmungsverhalten der
Graphen in den Hochpunkten -1 1 2
(bzw. in den Tiefpunkten). T,

Neben den bereits bekannten hinreichenden Bedingungen gibt es weitere hinreichende
Bedingungen fiir den Nachweis von Extremstellen und Wendestellen.

Extremstellen
notwendige Bedingung f'(xy) =0 ...
und f”(xg) < 0 = Bei X, ist ein relativer Hochpunkt von Gy.
und f”(xo) > 0 = Bei X, ist ein relativer Tiefpunkt von Gy.
und f”(xo) = 0 = Keine Aussage moglich. Das Vorzeichen von f’muss untersucht
werden.
Wendestellen
notwendige Bedingung f"(x,,) =0 ...
und f”(x,,) # 0 = Beix, ist eine Wendestelle von f.
und f”(x,) = 0 = Keine Aussage mdglich. Das Vorzeichen von f” muss untersucht
werden.

Beispiele
I. Untersuchen Sie die Funktion f: x — §x3 —4x2+6x-1, Df = R, auf Extrempunkte.
Kontrollieren Sie lhr Ergebnis mithilfe einer DMS.
Losung:
1 Bestimmen Sie die 1. und die 2. Ableitung:
f'(x) = 2x>-8x+6 = 2(x2—4x+3) = 2(x-1)(x-3); f"(x) = 4x-8
2 Losen Sie die Gleichung f'(xy) = 0 (notwendige Bedingung):
fx)=0 @ 2x-1x-3)=0 = x;=1;,x, =3
3 Nutzen Sie die alternative Bedingung, indem Sie x; und x, in f” einsetzen und den Wert
jeweils auf sein Vorzeichen priifen:
f’(1) =4-1-8 = -4 < 0 = G¢hateinen Hochpunkt H(1 ‘%)
f"(3) =4-3-8=4>0 = G¢hateinenTiefpunkt T(3|-1).
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Differenzialrechnung bei ganzrationalen Funktionen

Il. Berechnen Sie die Wendestellen der Funktion g: x— x4t ;xf‘ -x%4 Dy =R

12
Losung:
notwendige Bedingung: ¢'(x) = ;x3+ =x2-2x%9"(x) = x2+x-2
15122412 _q43

g’ =0 = x2+x-2=0 = X;, = 3 === = x=-25x=1

hinreichende Bedingung: g”(x) = 2x+ 1 g"(-2)=-320,g"(1)=3=0
Somitsind x; = -2 und x, = 1 die Wendestellen von g.

Untersuchen Sie die Funktion f mit f(x) = x*, D; = R, auf Extremstellen.

Losung:
Notwendige Bedingung: f'(x) =4x3=0 = x=0 Skizze von G¢: y
hinreichende Bedingung: f"(x) = 12x2 = "(0) =0 6l ,
Keine Aussage mdglich, also muss das Vorzeichen von f’ 5
z.B. mit einer Skizze untersucht werden. f 1
0: 5 1 T Il
| R R

Es folgt, dass bei x = 0 ein Tiefpunkt von G vorliegt. Vz.f' - +

G NOT 2

. . . . . . Nachgefragt
= Begriinden Sie, dass eine ganzrationale Funktion vom Grad n hochstens n— 1 Extrem-

stellen und hochstens n — 2 Wendestellen besitzt.
Begriinden oder widerlegen Sie: ,Ist x, eine Nullstelle ungerader Vielfachheit der zweiten
Ableitung f” einer Funktion f, dann ist x, eine Wendestelle von f"

n Untersuchen Sie jeweils, ob der Punkt P (xo [ f(xo)) ein Extrempunkt des Graphen der Aufgaben

Funktion f:x— f(x), D; = R, ist. Bestimmen Sie gegebenenfalls, ob es sich um einen
Hoch- oder Tiefpunkt handelt.

a) f(x) = x2=6x+9; Xy = 3 b) f(x) = x>+3x*-9x+0,5; X = -3
¢ fX)=x*+x%x, =0 d) f(x) = x3-3x% xo =2

e) fx) =x3-3x%x,=3 f) f() =x*=3x3+3x2+3x; %0 = 1
g) fX) =x>-x3+x %, =0 h) fX) =x*=x3+1,x.=0

a Untersuchen Sie jeweils den Graphen G; der Funktion f: x+— f(x), Df = R, auf Extrem-

und Wendepunkte. Verwenden Sie das hinreichende Kriterium von Seite 122 fiir Extrem-
punkte. Zeichnen Sie den Graphen G¢ und kontrollieren Sie Ihre Ergebnisse mithilfe

einer DMS.

a) fx) = x3-6x2+9x-4 b) f(x) = x*-6x%+4

Q f() =3 (x*+4x3+6x2+1) d) f(x) = x5 +2x3+ 1

e) f(x) =%x4—2x2—2 f) fix) = %XS—%X +;x3

B a) Bei der Funktion f mit f(x) = x> sind an der Stelle x = 0 alle Ableitungen null bis auf

die 5. Ableitung f® (x) = 120. Beurteilen Sie, ob der Graph einen Wendepunkt hat.
b) Bei einer Potenzfunktion sind alle Ableitungen an einer Stelle null bis auf eine.
Formulieren Sie eine Regel, wie man erkennt, ob ein Wendepunkt vorliegt.
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2 2.2 Untersuchung ganzrationaler Funktionen
2.2.5 Kurvendiskussion

Der

in Miinchen kann ndherungsweise durch die

Fun

beschrieben werden (y-Achse: Temperatur in
Grad °C; x-Achse: Zeit in Stunden ab 0 Uhr).

= Lesen Sie aus dem Graphen ab, wann die 20
Temperatur sinkt.

Temperaturverlauf an einem Sommertag y

ktion T mit dem abgebildeten Graphen

24+

= Geben Sie einen Ansatz an, mit dem 6T
der Zeitpunkt der hochsten Temperatur : { : : : ;X
bestimmt werden kann. 0 4 8 12 16 20 24

Anh

and der bisher betrachteten Eigenschaften konnen ganzrationale Funktionen - auch in

Sachzusammenhéngen — naher untersucht werden.

Ei

ne in R definierte ganzrationale Funktion f mit f(x) = a,x"+a,_ X"~ '+... +a;x +a,,

Ay, apn_q,..-,a1,80€R, a, # 0, vomGrad n (n = 1) und der Verlauf ihres Graphen G¢
konnen mithilfe der im Folgenden aufgefiihrten Eigenschaften gut analysiert werden.

Zu den genannten 1 Symmetrie zum Koordinatensystem
Eigenschaften siehe 2 Verhalten im Unendlichen
auch Kapitel 1.4 und 3 Schnittpunkt mit der y-Achse
das Beispiel unten. 4 Schnittpunkte mit der x-Achse (Nullstellen)
5 Extrempunkte und Monotonieverhalten
6 Wendepunkte und Kriimmungsverhalten
7 Zeichnen des Graphen G der Funktion f
Beispiel
Untersuchen Sie die Funktion f:x+— x> -3x2, D; = R, anhand ihrer Eigenschaften.
Losung:
Strategiewissen 1 Symmetrie — (iberpriifen Sie, ob f (x) nur gerade (nur ungerade) Exponenten von x hat:
Ganzrationale Funktion Gy ist nicht symmetrisch beziiglich des Koordinatensystems, da f (x) gerade und ungerade
untersuchen

Exponenten hat. Dabei gehdrt 0 zu den geraden Exponenten.

2 Verhalten im Unendlichen — untersuchen Sie den Summanden a,, x" auf sein Verhalten fiir

betragsgroBe Werte von x: _lim f(x) = lim x3 = +oo; lim f(x) = lim x3 = -
X —> +oo X —> +o0 X —> —o0 X —> —o0

3 Schnittpunkt mit der y-Achse S, (0]ao): f0)=0 = S,(010)
Schnittpunkte mit der x-Achse — l16sen Sie die Gleichung f(x) = 0:
xX}-3x2=0 = x*(x-3)=0 = x; =0; X, =3 = N; =5,(0/0); N,(3]0)
5 auch méglich: 5 Extrempunkte und Monotonieverhalten — [6sen Sie die Gleichung f'(x) = 0 und erstellen
= Monotonietabelle Sie eine Skizze von Gg: f'(x) = 3x2-6x = 3x(x-2) = 3x(x-2)=0 = x; =0; x, =2

= glternatives
Kriterium,
vgl. Kapitel 2.2.4
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Differenzialrechnung bei ganzrationalen Funktionen

6 Wendepunkte und Kriimmungsverhalten — |6sen Sie die Gleichung f”(x) = 0 und erstellen 6 auch méglich:
Sie eine Krimmungstabelle: = Skizze von G-
f'x) =6x-6=6(x-1) = 6(x-1)=0 = x=1 = alternatives

Kriterium,

X x <1 x=1 x> 1 vgl. Kapitel 2.2.4
0 f"(0)=-6 <0 0 f"2)=6>0
- VzZw +
G rechtsgekrimmt W(11]-2) linksgekrimmt

7 Zeichnen Sie den Graphen G; mithilfe der bisherigen
Ergebnisse.

Nachgefragt
= Erkldren Sie, wie sie rechnerisch nachweisen kdnnen, dass der Graph einer Funktion
achsensymmetrisch zum Ursprung ist.

= Widerlegen Sie folgende Aussage: ,Wenn der Graph einer ganzrationalen Funktion

punktsymmetrisch zum Ursprung ist, dann kann dieser nur einen einzigen Extrempunkt,
einen Hochpunkt, besitzen.”

n Untersuchen Sie jeweils die Funktion f: x+— f(x), D = R, anhand der Eigenschaften 1 Aufgaben
bis 7 (vgl. oben) und zeichnen Sie den Graphen G¢. Kontrollieren Sie lhre Ergebnisse mit-
hilfe einer DMS.

a) f(x) = %x3—x b) f(x) = -x3+6x%-9x o f(x) = %x3—%x2+%x
d) f(x) = %x“—Zx2 e) f(x) = x>-6x*+9x3 f) fix) = —%x"+x3

g) f(x) = 2x*+x h) f(x) = %x4+§x2 i) fix) = %x3+%x2+2x
o) = -3 +2x k) f(x) = x>-2x3+x ) fx)=x*-x2-12

EJ Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = (x2 - 2) (x?- 4), D¢ = R, mit dem Graphen G.
a) Untersuchen Sie G auf Symmetrie, Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen sowie
auf Extrem- und Wendepunkte und zeichnen Sie Gy.
b) Bestimmen Sie eine Gleichung der Tangente im Punkt W, (1f(1)). Zeichnen Sie die
Tangente in das Koordinatensystem ein.
c) Geben Sie ohne weitere Rechnung eine Gleichung der Tangente im Punkt
W, (=1[f(=1)) an und beschreiben Sie lhr Vorgehen.

B Die Abbildung zeigt den Graphen der Ableitungsfunktion ' einer ganzrationalen Funk-
tion f. Entscheiden und begriinden Sie jeweils, ob die Aussage (iber die Funktion f bzw.
Uiber ihren Graphen G¢ wahr oder falsch ist.

1 G hatbei x, = -2 einenTiefpunkt. y
2 Gyistin [0; 3] streng monoton steigend. Gy
3 DerPunkt P(5]0) ist Hochpunkt von Gs.
4 G verlauftim Schnittpunkt mit der y-Achse
steiler als die Winkelhalbierende des I. und N é 1 P\é é 1505

Ill. Quadranten.
5 Esgqilt f(0) > f(5).
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2.2.5 Kurvendiskussion

Gegeben ist die Funktion f: x+— %x“ -3x% Df=R.

a) Berechnen Sie die Nullstellen von f und priifen Sie G auf Symmetrie.

b) Bestimmen Sie das Verhalten von G fiir x — —eo und fiir x — oo,

c) Ermitteln Sie die maximalen Monotonieintervalle der Funktion f.

d) Im IV. Quadranten hat G; einen Wendepunkt. Ermitteln Sie die Gleichung der Wende-
tangente.

Die Funktion f mit f(t) = 201Wt4 - 71—5t3 + 11—0t2, D¢ = [0; 24], beschreibt modellhaft die seit
Mitternacht gefallene Niederschlagsmenge (in #) im Verlauf eines Tages (t in Stunden).

a) Zeichnen Sie den Graphen mithilfe einer DMS und erklaren Sie im Sachzusammen-
hang, dass der Funktionsgraph keine Extrempunkte hat.
b) Berechnen Sie die Stellen, an denen der Graph von f eine horizontale Tangente besitzt,

und interpretieren Sie die Ergebnisse im Sachkontext.
f(20) - f(10)

50=70 und erklaren Sie dessen Bedeu-

c) Berechnen Sie den Wert des Quotienten
tung im Sachzusammenhang.

Priiffungsaufgabe a Gegeben ist die Funktion k:x+— 0,5 (x — 3)2(2x + %) mit der Definitionsmenge D, = R.

Geben Sie die Nullstellen der Funktion k mit ihrer jeweiligen Vielfachheit an und bestim-
men Sie damit ein Intervall, in dem die x-Koordinate des lokalen Hochpunkts des Graphen
der Funktion k liegt.

Priifungsaufgabe Gegeben ist die Funktion f: x +— —%x“ - 2x3 - 2x2 mit der Definitionsmenge D¢ = R. Der

Graph der Funktion f in einem kartesischen Koordinatensystem wird mit G bezeichnet.

a) Berechnen Sie die Nullstellen der Funktion f.

b) Ermitteln Sie jeweils die Art und die Koordinaten aller Punkte, in denen G¢ eine waag-
rechte Tangente besitzt.

c) Zeichnen Sie unter Verwendung aller bisherigen Ergebnisse und weiterer geeigneter
Funktionswerte den Graphen G¢ fiir -3 < x < 1 in ein kartesisches Koordinaten-
system. Maf3stab fiir beide Achsen: 1LE = 1cm

d) Der Graph G, einer quadratischen Funktion p mit D, = R besitzt den Scheitelpunkt
S(-=1]-1,5) und schneidet den Graphen Gy in den Punkten A(-3|-4,5) und
B(1]-4,5). Bestimmen Sie einen Funktionsterm von p und zeichnen Sie die zugehérige

Parabel fiir -3 < x < 1 in das vorhandene Koordinatensystem ein.

[Mégliches Teilergebnis: p (x) = —%xz - %x - %]

LOITCEENGELLY B Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = %(x3 -7x*+8x+16), D; = R.

a) Bestimmen Sie eine Gleichung der Tangente G an G im Punkt P (0]2).
b) Zeigen Sie, dass in keinem Punkt des Graphen G¢ eine Tangente mit der Steigung
m = -2 angelegt werden kann.

Priifungsaufgabe E Gegeben ist die Funktion g: x— —%x4+ 2x? mit der Definitionsmenge Dg = [-3;3].

Ihr Graph in einem kartesischen Koordinatensystem wird mit G, bezeichnet.
a) Untersuchen Sie den Graphen der Funktion g auf Symmetrie zum Koordinatensystem.
b) Ermitteln Sie alle Extremstellen der Funktion g.

m Kapitel 2: Differenzialrechnung bei ganzrationalen Funktionen
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() Gegeben ist die Funktion f:x+— —%x“ + 2x? mit der Definitionsmenge D = R. Der Prifungsaufgabe

Graph der Funktion f in einem kartesischen Koordinatensystem wird mit G¢ bezeichnet.

a) Ermitteln Sie die maximalen Monotonieintervalle der Funktion f sowie jeweils die Art
und die Koordinaten der relativen Extrempunkte von G.

b) Berechnen Sie die Wendestellen des Graphen von f.

¢) Gegeben ist die Funktion g: x — —4x -2 mit der Definitionsmenge Dy = R. Zeigen
Sie rechnerisch, dass die Gerade G4 Tangente an den Graphen G¢ an der Stelle x = -2
ist.

d) Zeichnen Sie unter Verwendung bisheriger Ergebnisse und weiterer geeigneter Funk-
tionswerte den Graphen G¢ fiir -4 < x < 4 in ein kartesisches Koordinatensystem.
MaBstab fiir beide Achsen: 1LE = Tcm

Das Auf- und Abtauchverhalten eines N T(t)inm Priiffungsaufgabe

Delfins im Meer wird mittels eines an ihm

angebrachten Sensors untersucht. Die 0 11 f é i f /é\ é
momentane Hohe des Sensors in Metern - _/ \/

bezogen auf die Wasseroberflache in

R

Abhingigkeit von der Zeit t in Sekunden 7

Iasst sich anndhernd durch die Funktions- 6T Wi

werte der Funktion T beschreiben. g+

Der Graph der Funktion T wird mit Gy o4 G

bezeichnet und ist im Zeitraum von 0 bis

8 Sekunden im nebenstehenden Koordi-

natensystem abgebildet. Die Funktion T ist eine ganzrationale Funktion vierten Grades

und zum Zeitpunkt t; = 1 befindet sich der Delfin an der Wasseroberflache.

Bei den Berechnungen kann auf das Mitfiihren von Einheiten verzichtet werden.

a) Beschreiben Sie anhand des Funktionsgraphen Gt den Bewegungsablauf des Delfins
im Bereich von t = 5,3 bis t = 7 und erldutern Sie, ob fiir die Funktion T das Inter-
vall [0; o[ fiir den beschriebenen Sachverhalt eine sinnvolle Definitionsmenge ist.

b) Der Leitkoeffizient im Funktionsterm von T ist gegeben durch a = —11—2. Zudem ist

bekannt, dass Gt den Schnittpunkt S (O | —%) mit der Ordinatenachse besitzt.
Die zwei ganzzahligen Nullstellen von T kdnnen der Zeichnung entnommen werden.
Berechnen Sie den exakten Wert der fehlenden Nullstelle von T.

Die Funktion T ist gegeben durch die Funktionsgleichung

T = 11—2 th- gtf' +63t2-87t+ % mit der Definitionsmenge D; = [0; 8].

Runden Sie lhre Ergebnisse gegebenenfalls auf zwei Nachkommastellen.

¢) Bestimmen Sie die Art und Lage der Extrempunkte von Gy. Der Rand der Definitions- E—;
menge muss bei der Untersuchung der Extrema nicht beachtet werden. Geben Sie
anschlieBend die Intervalle an, in denen der Delfin aufsteigt.

d) Berechnen Sie die Steigung an der Stelle t = 2 und interpretieren Sie das Ergebnis im
Sachzusammenhang.
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2 2.2.5 Kurvendiskussion

L J

Priifungsaufgabe Gegeben ist die Funktion f: x — —ﬂﬁx (x - 10)%(x - 24) mit der Definitionsmenge

D¢ = R. Der Graph der Funktion f in einem kartesischen Koordinatensystem wird mit G¢
bezeichnet.

a) Geben Sie die Nullstellen der Funktion f mit ihrer jeweiligen Vielfachheit an.

b) Zeigen Sie durch Rechnung, dass sich der Funktionsterm f(x) auch in der Form

f(x) = g5 (X" ~ 44x* + 580x% - 2400x) darstellen lasst.

c) Ermitteln Sie jeweils die Art und die Koordinaten der relativen Extrempunkte von G;.
[Mégliches Teilergebnis: f'(x) = — 5 (x - 3) (x~ 10) (x - 20)]

d) Zeichnen Sie unter Verwendung alle bisherigen Ergebnisse und weiterer geeigne-
ter Funktionswerte den Graphen G¢ fiir 0 < x < 24 in ein kartesisches Koordinaten-
system. Wahlen Sie dazu fiir beide Achsen einen geeigneten Maf3stab.

e) Bestimmen die maximalen Kriimmungsintervalle von Gg.

f) Berechnen Sie die Gleichung der Tangente von G an der Stelle x = 5.

Priifungsaufgabe @ Ein Teilstlick einer Langlaufloipe verlduft e
Hohe inm

von oben betrachtet geradlinig und hat im

Querschnitt das abgebildete Profil, welches 1000 PR e e = S
anndhernd durch den Graphen der Funk- 9001~
tion f:x+— 8 %x3—%x2+18x+100 mit 8001
der Definitionsmenge D; = [0; 7,5] be- 700
schrieben werden kann. Die x-Achse gibt 600+
die Lange in waagrechter Richtung an, auf 00
der y-Achse ist die Hohe (iber dem Meeres-
4001+

spiegel aufgetragen. Die Koordinaten x
und y stellen Langenangaben in der Ein- 3001+
heit Kilometer bzw. Meter dar.

200+
a) Ermitteln Sie die maximalen Teil-
. . S 1001
intervalle von Dy, in denen die Loipe Linge in km
auf- bzw. abwarts verlauft. o T t—t—+—"F—+1—

b) Berechnen Sie unter Verwendung von
Teilaufgabe a), in welcher horizontalen
Entfernung vom Beginn des Teilstlickes der Loipe die Spitze des ersten Hiigels erreicht
wird. Geben Sie an, in welcher Héhe sich die Sporttreibenden dann befinden.

¢) Berechnen Sie die Lage der Wendestelle des Graphen von f.

d) Bestimmen Sie die durchschnittliche Steigung der Loipe in Prozent auf den ersten
drei Kilometern.

e) Die Steigung der Loipe bei Kilometer 2 tritt im weiteren Verlauf der Loipe noch einmal
auf. Berechnen Sie die Stelle, an der dies der Fall ist.

/m Gegeben ist die Funktion f:x — —%(ZX—Z)Z (4 —x) mit der Definitionsmenge D; = R.
a) Geben Sie die Nullstellen der Funktion f mit ihrer jeweiligen Vielfachheit an.
b) Bestimmen Sie die Lsungsmenge der Ungleichung f'(x) > 0 und erkléren Sie die
Bedeutung der Losungsmenge fiir den Graphen von f.
c) Begriinden oder widerlegen Sie folgende Aussage:,Der Graph der zweiten Ableitung
von fist eine fallende Gerade.”
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@ Das Landesamt fiir Umwelt ist unter ande- Wit Priifungsaufgabe

rem dafiir zustandig, vor Uberflutungen 400 TN
durch Fliisse zu warnen und ldsst dazu tag- 1 \\
lich kontinuierlich die Wasserstinde diver- 3007 P

ser Fllisse berpriifen. Der Wasserstand e
. . . . 200+——

eines bestimmten Flusses im Marz des

Jahres 2010 kann vereinfacht durch die 1004

Funktion w mit der Funktionsgleichung

w(t) = at*+ %ﬁ +C mit geeigneten Wer- 5 i - - - - .

ten a, c e R und der Definitionsmenge

D,, = [0; 30] beschrieben werden. Dabei bedeutet die Variable t die Zeit in Tagen ab

Monatsbeginn zum Zeitpunkt t, = 0. Der Funktionswert w (t) gibt den Wasserstand des

Flusses in cm an. Zu Monatsbeginn lag der Wasserstand bei 200 cm und am Monatsende

bei 308 cm. Auf das Mitfiihren von Einheiten wahrend der Rechnungen kann verzichtet

werden. Runden Sie lhre Ergebnisse - falls nicht anders gefordert - sinnvoll.

a) Bestimmen Sie die Werte der Parameter a und ¢ und damit die zugehdrige Funktions-
gleichung von w.

[ Magliches Ergebnis w(t) = — 51t - 326 - 100000) |
b) Berechnen Sie den hdchsten Pegel im Beobachtungszeitraum zentimetergenau.

% und interpretieren Sie diesen im Sachzusammen-

¢) Ermitteln Sie den Wert
hang.

m Gegeben ist die ganzrationale Funktion f:x — %(— x*+ 4x3) mit der Definitionsmenge Priifungsaufgabe

D¢ = R. Der Graph der Funktion f wird mit G bezeichnet.

a) Bestimmen Sie die Nullstellen der Funktion f mit der jeweiligen Vielfachheit.

b) Ermitteln Sie die maximalen Monotonieintervalle der Funktion f sowie Art und Koor-
dinaten des Extrempunktes des Graphen G;.

¢) Bestimmen Sie die Gleichungen aller Wendetangenten an den Graphen G;.

d) Zeichnen Sie den Graphen Gy unter Mitverwendung vorliegender Ergebnisse im
Bereich -1 < x < 4 in ein kartesisches Koordinatensystem. Maf3stab: 1LE = 1cm.

Gegeben ist die Funktion f:x — %(x4 - 8x3 + 18x?) mit der Definitionsmenge D; = R. Priifungsaufgabe
Der Graph wird mit G bezeichnet.

a) Untersuchen Sie das Symmetrieverhalten von G¢ bezliglich des Koordinatensystems
und das Verhalten fiir x — —eo und x — oo.

b) Zeigen Sie, dass die Funktion f genau eine Nullstelle besitzt und geben Sie diese samt
Vielfachheit an.

¢) Begriinden Sie mithilfe der Ergebnisse aus a) und b), dass an der Stelle x = 0 ein
relatives Minimum vorliegt.

d) Zeigen Sie, dass bei x = 1 und x = 3 Wendestellen liegen, und bestimmen Sie die
Koordinaten der Wendepunkte. Bestimmen Sie, welcher Punkt ein Terrassenpunkt ist.

e) Die Wendepunkte aus Teilaufgabe d) legen die Gerade G, fest. Ermitteln Sie deren
Gleichung.

f) Zeichnen Sie die Graphen G¢ und G4 unter Mitverwendung vorliegender Ergebnisse im
Bereich =1 < x < 4,5 in ein kartesisches Koordinatensystem. Ma3stab: 1 LE = 1cm.
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Zu2.1.1

Zu2.1.2

Zu2.1.3

Zu2.14

Zu2.15

Trainingsrunde: differenziert

Gegeben ist die ganzrationale Funktion f durch ihren Funktionsgraphen G¢. Benétigte Werte lesen Sie so genau
wie moglich aus dem Funktionsgraphen ab.

Gr

-114-10+-9- -8 =7 =6 =5 -4 >3 -2

Berechnen Sie jeweils die mittlere Steigung im ange- Berechnen Sie die mittlere Steigung zwischen Tief-
gebenen Intervall. punkt und Hochpunkt. Untersuchen Sie, ob es Inter-
1 [-2;3] 2 [-1;1] 3 [3;4,5] valle gibt, in denen die mittlere Steigung groBer ist.

Gegeben ist die Funktion f durch f(x) = 0,2x?-1, D; = R.

Zeigen Sie unter Verwendung des Differenzialquotien- Berechnen Sie die Steigung des Graphen G; der Funk-
flxo + hh) f(xo) , dass der Graph G tion fim Punkt P (1]y,).

der Funktion f bei x, = 2 die Steigung m = 0,8 hat.

tenin der Form lim
h—0

Ordnen Sie dem Graphen A einer Funktion f den Graphen 1, 2 oder 3 ihrer Ableitungsfunktion f'zu.

Gr

Bestimmen Sie, falls vorhanden, die Koordinaten der Punkte, an denen die lokale Anderungsrate der Funktion f
mit dem Funktionsterm f(x) den Wert m hat. Fiir alle Funktionen gilt D; = R und ggf. aeR.

a) fx) = -0,5x2+2;m=-2 a) f(x) = (2x+4) +2:m=-4
b)f(x)—§x+x—4m—8 b) f(x) =5(2-x)(-2-x); m =20
o fx)=2x+1;, m=1 o f,(x) = 4ax?>+2ax+x-a;m=1
Gegeben ist die Funktion f durch f(x) = gx + 151 2+6x+2 D; = R, mitihrem Graphen G;.
a) Stellen Sie die Gleichung der Tangente t an G; bei a) Stellen Sie die Gleichung der Tangente t an G; bei
x = -4 auf. x = —4 auf und liberpriifen Sie, ob t mit f weitere
b) Uberpriifen Sie, ob die Gerade mit der Gleichung Punkte gemeinsam hat.
y = -0,5x + 4,8 bei x = —1 Tangente an G ist. b) Uberpriifen Sie, ob die Gerade mit der Gleichung

g(x) = -0,4x+5 eine Tangente an Gy ist.
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Zu2.2.1

Zu2.2.2

Zu2.23

Zu2.24

Zu225

Differenzialrechnung bei ganzrationalen Funktionen

Ermitteln Sie jeweils die Intervalle, in denen der Graph G¢ der Funktion f: x+— f(x), D = R, streng monoton
steigt, und die Intervalle, in denen G; streng monoton féllt. Geben Sie Lage und Art der Extrempunkte von G¢ an.

a) f(x) = 4x? b) f(x) = -x2-2x-3 a) f(x) = —%x3—%x2+3x b) f(x) = 4x*-4x
— 3  _yh 3
) F0) =~ 4x o) Fb) = x4 2x o f(x) = %x4—3x2+2 d) f(x) = x*-3x3+x?

Bestimmen Sie jeweils die Extrempunkte des Graphen der Funktion f: x+— f(x), D = R. Kontrollieren Sie lhre
Ergebnisse mit einer DMS.

(x) = 0,5x3-3x b) f(x) = x3-6x+2 a) f(x) = x3-3x+2 b) f(x) = x2(x2-2)

a)
o f(x) =x*-5x2+4 d) f(x) = 4x° - 2x* 0 fx) = (x2=1)2 d) f(x) = X5+%X3+4X

f
) f
Die Wassermenge (in Mio. Liter) in einem Regenriickhaltebecken ldsst sich mithilfe der Funktion
fit+—>-0,05t3 + 1,5t2 - 7,65t + 15, D; = [0; 20], beschreiben (t: Zeit in Tagen nach Beobachtungsbeginn).

a) Berechnen Sie die Wassermenge im Becken zu a) Berechnen Sie die Wassermenge im Becken zum
Beobachtungsbeginn. Ende des Beobachtungszeitraums.

b) Bestimmen Sie die geringste Wassermenge im b) Bestimmen Sie die grote Wassermenge im
Becken im betrachteten Zeitraum. Becken im betrachteten Zeitraum.

Gegeben ist jeweils der Term der Ableitungsfunktion f’einer ganzrationalen Funktion f: x> f(x), D¢ = R. Begriin-
den Sie, dass der Graph von f Punkte mit waagrechter Tangente besitzt, die keine Extrempunkte sind.

f'(x) = (x—4)2 f'(x) = x*—x2

Untersuchen Sie jeweils den Graphen der Funktion f:x — f(x), D = R, auf Wendepunkte. Kontrollieren Sie lhre
Ergebnisse mit einer DMS.

a) fx) = 1x3 - 2x2 - 5x b) f(x) = x*-x2 a) f(x) = %x“—x3—3x2 b) f(x) = x*+x%+x

3
o fx) =x3-3x2+3x-1 d) f(x) =x° 0 fx) = 11—2x4—%+2x2 d) fx) = x5—x3
3x

Gegeben ist die Funktion f:x— f(x), Df = R. Untersuchen Sie jeweils den Graphen von f auf Wendepunkte und
bestimmen Sie jeweils eine Gleichung jeder Wendetangente.

a) fx) = x3-2x>+4x+8 a) f(x) = x3-6x2+4x+8
b) f(x) = x*-24x2+4 b) f(x) = J—Ox5—%x4
C) f(X) = 0,25X3+ 1,5X2+2 Q f(X) — 0,2X5—0,5X3

Untersuchen Sie jeweils den Graphen G¢ der Funktion f: x — f(x), Dy = R, auf Symmetrie zum Koordinaten-
system, auf Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen, Extrem- und Wendepunkte und zeichnen Sie G;. Kontrol-
lieren Sie Ihre Ergebnisse mithilfe einer DMS.

a) f(x) = x2-6x+12 a) f(x) = 3x*-4x3
b) f(x) = x3-8x2+ 16x b) f(x) = §(4x*~12x+9)
o f(x) = 2x*-x*+4

o f(x) = —%x4+4x2—2
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Trainingsrunde: kreuz und quer

@ Stellen Sie jeweils eine Gleichung der Sekante an den Graphen der Funktion f mit dem
Funktionsterm f (x) durch die Punkte P(-1|f(=1)) und Q(2|f(2)) auf.
a) f(x) = -x2+2x-4 b) f(x) = -0,5x3+2,5x2-4x+0,5

m Stellen Sie jeweils eine Gleichung der Tangente an den Graphen der Funktion f an der

Stelle x4 auf.
a) f(x) = 0,5x2+2x-3; xg =0 b) f(x) = %(x—2)2+3; Xo = 4
o f(x) = 2x(x+1)% xo = 0,5 d) f(x) = 2x*-x% xo = 1

@ Ein Backofen wird auf 160 °C eingestellt und beginnt mit dem Aufheizen. Die Temperatur
wihrend des Aufheizens wird durch die Funktion T mit T(t) = —0,16t3 + 2,9t% + 21
beschrieben. Dabei gilt t > 0. Die Temperatur wird in °C gemessen, die Zeit t in Minuten
seit dem Beginn des Aufheizvorgangs.

a) Bestimmen Sie die Zimmertemperatur und untersuchen Sie, ob der Ofen nach
11 Minuten die gewiinschte Temperatur erreicht hat.

b) Berechnen Sie die mittlere Steigung der Funktion T im Intervall [0; 11] und interpretie-
ren Sie den berechneten Wert im Sachzusammenhang.

c) Berechnen Sie T’(11) und entscheiden Sie, ob der Aufheizvorgang schon beendet ist.

d) Bestimmen Sie das Maximum der Funktion T und geben Sie eine sinnvolle Definitions-
menge fir T an.

m Gegeben sind die Funktionen f und g durch f(x) = —%x3+x2— 1, D¢ =R, und

g(x) = —%x3 +x?-3x+2, Dy = R. lhre Graphen werden mit G¢ und G4 bezeichnet.

a) Zeigen Sie, dass die zweite Ableitung beider Funktionen tibereinstimmt. Erklaren Sie,
was dies fiir den Verlauf der Graphen von f und g bedeutet.

b) Die ersten Ableitungen f'und g’ der beiden Funktionen sind nicht identisch. Skizzieren
Sie die Graphen von f’und g’ Geben Sie Gemeinsamkeiten und Unterschiede dieser
Graphen an.

) Entscheiden Sie, welcher der abgebildeten Graphen G¢ und welcher Gg ist. Der Graph,
den Sie nicht ausgewadhlt haben, gehort zu einer Funktion h. Skizzieren Sie den Gra-
phen der Ableitungsfunktion h.

A &Y B y C \ Ay
5\-- 61 21
5] 44 i
\ X
1+ 2+ : R
X X -1 1 2 3
P : i St
1 2 3 =2 2 4
-1t -2t -2t

Untersuchen Sie jeweils die Funktion f:x— f(x), Dy = R, bzw. ihren Graphen G; auf
Symmetrie zum Koordinatensystem, Verhalten fiir [x| — oo, Nullstellen, Extrem- und
Wendestellen. Zeichnen Sie den Graphen G;.

a) f(x) = x3+4x2+4x b) f(x) = 3x3+43 o f(x) =4x°-5x*+20
d) £ = - (x+4) &) f(x) =x2-% f) f(x) = ‘- 3x2+ 2x

136

m Kapitel 2: Differenzialrechnung bei ganzrationalen Funktionen



Differenzialrechnung bei ganzrationalen Funktionen

m Die Abbildungen zeigen jeweils einen Teil des Graphen Gy einer ganzrationalen Funktion f
dritten Grades (D; = R) sowie ggf. eine Tangente im Extrem- oder Wendepunkt von Gy.

Ein Punkt Py (xo|f(xo)) des Graphen Gg ist markiert.

Geben Sie jeweils an, ob der Wert der Funktion f (bzw. f; f”) an der Stelle x, kleiner, groBer

oder gleich null ist.
a y b y c y d y

/
/

4 X P
Po ¥ Po \

y

e y . f 9
\/PO'/ Po_x TR

¥<

m Eine Firma stellt Monitore fiir Notebooks her. Die bei der Herstel- y 4 Kostenin €
lung von x Monitoren entstehenden Kosten (in €) werden durch
die Funktion f mit f(x) = 0,001x3 - 1,29x2 + 600x + 12000,
x > 0, beschrieben. Die Monitore werden zu einem Preis von je
300 € zur Weiterverarbeitung abgegeben; der dabei erzielte
Gewinn (in €) wird durch eine Funktion g beschrieben.

a) Untersuchen Sie den Graphen von f rechnerisch auf Mono- 200
tonie und Extrempunkte. Bestimmen Sie die Koordinaten des Wendepunkts.
b) Zeigen Sie, dass fiir g gilt: g (x) = —0,001x3 + 1,29x% - 300x - 12 000.

1
400 600 800 1000 X

¢) Berechnen Sie g(300) und g (500) und interpretieren Sie die Ergebnisse im Sachzusam-

menhang.
d) Bestimmen Sie den Gewinn bzw. Verlust pro Monitor, wenn 500 Stiick produziert
werden.

e) Ermitteln Sie die Extrempunkte des Graphen der Funktion g. Interpretieren Sie den Gra-
phen von g hinsichtlich Gewinn und Verlust und geben Sie den maximalen Gewinn an.

@ Das Héhenprofil einer Bergtour lasst sich annahernd durch die Funktion
fix— —%x“ +20x3 - 90x2 + 160x mit x € [0; 10] beschreiben. Dabei entspricht

f(x)

600
x dem horizontalen Abstand in km vom Ausgangspunkt bei x = 0. f(x) ist die

Hohe in Metern im Vergleich zum Ausgangspunkt. Die Abbildung zeigt den Gra- 400

phen von f. 200

a) Die untere Alm steht an einer Stelle, an der der Berg weder steigt noch fallt. o 7 T S

Berechnen Sie, auf welcher Hohe gegeniiber der Ausgangslage diese Alm
liegt.

b) Bestimmen Sie rechnerisch, wie viele Hohenmeter vom Start bis zum Gipfelkreuz
tiberwunden werden missen.

¢) Berechne Sie f'(4) und erkldren Sie den Wert im Sachzusammenhang.

d) Die durchschnittliche Steigung zwischen x = 6,5 und x = 9,1 ist ungeféhr O m je
Kilometer. Ein Wanderer folgert: ,In diesem Bereich ist der Berg also nahezu eben.”
Erkldren Sie, warum die Aussage des Wanderers falsch ist.
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Alles im Blick

Differenzenquotient — Sekantensteigung

Sind P(alf(a)) und Q(b|f(b)) zwei Punkte des Graphen G¢
einer Funktion f, die im Intervall [a; b] definiert ist, so heift
die Gerade PQ Sekante von G¢ durch P und Q.

Sekante

flb) T

fa) T

x

Y

I b

Fiir die Sekantensteigung gilt: mpq = f(b)_f(a).

b-a
Dieser Quotient heil3t Differenzenquotient von f im Inter-
vall [a; b].

Er beschreibt die mittlere (durchschnittliche) Anderungs-
rate der Funktion f im Intervall [a; b].

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = —%x3 - %xz +2X,

D¢ = R, sowie die Punkte P (1]f(1)) und Q(2]f(2)) des
Graphen G¢ von f. Es gilt: f(1) = % =1,25;f(2) = 0.

y
P
1t i
F2) -
!’\ Q T 5
12719 3
PQ
=1 Gf
Sekantensteigung:
f(2)—f(1) _ 0-1,25
Mpg = 75— = =2 = -1,05

Mpq ist die mittlere Steigung von G¢ im Intervall [1; 2].

Differentialquotient - Tangentensteigung

Eine auf einem Intervall | = ]a; b[ definierte Funktion f heif3t
an der Stelle x, e differenzierbar, wenn der Grenzwert des
£(x) = f(xo)

Differenzenquotienten lim
X=Xy X—Xp

, X # Xq, existiert.
Das bedeutet insbesondere, dass sich bei rechtsseitiger und
bei linksseitiger Anndherung an die Stelle x, der gleiche

Grenzwert ergibt.

Dieser Grenzwert heif3t Differentialquotient oder Ableitung

der Funktion f an der Stelle x,:

, e )= F(xo)

fixo) = xll)mxo X—Xg

= f'(xo) gibt die Steigung der Tangente tp  an den Gra-
phen G¢ im Punkt P (xo | f(x,)) an. Diese wird auch als
Steigung des Graphen G; im Punkt P (xq | f(Xo))
bezeichnet.

= Beschreibt f eine mit x verdnderliche GroRe, so gibt
f'(xo) deren lokale (momentane) Anderungsrate an der
Stelle xq an.

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = 2x2, Df = R, sowie
der Punkt P, (11f(1)) des Graphen vonf.

Ableitung an der Stelle x, = 1:
fim fO=fM _ 0 2x2-2
x-1
2(x2-1)
x=1

Gy

x—1 X-1

= lim2(x+1)=2- -1 1

Dies gilt sowohl bei rechtsseitiger als auch bei linksseitiger
Anndherung. Also hat die Tangente tp, und der Graph von f
im Punkt P, die Steigung Mtp, = f'(1) =4

Fiir x = 0 beschreibt die Funktion f den Zeit-Weg-Zusam-
menhang eines Autos beim Anfahren (x: Zeit in Sekunden;
f(x): zuriickgelegter Weg in Metern).

Dann ist f'(1) die momentane Anderungsrate der Zeit-Weg-
Funktion, d. h. die Momentangeschwindigkeit des Autos
betrdgt 1s nach dem Start 42

Ableitungsfunktion

Die Ableitungsfunktion f’ einer Funktion f: x — f(x) mit
maximaler Definitionsmenge D ordnet jeder Stelle x € D¢
ihre Ableitung zu, falls f dort differenzierbar ist.

Die Ableitungsfunktion f’ gibt damit an jeder Stelle x € D¢
die Steigung der Tangente bzw. die lokale Anderungsrate
der Funktion f an.

138

f'3) =-2:

Der Graph der Funktion f hat bei x = 3 eine Tangente mit
der Steigung -2.

oder kurz:

Der Graph der Funktion f hat bei x = 3 die Steigung -2.
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Differenzialrechnung bei ganzrationalen Funktionen

Ableitungsregeln

= Potenzregel: Eine Funktion f mit f(x) = x", n e N\{0},
D; = R, ist differenzierbar, und es gilt '(x) = n-x"~",
Sind u und v differenzierbare Funktionen, dann gilt:
= Summenregel:
fx) =u)+vx) = f(x) = u'(x)+v'(x)
= Faktorregel:
fx) =c-ux), ceR = f'(x) =c-u'(x)
Ist f(x) = a, aeR, sogilt f'(x) = 0.

fx)=x"7 = f(x)=12-x"

fx) = x>+ x> = f(x) = 3x2+5x*

fx) =4-x3 = f(x) =4-3x% = 12x?

fx) =-4 = f'(x) =0

Gleichung der Tangente

Die Gleichung der Tangente an den Graphen einer Funktion f
im Punkt Py (x| f(x)) ermittelt man tiber den Ansatz einer
Geradengleichung mit m = f'(x,), also

tpy:y = f(xo) - x +1t.

Gegeben ist die Funktion f:x+— -x?+8x-10, D; = R,
und der Punkt P, (3]5) des Graphen von f.

Ableitung: f'(x)

Tangentengleichung: tp:y = 2x +1t
Einsetzenvon Py (3[5):5=2-34+t = t = -1
Tangentengleichung: tp:y = 2x 1

2x+8 m="f(3) =2

Monotonie

Der Graph G einer Funktion f heif3t in einer Teilmenge | der

Definitionsmenge vonf ...

= streng monoton steigend, wenn fiir alle x;, x, el gilt:
Aus x; < X, folgt f(xq) < f(x,).

= streng monoton fallend, wenn fiir alle x;, x, el gilt:
Aus x; < x, folgt f(xq) > f(x,).

Monotoniesatz: Ist die Funktion f im Intervall | differenzier-

bar, so ist der Graph Gs ...

= streng monoton steigend in |, wenn fiir alle x e gilt:
f'(x) > 0.

= streng monoton fallend in |, wenn fiir alle x e gilt:
f'(x) < 0.

Die Umkehrung des Monotoniesatzes gilt nicht.

Gegeben sind die Funktionen f: x— x3 +x und
g:x—>-2x3-x, Dy =Dy = R.
Esgilt: f'(x) = 3x2+1 > 0 und g'(x) = -6x2-1 < 0 fiir

alle xeR.

Daher ist der Graph von f streng monoton steigend und
der Graph von g streng monoton fallend in R.

3
3_-
2 G
oo~/
T /fl
f(x1) o Il : Il 5 5
X11%X 3 "

Extrempunkte

Ist die Funktion f in einem offenen Intervall | aus ihrer Defini-
tionsmenge differenzierbar und ist x, €1, dann gilt:
Notwendige Bedingung: Wenn f'(xq) = 0 gilt, dann besitzt
Gy an der Stelle x, eine waagrechte Tangente. Nur unter
dieser Bedingung kann eine Extremstelle vorliegen.
Hinreichende Bedingung: Wenn f'(x,) = 0 gilt und gleich-
zeitig f'an der Stelle x, einen Vorzeichenwechsel von ...
= positiven zu negativen Werten hat, dann ist f(x,)

ein lokales Maximum und G¢ besitzt einen

Hochpunkt H (x, |f(x)).
= negativen zu positiven Werten hat, dann ist f (x,)

ein lokales Minimum und Gs besitzt einen

Tiefpunkt T (x, | f(xo)).

fix>1x3-1x2_2x Dy = R; f(x) = x2-x-2

Notwendiges Kriterium: f'(x) = 0 & x*-x-2=0

= X =-1;%x,=2
Hinreichendes Kriterium — Vorzeichenskizze

AN X
Vz.f' + = o+
G 2 H N T oA
Alternatives hinreichendes Kriterium — Monotonietabelle
X x<-1|x3=-1|-1<x<2 X; =2 x> 2
f'(x) | f(-2) 0 '(0) 0 '(3)
=4>0| VZWvon | =-2<0 VZWvon |=4>0
+ + nach - —-nach + +
[ 17} 10
G 2 A=) N T(2|—T) 2
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Alles im Blick

Kriimmungsverhalten und Wendepunkte

Ist f eine in einem offenen Intervall | differenzierbare Funk-
tion, so heilt ihr Graph G¢ rechtsgekriimmt (

)in I, wenn im Intervall | die Ableitungsfunktion f’
streng monoton abnehmend (streng monoton zunehmend)
ist.

Ist f im Intervall | zweimal differenzierbar, so ist der Graph G¢
rechtsgekriimmt ( ), wenn fiir die zweite
Ableitung f”(x) < 0 ( ) furalle xel gilt.

In einem Wendepunkt des Graphen G; andert sich die Art

der Kriimmung von G.

Fiir eine zweimal differenzierbare Funktion f gilt fiir eine

Wendestelle x,:

= Notwendiges Kriterium: f"(x,) = 0

= Hinreichendes Kriterium: f”(x,) = 0 und gleichzeitig
Vorzeichenwechsel von f” an der Stelle x,.

Gegeben ist die Funktion f: x — %x3 - %xz +4,D; =R

Ableitungen: f'(x) = %xz—x

f"(x) = %x -1

Notwendige Bedingung: f"(xo) =0 = x, = 4

Vz. f” - ' +
Gt (&% w (&
4
w(]-3)
y
m =0

htsS\\m=-1,5

mmt. -

Weitere Kriterien fiir Extrem- und Wendestellen

Notwendige Bedingung fiir Extremstellen: f'(x,) = 0
2. hinreichende Bedingung fiir Extremstellen:
= f'(xo) = 0 und gleichzeitig f"(x,) < 0:
G¢ hat einen Hochpunkt H (x, | f (o))
= f'(x) = 0 und gleichzeitig f”(x,) > 0:
Gt hat einen Tiefpunkt T (x, | f(xo))

Notwendige Bedingung fiir Wendestellen:
f"(xo) =0
2. hinreichende Bedingung fiir Wendestellen:
= f”(xg) = 0 und gleichzeitig f”(x,) # 0
Gs hat ein Wendestelle bei x,.
= Gilt f"(xy) = 0 und gleichzeitig f”(x,) = 0,
muss das Vorzeichen von f” extra untersucht werden.

Ebenso gilt: Ist x, eine Nullstelle ungerader Vielfachheit der
zweiten Ableitung f", dann ist x, eine Wendestelle von f.
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Gegeben ist die Funktion f:x'e%x3 —%xz, Df = R.
Ableitungen: f'(x) = %xz—x = %x(x— 2); f'(x) = x-1
Extremstellen - notwendige Bedingung:

fix) =0 & %X(X—Z) =0=x=0x=2
Hinreichende Bedingung:

f"(0) = -1 < 0 = G hat einen Hochpunkt H(0]0).
f’(2) =1 >0 = G¢ hateinen Tiefpunkt T(Z‘—% .

Wendestelle:

f'x) =0 © x-1=0 = xq = 1; Xq ist einfache
Nullstelle von f” (hinreichende Bedingung).

Gy hat den Wendepunkt W(1 ‘—% .
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Aufgaben zur Einzelarbeit

Das kann ich! Das kann ich Das kann ich

fast! noch nicht!

n Bestimmen Sie fiir die Funktion f mit f(x) = x2-1,
D¢ = R, jeweils den Differenzenquotienten in den
Intervallen I, = [-1;1], 1, =[0; 1], I3 = [0; 2] und
I, = [-1; 2]. Veranschaulichen Sie lhre Ergebnisse
mithilfe des Graphen von f.

B Bilden Sie jeweils die Ableitung der Funktion mit
dem gegebenen Funktionsterm.
a) f(x) = 7x%+3 b) p(x) = (2 —x)?
0 fX) = x+2)(=3) d) f(x) = (x+2)-x?
e) V() =mr3—4r*  f) f (x) = 2tx*—4x+2t?

B Bestimmen Sie jeweils eine Gleichung der Tangen-
te an den Graphen von fim Punkt P (-2|f(-2)).

a) f(x) = -x2 b) f(x) = 0,25x*—x+3

3 Bestimmen Sie die Punkte, in denen der Graph
der Funktion f mit f(x) = %x3 +x2-8x+1 eine
waagrechte Tangente besitzt.

B Zeigen Sie, dass der Graph der Funktion f mit
f(x) = 0,5x3—2x—1, Df = R, zwei Punkte
besitzt, in denen seine Tangente parallel zur Gera-
den g mit g(x) = 4x + 1 verlauft. Kontrollieren
Sie Ihre Ergebnisse mithilfe einer DMS.

a Die Funktion N (t) beschreibt die Anzahl von Heu-
schrecken in einem Schwarm im Zeitraum [0; 18].
Dabei ist N die Anzahl der Heuschrecken in Millio-
nen und t die Zeit seit der Schwarmbildung in
Monaten.

a) Esgilt N(6) = 483 und N'(6) = 170,3. Deuten
Sie die Werte im Sachzusammenhang.

b) Nach neun Monaten umfasst der Schwarm
mit 843,5 Millionen gerade am meisten Tiere.
Geben Sie zwei passende Gleichungen an.

Differenzialrechnung bei ganzrationalen Funktionen

Uberpriifen Sie Ihre Fahigkeiten und Kompetenzen.
Bearbeiten Sie dazu die folgenden Aufgaben und
bewerten Sie lhre Losungen mit einem Smiley.

Ordnen Sie den Graphen der Funktionen f, g und
h jeweils den zugehorigen Graphen A, B oder
C der Ableitungsfunktion begriindet zu.

by
Gy G{

ﬂ Die Funktion f mit f(t) = 10t — 1,25t beschreibt
im Intervall [0; T] den Zeit-Weg-Zusammenhang
des Bremsvorgangs eines Autos (t: Zeit seit Beginn
des Bremsens in Sekunden; f (t): zuriickgelegte
Strecke in Metern). Zum Zeitpunkt T ist das Auto
gerade zum Stillstand gekommen.

a) Berechnen Sie die Geschwindigkeit, mit der
das Auto zu Beginn des Bremsvorgangs fuhr.

b) Bestimmen Sie T und begriinden Sie lhr Vor-
gehen mithilfe des Graphen von f.
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ﬂ Skizzieren Sie den Graphen einer ganzrationalen
Funktion dritten Grades, deren Ableitungsfunk-
tion keine Nullstellen besitzt. Begriinden Sie,
dass dies mit einer Funktion vierten Grades nicht
mdoglich ist.

m Bestimmen Sie jeweils die maximalen Monotonie-
intervalle und die Art und Lage der Extrempunkte
der Funktion f:x+—f(x), D; = R.
a) f(x) = x3-3,75x%2 + 3x
b) f(x) = 2x2(x*-4)

m Begriinden oder widerlegen Sie.
a) Der Graph einer nichtlinearen ganzrationalen
Funktion hat mindestens einen Extrempunkt.
b) Der Graph einer ganzrationalen Funktion mit
zwei Nullstellen besitzt einen Extrempunkt.

] Gegeben ist die Funktion f:x— 23—0x5 —-x3,
D¢ = R; ihr Graph ist G;.
/ a) Zeigen Sie, dass f'nur die Nullstellen x; = -2,
X3 = 0 und x5 = 2 besitzt, und erstellen Sie
eine Monotonietabelle fiir die Funktion f oder

eine Skizze von Gy..

b) Eine der drei Abbildungen stellt G¢ richtig dar.
Geben Sie an, welche dies ist, und begriinden
Sie bei jedem der iibrigen Graphen, warum es
sich bei ihm nicht um G¢ handeln kann.

@ Das Profil der Rampe einer Baugrube kann durch

die Funktion f:x — —-x2 - ——x3, D; = [0; 20],

40 1200
modelliert werden (x, f(x) in Metern).

a) Zeichnen Sie G; mit einer DMS.

b) Zeigen Sie, dass der Graph von f im Definiti-
onsbereich monoton steigend ist, und berech-
nen Sie anschlieBend die Tiefe der Baugrube.

c) Bestimmen Sie die durchschnittliche Steigung
der kompletten Rampe.
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m Untersuchen Sie die Funktion f:x+— f(x), Df = R,
jeweils auf Schnittpunkte mit den Koordinaten-
achsen, Verhalten im Unendlichen sowie Extrem-
und Wendepunkte. Zeichnen Sie den Graphen
von f und kontrollieren Sie Ihre Ergebnisse mithilfe
einer DMS.

a) f(x) =3x2-x3

b) f(x) = (x - 12x+ 36)
¢ f(x) =2x - 6%2+8x
d) f(x) = ;(6 2x2+5

m Gegeben ist die Funktion f mit der Funktions-
gleichung f(x) = x>-6x%+9x, Df = R, und ihr
Graph Gy.

a) Ermitteln Sie die Schnittpunkte mit den Koor-
dinatenachsen sowie Extrem- und Wende-
punkte und zeichnen Sie G;.

Untersuchen Sie bei jeder der folgenden Aus-

sagen, ob sie wahr ist, und begriinden Sie lhre

Entscheidung.

1 Fir x < 2 ist G¢ rechtsgekriimmt.

2 Die Gerade g:y = 1 hat mit G; drei Punkte
gemeinsam.

3 ImPunkt W(2]2) steigt G;.

Die Tangente an G¢ im Ursprung hat eine

positive Steigung.

5 DieTangenten an G¢ bei x = 0 und bei
x = 5 verlaufen parallel zueinander.

b

-

W Das Profil einer Wasserrutsche kann durch den

im |. Quadranten liegenden Teil des Graphen der
Funktion f:x+— -0,1x*+0,6x3 - 1,0125x% + 0,85,
D = [0; 2], modelliert werden (x: horizontale Ent-
fernung vom Startpunkt in 10 m; f (x): Hohe der
Rutsche liber dem Wasserbecken in 10 m).

a) Bestimmen Sie die Hohe der Rutsche am Start-
punkt.

b) Weisen Sie nach, dass die Rutsche 20 m in hori-
zontaler Entfernung vom Startpunkt auf das
Wasser trifft.

Hinweis: Argumentieren Sie dazu auch mit
dem Monotonieverhalten des Graphen Gs.

¢) Bestimmen Sie das Intervall, in dem G rechts-
gekriimmt ist, und erkldren Sie dessen Bedeu-
tung im Sachzusammenhang.
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1 Bearbeiten Sie diese Aufgaben zuerst alleine.

Differenzialrechnung bei ganzrationalen Funktionen

Aufgaben fiir Lernpartner

2 Suchen Sie sich einen Partner oder eine Partnerin und arbeiten Sie zusammen weiter: Erklaren Sie sich gegen-

seitig lhre Losungen. Korrigieren Sie fehlerhafte Antworten.

Sind folgende Behauptungen richtig oder falsch? Begriinden Sie.

¥ Die mittlere Anderungsrate eines Wachstums-
vorgangs gibt an, wie lineares Wachstum mit glei-
chem Anfangs- und Endpunkt verlaufen wiirde.

J Es gibt nicht-konstante Funktionen, die in einem
Intervall eine mittlere Anderungsrate von 0
haben.

Die Tangenten an einen Funktionsgraphen Gy in
zwei Punkten P; und P, schneiden sich stets.

[J Wenn ein gleichmaBig ansteigender Weg eine
Steigung von 5 % hat, bedeutet das, dass man
nach jeweils 10 Metern nach vorn immer fiinf
Meter aufwarts gegangen ist.

[ Die ganzrationale Funktion dritten Grades g mit
g(x) = ax3+ bx?+cx +d hat bei x = 0 die Tan-
gente t mit t(x) = cx+d.

@ Hat eine ganzrationale Funktion einen Hochpunkt,
so gilt an dieser Stelle f'(x) = 0.

[d Jede Nullstelle der Ableitung f'ist eine Extrem-
stelle der Funktion f.

CJ Besitzt ein Funktionsgraph einen Tiefpunkt,
s0 gibt es keinen weiteren Punkt des Graphen,
dessen y-Wert kleiner ist.

Jeder Punkt des Graphen G einer Funktion f, in
dem sich die Art der Kriimmung andert, ist ein
Wendepunkt von G.

Jede ganzrationale Funktion, deren Graph in
einem Intervall I; streng monoton steigend und
in einem Intervall I, streng monoton fallend ist,
hat einen Extrempunkt.

In einem Terrassenpunkt andert sich das Mono-
tonieverhalten des Funktionsgraphen nicht.

Die durchschnittliche Steigung m kann mit der
X1~ X

o) =) berechnet werden.

Formel m =

Die Nullstellen von ganzrationalen Funktionen
von mindestens drittem Grad kdnnen nicht
bestimmt werden, da es keine Losungsformel
gibt.

Es gibt ganzrationale Funktionen, deren Kriim-
mung in ganz R positiv ist.

Jede Nullstelle der Ableitung f'ist eine Wende-
stelle der Funktion f.

Es gibt eine ganzrationale Funktion f, die keine
Extrempunkte besitzt.

Ichkann ... Aufgaben Hilfe
Differenzenquotienten berechnen und diese geometrisch an Graphen und in 1TABL 5 96
Sachzusammenhingen deuten. e ’
Ableitungswerte als Tangentensteigungen und als momentane Anderungsrate deuten. 6,7,D S.100, 104
die Ableitungen ganzrationaler Funktionen mithilfe von Ableitungsregeln bestimmen. 2,3,4,5 S.108
Gleichungen von Tangenten an einen Graphen aufstellen. 3,GE S.112

Graphen ganzrationaler Funktionen auf Monotonie und Extrempunkte untersuchen.

10,11,12,13,14,F,G,
0 3 G S.114,118,126

H,J,K P
das Krii halten der Graph tionaler Funkti t h d
as rummungsver. alten der Graphen ganzrationaler Funktionen untersuchen un 14,15, N,0 5.122,126
Wendepunkte bestimmen.
ganzrationale Funktionen hinsichtlich ihrer Eigenschaften analysieren. 8,9,13,16, M S.128
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i Die Abbildung zeigt einen Aus- Ly
schnitt des Graphen Gy einer ganz-
rationalen Funktion f dritten G
Grades mit der Definitionsmenge P(1]1,6)

D¢ = R. Die ganzzahligen Null-
stellen konnen der Abbildung I

A 23

a) Bestimmen Sie den vollstandig
faktorisierten Term der Funk-
tion f und zeigen Sie durch Rechnung, dass sich die Funktionsgleichung von f auch in
folgender Form darstellen ldsst: f(x) = 0,1x3-x?+2,5x.

b) Bestimmen Sie die Extrempunkte von f rechnerisch.

c) Geben Sie das maximale Intervall an, in dem der Graph von f féllt, und bestimmen Sie
die mittlere Steigung in diesem Intervall.

d) Ander Stelle x = 0 besitzt der Graph von f die Tangente t. Zeigen Sie, dass die Tan-
gente t die Funktionsgleichung y = %x besitzt.

e) Priifen Sie rechnerisch, ob die Tangente t und der Graph von f aufler dem Beriihrpunkt
bei x = 0 noch weitere gemeinsame Punkte besitzen.

f) Berechnen Sie den Tiefpunkt des Graphen der Ableitung f'und erklaren Sie den Zusam-
menhang mit dem Graphen von f.

T
entnommen werden. / 1 2 3 4 5 6 7

Die Kosten, die einem Unternehmen bei der Herstellung
einer Flussigkeit entstehen, kdnnen durch die Funktion 2004
K: x> x3 - 12x% + 50x + 20 mit x € [0; 9] beschrieben werden.

Dabei gibt K (x) die Kosten in 1000 € an, die bei der Produktion 150
von x Kubikmetern der Fliissigkeit insgesamt entstehen. Die 100+
Abbildung zeigt den Graphen von K. 50

a) Geben Sie mithilfe der Abbildung ...
1 die Produktionsmenge an, bei der die Kosten 125000 €
betragen.
2 das Monotonieverhalten von K an und deuten Sie lhre Angabe im Sachzusammen-
hang.

Die Funktion E mit E(x) = 23x gibt fiir 0 < x < 9 den Erl6s (in 1000€) an, den das

Unternehmen beim Verkauf von x Kubikmetern der Fliissigkeit erzielt. Fiir die sogenann-

te Gewinnfunktion G gilt G(x) = E(x) — K(x). Positive Werte von G werden als Gewinn

bezeichnet, negative als Verlust.

b) Zeigen Sie, dass das Unternehmen keinen Gewinn erzielt, wenn vier Kubikmeter der
Flussigkeit verkauft werden.

¢) Ubertragen Sie den Graphen von K in Ihr Heft und tragen Sie den Graphen von E in die
Abbildung ein. Bestimmen Sie mithilfe der so entstehenden Darstellung den Bereich, in
dem die verkaufte Menge der Fliissigkeit liegen muss, damit das Unternehmen einen
Gewinn erzielt.

d) Berechnen Sie, welche Menge der Fliissigkeit verkauft werden muss, damit das Unter-
nehmen den gréften Gewinn erzielt.

m Kapitel 2: Differenzialrechnung bei ganzrationalen Funktionen



Differenzialrechnung bei ganzrationalen Funktionen

/B Die erste Ableitung einer ganzrationalen Funktion mit der Definitionsmenge D; = R
besitzt die Funktionsgleichung f'(x) = —%(x -2)(x+3).
a) Skizzieren Sie einen Ausschnitt des Graphen von ', sodass die maximalen Monotonie-
intervalle abgelesen werden konnen. Geben Sie diese Intervalle an.
b) Bestimmen Sie das Verhalten der Funktionswerte von f” fiir x — +eo, ohne den Term
von f”zu berechnen.
¢) Entscheiden Sie mit Begriindung, ob folgende Aussagen wahr oder falsch sind.
1 Der Graph von f besitzt bei x = —2 eine Extremstelle.
Bei x = 3 fallt der Graph von f.
Der Graph von f' besitzt eine Extremstelle bei x = —-0,25.
Der Graph von f'ist streng monoton fallend fiir x € [1; 4[.

B W N

/u Gegeben ist die Funktion g:X|—>—%x4+4x2 mit der Definitionsmenge Dy = R. lhr
Graph wir mit G4 bezeichnet.
a) Untersuchen Sie den Graphen der Funktion g auf Symmetrie zum Koordinatensystem.
b) Ermitteln Sie alle Extremstellen der Funktion g.
¢) Bestimmen Sie die Koordinaten aller Punkte auf dem Graphen von g, die den y-Wert
y = —4,5 besitzen.

B In einem Freizeitpark werden E-Scooter verliehen. Die Anzahl der ausgeliehenen E-Scoo-
ter wahrend eines Sommertages kann ndherungsweise durch die ganzrationale Funktion
fit— %t3 - %tz + 12t mit der Definitionsmenge D = [0; 9] beschrieben werden. tist die
Zeit in Stunden seit Offnung des Parks um 9 Uhr. Auf das Mitfiihren von Einheiten kann
wéhrend der Rechnungen verzichtet werden. Runden Sie Ihre Ergebnisse sinnvoll.

a) Bestimmen Sie die Anzahl der ausgeliehen E-Scooter um 15 Uhr.

b) Ermitteln Sie den Hochpunkt und geben Sie dessen Bedeutung im Kontext an.

¢) Geben Sie die maximalen Monotonieintervalle des Graphen von f an und interpretieren
Sie diese im Sachzusammenhang.

d) Zeichnen Sie den Graphen von f unter Verwendung aller bisherigen Ergebnisse sowie
weiterer geeigneter Werte im Definitionsbereich.
Maf3stab: 1 Stunde = 1cm, 2 E-Scooter £ Tcm

e) Ermitteln Sie mithilfe der Zeichnung ndherungsweise, zu welchen Zeiten 18 E-Scooter
ausgeliehen sind. Bestdtigen Sie anschlieBend die abgelesenen Werte durch Rechnung.

@ Gegeben ist die Funktion f:x »—>%(—x4+ 4x3) mit der Definitionsmenge D; = R. Der
Graph von f wird mit G¢ bezeichnet.
a) Ermitteln Sie die Nullstellen der Funktion f mit der jeweiligen Vielfachheit.
b) Berechnen Sie die Nullstellen der ersten Ableitung f. Bestimmen Sie anschlieBend,
welche besonderen Punkte der Graph von f bei den berechneten Nullstellen von f’
besitzt.

c) Skizzieren Sie den Graphen von f ausschlielich mit den bereits berechneten
Ergebnissen.

d) Ermitteln Sie die Gleichungen aller Wendetangenten an den Graphen G;.
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Mit mathe.delta 1 Nichttechnik kompetent unterrichten — Konzeption des Lehrwerks

Erlauterungen der im Buch verwendeten Symbole

Symbol

Grundwissen

Historische Ecke

Priifungsaufgabe

Erlauterung

Mit dem angegebenen Medien- bzw. QR-Code auf jeder Startklar-
Seite kann das fiir das jeweilige Kapitel vorausgesetzte und in der
Tabelle aufgefiihrte Vorwissen abgerufen und auch fiir die Bear-
beitung der Aufgaben auf dieser Seite genutzt werden.

Mit dem angegebenen Medien- bzw. QR-Code auf jeder Kapitel-
Auftaktseite konnen historische Informationen zu Mathematike-
rinnen und Mathematikern, deren Arbeiten einen Bezug zum je-
weiligen Kapitel haben, abgerufen werden. Damit erhalten die
Schiilerinnen und Schiler Einblicke in kulturelle Leistungen, die
Grundlage fiir zahlreiche Fortschritte in unterschiedlichen Wissen-
schaften und Anwendungsbereichen waren.

Aufgaben, die sich besonders gut fiir Partner- oder Gruppenarbeit
eignen. Dennoch belassen auch diese Aufgabenstellungen der
Lehrkraft die Moglichkeit, frei Gber die methodischen Vorgehens-
weisen zu entscheiden und auch solche Aufgaben z.B. als Haus-
aufgaben zu stellen.

Aufgaben, die sich in besonderer Weise auch fiir die Bearbeitung
mit einem Computerprogramm, z.B. einem Tabellenkalkulations-
programm, einer dynamischen Geometriesoftware (DGS) bzw.
einer dynamischen Mathematiksoftware (DMS) eignen. Uber die
Art und den Einsatz der Software entscheidet die Lehrkraft.

Aufgaben, die ohne Taschenrechner bearbeitet werden sollen.
Ihre Einbeziehung bereits in den laufenden Unterricht dient dem
kontinuierlichen Training der Rechenfertigkeiten im Hinblick auf
eine nachhaltige Vorbereitung auf die Anforderungen im hilfsmit-
telfreien Teil der Abschlusspriifung.

Bei den so gekennzeichneten Aufgaben handelt es sich um Origi-
nal-Priifungsaufgaben oder um Teile solcher Aufgaben. lhre Ein-
beziehung bereits in den laufenden Unterricht stellt eine fundier-
te und nachhaltige Vorbereitung auf die Anforderungen in der
Abschlusspriifung sicher.

Der Ursprung dieser Aufgaben wird im Quellenverzeichnis im
Anhang angegeben.

Die blauen Kasten bieten ihrer jeweiligen Kennzeichnung
entsprechend weitere zum jeweiligen Unterkapitel passende In-
halte.

m Erlauterung der im Buch verwendeten Symbole
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Mathematisch-
naturwissenschaftliche

FORMEL

sammlung

Mathematisch-naturwissenschaftliche
Formelsammlung — Bayern

nach den Vorgaben des IQB

IQB-konforme Formelsammlung fiir Abiturpriifungen
in Mathematik, Chemie und Physik

Unsere Mathematisch-naturwissenschaftliche Formelsammlung — Bayern ist exakt nach den Vorgaben
des 1QB in Berlin konzipiert und kann als Hilfsmittel fiir die Bearbeitung der Aufgaben in den Fachern
Mathematik, Chemie und Physik in Abiturpriifungen verwendet werden.

Zulassungsnummer: 77/24-G+

Mehr Infos und einen Blick in die Formelsammlung:
www.ccbuchner.de/bn/67001

click & study und click & teach

Jedes gedruckte Exemplar der Formelsammlung enthélt einen kostenfreien Code
fir die digitale Ausgabe click & study (6-Jahres-Lizenz). Somit kann die Formel-
sammlung auch digital im Unterricht oder zuhause via Tablet genutzt werden.

Sie benotigen die Formelsammlung separat als digitale Ausgabe mit
unbegrenzter Laufzeit? Hierfiir steht lhnen diese ab sofort als digitales
Lehrermaterial click & teach zur Verfiigung. Um die IQB-Konformitat zu
gewahrleisten, ist diese nicht durch digitales Zusatzmaterial angereichert.

EI"';‘%:I_E! Mehr Infos zum digitalen
% Lehrermaterial click & teach:
[=]

www.ccbuchner.de/bn/6700172

m Mathematisch-naturwissenschaftliche Formelsammlung
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1 Wiochanik
Horwbarithe Gesetzs und Mraftnaddinon
o 1 Newtim s Uit Trigheitsorinsin, Trigheriupenets!
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Optimal fir den Einsatz in
Priifungssituationen

Der Ubersichtliche Aufbau der i W s * i o e

. . . [ A rr s e -,r,- m;mﬁm
Formelsammlung hilft den B i i
Schiilerinnen und Schiilern dabei, s

sich insbesondere in Priifungs-
situationen maoglichst schnell
zurechtzufinden.

L ST ST A T ]

Format und Bindung
optimiert

Durch das kompakte, aber aus-
reichend grofle Format sind das
Periodensystem der Elemente und
die Nuklidkarte problemlos lesbar.
Dank der praktischen Bindung
bleibt die Formelsammlung auf-
geschlagen auf der gewiinschten
Seite offen.

Beides erleichtert ein unkompli-
ziertes Nachschlagen und Arbeiten.




Digitaler Unterricht mit C.C.Buchner

Das digitale Lehrermaterial click & teach und die digitale Ausgabe des Schulbuchs click & study bilden
zusammen die ideale digitale Lehr- und Lernwelt: vielfaltig im Angebot und einfach in der Bedienung.
Fiir eine moderne und individuelle Unterrichtsgestaltung!

Mit click & teach, unserem Angebot fiir Lehrkréfte, kann der digitale Arbeitsplatz
m& rund um das Lehrwerk von C.C.Buchner selbst gestaltet werden. Enthalten sind
teac h nicht nur die vollsténdige digitale Ausgabe des jeweiligen Schulbuchs, sondern auch
niitzliche Funktionen wie der Unterrichtsplaner sowie umfangreiches und perfekt
abgestimmtes Zusatzmaterial wie Aufgabenldsungen, digitale Lernanwendungen,

Hortexte, Arbeitsblatter, didaktische Kommentare und vieles mehr.

Fir Schilerinnen und Schiiler bieten wir die digitale Ausgabe des Schulbuchs
click & study. Im modernen und intuitiven Reader finden Lernende nicht nur die
vollsténdige digitale Ausgabe und hilfreiche Werkzeuge, sondern auch direkten
Zugriff auf zusatzliches Material, wie gestufte Hilfen oder Erklarvideos.

study

~N
click & teach und click & study sind intelligent miteinander verkniipft: Mit dem Aufgaben-
pool, dem Forum und der Lerngruppenfunktion kann die Interaktion zwischen Lehrenden und
Lernenden rein digital erfolgen. So sind click & teach und click & study die idealen Begleiter
in der digitalen Lernwelt — vor, wahrend und nach dem Unterricht.

J

Digitaler Unterricht mit C.C. Buchner



Individuelle Lizenzierung

Egal ob fiir Einzelpersonen, das Kollegium oder die Schiilerschaft — fiir

click & teach und click & study gibt es fiir jeden Bedarf eine passende Lizenz.
Bestellungen sind ausschliellich auf www.ccbuchner.de moglich. Die digitale
Ausgabe click & study kann zudem Uber den Bildungslogin genutzt werden.

Einfache Verwaltung

Lehrkrafte, Lehrmittelverantwortliche und IT-Krafte haben Zugang zum
C.C.Buchner-Schulkonto. Damit kénnen die digitalen Lehr- und Lernmittel
click & teach und click & study an einem zentralen Ort vergiinstigt erworben,
verwaltet und dem Kollegium oder der Schiilerschaft bereitgestellt werden.

Jetzt testen!

Jetzt testen!

Weitere Informationen, kostenfreie Demoversionen und Erklarvideos:

www.click-and-teach.de und www.click-and-study.de




Lizenzmodelle click & teach

Laufzeit

Lizenzanzahl

Weitergabe

Verfiigbarkeit

Preisstand: 1. Marz 2026

Kollegiumslizenz

Einzellizenz flex

Einzellizenz

Digitale Ausgabe
+ Zusatzmaterial

Digitale Ausgabe
+ Zusatzmaterial

Digitale Ausgabe
+ Zusatzmaterial

ab 155, € ab 42,50 € ab 27,50 €
solange das solange das solange das
gedruckte Lehrwerk | gedruckte Lehrwerk | gedruckte Lehrwerk
erhaltlich ist erhaltlich ist erhaltlich ist
beliebige Anzahl
fiir das komplette 1 1
Fachkollegium
inkl. Referendare
Ubertragbar Ubertragbar nicht Gbertragbar
direkte direkte digitaler
Freischaltung Freischaltung Freischaltcode
im Schulkonto im Schulkonto per E-Mail

im verkniipften
Schulkonto

im verkniipften
Schulkonto

im personlichen
Konto

Digitaler Unterricht mit C.C. Buchner




Lizenzmodelle click & study

Bestellen Sie click & study

im Schulkonto und profitieren

Sie vom 3-fach-Rabatt!

‘trin
study

Laufzeit
Lizenzanzahl

Weitergabe

Verfiigbarkeit

Preisstand: ab 1. Januar 2027

. . . Schulkonto
Testlizenz Einzellizenz ) X Schulkonto Lizenz
PrintPlus Lizenz
Digitale Ausgabe Digitale Ausgabe Digitale Ausgabe Digitale Ausgabe

+ Zusatzmaterial

+ Zusatzmaterial

+ Zusatzmaterial

+ Zusatzmaterial

Standardpreis

b2,30¢€
kostenfrei Standardpreis beiaEinfuhrun abzgl. Schulkonto-
nur fir Lehrkrafte ab 7,30 € g Laufzeit- und
des Schulbuchs
Mengenrabatt
12+ 1 Monat 12+ 1 Monat wahlbar 1°6 Jahre
100 Tage ) ) (+ 1 Monat)
ab Freischaltung ab Freischaltung .
ab Freischaltung
! beliebige Anzahl fiir
1-30 1 pro eingefiihrtem g

Schulbuch

die Schiilerschaft

nicht Gbertragbar

nicht Gbertragbar

nicht Gbertragbar

Ubertragbar

digitaler
Freischaltcode per
E-Mail

digitaler
Freischaltcode per
E-Mail

Freischaltung im
Schulkonto
oder Codeliste/
Abholnummer*

Freischaltung im
Schulkonto
oder Codeliste/
Abholnummer*

im personlichen
Konto

im personlichen
Konto

im verkniipften
Schulkonto

im verkniipften
Schulkonto

*Im Schulkonto haben Sie die Wahl: Sie kénnen click & study-Lizenzen regulér erwerben oder als Codeliste
(= Freischaltcodes als Excel-Datei) oder als Abholnummern (= zur Ubertragung in den Lizenzmanager des Bildungslogins).




Unsere WebSeminare fiir Bayern

Wir unterstiitzen und begleiten Sie beim Umsetzen des LehrplanPLUS - und
das nicht nur mit unseren neuen Lehrwerken. Wir mochten lhnen Anregungen bieten,
Materialien vorstellen und Gelegenheit zum Gedankenaustausch geben.

Deshalb bieten wir lhnen WebSeminare an, fiir die Sie auch eine
Teilnahmebestatigung erhalten.

Natiirlich finden Sie uns ebenfalls auf iberregionalen

Messen und Kongressen.

[ auf
Wir freuen uns
spannende Veransta\tungen,
auf gute Gespréchg :md
yor allem auf Sie!

OF:s EI Detaillierte Informationen und Termine:
I: www.ccbuchner.de/veranstaltungen

Gy

~N
Abonnieren Sie jetzt unseren Veranstaltungsnewsletter!
Damit sind Sie facheriibergreifend immer tiber die aktuellen Termine von
C.C.Buchner informiert und kdnnen sich Ihren Platz sichern.

g J

Unser WebSeminar-Angebot



lhr Schulberatungsteam in Bayern

Kilian Jacob
Mobil: 0171 6012375

E-Mail: jacob@ccbuchner.de

Zustandigkeitsbereiche

» Mittelfranken PLZ-Bereich 90-913
» Niederbayern

Dr. Katrin Brogl » Oberbayern ohne PLZ-Bereiche
Mobil: 0178 6012379 82, 836/837,850/52, 86
E-Mail: k.brogl@ccbuchner.de » Oberfranken
» Oberpfalz
Zustandigkeitsbereiche
Tagungsstatten:

» Mittelfranken PLZ-Bereiche
914-972
» Unterfranken

Gars, Wasserburg

(97] OBERFRANKEN
(96)

UNTERFRANKEN (96) Bayreuth
[ ]

®Bamberg

®
@ @
o N(Jrnlgerg @ @
® - @ OBERPFALZ
@ Ansbach :
MITTELFRANKEN

)

Regensbur
g. urg

4

NIEDERBAYERN
o Dillingen Landshut

Augsburg
[) @ @
Miinchen
@ @ o Gars
Tutzing @

Zustandigkeitsbereiche

Schwaben
Oberbayern PLZ-Bereiche
82, 836/837,850/52, 86

Tagungsstatten:
Akademie Dillingen und Tutzing

Gebietsaufteilung AuRendienst



Sie wiinschen personliche Beratung?
Unser Schulberatungsteam fiir Bayern ist fiir Sie da
— vor Ort, telefonisch und online:

Dr. Katrin Brogl| Annette Goldscheider Kilian Jacob
0178 6012379 0171 6012371 0171 6012375
k.brogl@ccbuchner.de goldscheider@ccbuchner.de jacob@ccbuchner.de
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