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1	 a)	​​ x​​ 3​​ + ​​x​​ 2​​ – 6x = 2​​x​​ 2​​  ⇔ ​​ x​​ 3​​ – ​​x​​ 2​​ – 6x = 0  ⇔  x(​x​​ 2​ – x – 6) = 0

		  ⇔  x(x – 3) (x + 2) = 0 		   ⇒  L = {–2; 0; 3}

	 b)	​​ x​​ 4​​ = ​​ 2 _ x ​​  ⇔ ​​ x​​ 5​​ = 2  ⇒  x = ​​
5 
 √ 
__

 2 ​​ 		   ⇒  L = { ​​5 
 √ 
__

 2 ​​ }
	 c)	​​ (log x)​​ 2​​ = 1	 1   log x = 1  ⇒  x = 10

			   2   log x = –1  ⇒  x = ​​ 1 __ 10 ​​	 ⇒  L = { ​​ 1 __ 10 ​​ ; 10} 
	 d)	 2​​(x – 4)​​ 2​​ – 18 = –10  ⇔  2​​(x – 4)​​ 2​​ = 8  ⇔ ​​ (x – 4)​​ 2​​ = 4
		  ⇔  x – 4 = ±2  ⇒ ​​ x​ 1​​​ = 2 + 4 = 6; ​​x​ 2​​​ = –2 + 4 = 2 	  ⇒  L = {2; 6}

	 e)	​​ 3​​ ​x​​ 2​ – 5​​ = ​​81​​ x​​  ⇔ ​​ 3​​ ​x​​ 2​ – 5​​ = ​​3​​ 4x​​  ⇔ ​​ x​​ 2​​ – 5 = 4x
		  ⇔ ​​ x​​ 2​​ – 4x – 5 = 0  ⇔  (x – 5) (x + 1) = 0 	  ⇒  L = {–1; 5}

	 f)	 cos ( ​​ x _ 2 ​​ ) = ​​ 1 _ 2 ​​  ⇒ ​​  x _ 2 ​​ = ​​ 1 _ 3 ​​ π  ⇔  x = ​​ 2 _ 3 ​​ π 		   ⇒  L = { ​​ 2 _ 3 ​​ π }
	 g)	 (x + 5) (​​x​​ 2​​ – x – 12) = 0  ⇔  (x + 5) (x – 4) (x + 3) = 0 	  ⇒  L = {–5; –3; 4}

	 h)	 2 · sin (x) = 1  ⇔  sin (x) = ​​ 1 _ 2 ​​   ⇒ ​​ x​ 1​​​ = ​​ 1 _ 6 ​​ π; ​​ x​ 2​​​ = ​​ 5 _ 6 ​​ π 	  ⇒  L = { ​​ 1 _ 6 ​​ π; ​​ 5 _ 6 ​​ π }
	 i)	 6​​x​​ 4​​ – 4​​x​​ 2​​ = 10  ⇔  3​​x​​ 4​​ – 2​​x​​ 2​​ – 5 = 0 
		  Substituiere  u = ​​x​​ 2​​:  3​​u​​ 2​​ – 2u – 5 = 0 

		  ⇒ ​​ u​ 1/2​​​ = ​​ 
2 ± ​√ 

____
  ​(–2)​​ 2​ – 4 · 3 · (–5) ​
  ________________ 2 · 3 ​​  = ​​ 2 ± 8 ____ 6 ​​   ⇒ ​​ u​ 1​​​ = ​​ 5 _ 3 ​​ ; ​​u​ 2​​​ = –1

		​​  u​ 1​​​ = ​​ 5 _ 3 ​​  ⇒ ​​ x​ 1/2​​​ = ± ​​√ 
_

 ​ 5 _ 3 ​ ​​ = ± ​​ 1 _ 3 ​​ ​​√ 
_

 15 ​​ 

		​​  u​ 2​​​ liefert keine reelle Lösung.		  ⇒  L = { – ​​ 1 _ 3 ​​ ​​√ 
_

 15 ​​; ​​ 1 _ 3 ​​ ​​√ 
_

 15 ​​ } 

2 a)	 f(x) = –0,75x + 3, ​​D​ f​​​ = ℝ
	 f(0) = 3  ⇒ ​​ S​ y​​​ (0 | 3)
	 f(x) = 0  ⇔  0,75x = 3  ⇒  x = 4  ⇒  N (4 | 0) 

	 y

1–1–2–3–4 2 3 4 5

1

2

3

4

x

Gf

	​ G​ f​​ ist monoton fallend in ganz ℝ. ​W​ f​​ = ℝ

b)	 f(x) = 3​​(x – 1)​​ 2​​ – ​​ 3 _ 5 ​​ ; ​​D​ f​​​ = ℝ

	 f(0) = 3​​(0 – 1)​​ 2​​ – ​​ 3 _ 5 ​​ = 3 – ​​ 3 _ 5 ​​ = ​​ 12 __ 5 ​​  ⇒ ​​ S​ y​​​ ( 0 | ​​ 12 __ 5 ​​ )
	 f(x) = 0  ⇔  3​​(x – 1)​​ 2​​ = ​​ 3 _ 5 ​​  ⇔ ​​ (x – 1)​​ 2​​ = ​​ 1 _ 5 ​​

	 ⇔  x – 1 = ± ​​ 1 _ 5 ​​ ​​√ 
_

 5 ​​ 

	 ⇒ ​​ x​ 1​​​ = 1 + ​​ 1 _ 5 ​​ ​​√ 
_

 5 ​​; ​​x​ 2​​​ = 1 – ​​ 1 _ 5 ​​ ​​√ 
_

 5 ​​ 

	 ⇒ ​​ N​ 1​​​ ( 1 + ​​ 1 _ 5 ​​ ​​√ 
_

 5 ​​ | 0 ); ​​N​ 2​​​ ( 1 – ​​ 1 _ 5 ​​ ​​√ 
_

 5 ​​ ) 
	 y

1–1–2–3–4 2 3 4 5

1

–1

2

3

x

Gf

	� ​G​ f​​ ist monoton fallend im Intervall ] – ∞; 1] und 
monoton steigend im Intervall [1; + ∞[.

	​ W​ f​​ = [ – ​ 3 _ 5 ​ ; + ∞ [

K 5
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c)	 f(x) = –2​​x​​ 3​​ + ​​x​​ 2​​ + 6x, ​​D​ f​​​ = ℝ
	 f(0) = 0  ⇒ ​​ S​ y​​​ (0 | 0)

	 f(x) = 0  ⇒  x(–2​​x​​ 2​​ + x + 6) = 0  ⇒ ​​ x​ 1​​​ = 0

	 –2​​x​​ 2​​ + x + 6 = 0  ⇒ ​​ x​ 2/3​​​ �= ​​ 
–1 ± ​√ 

___
  ​1​​ 2​ – 4 · (–2) · 6 ​
  _______________ 

2 · (–2)
 ​​

		  = ​​ –1 ± 7 _____ –4 ​​ 

	 ⇒ ​​ x​ 2​​​ = –1,5; ​​x​ 3​​​ = 2

	 ⇒ ​​ N​ 1​​​ = ​​S​ y​​​; ​​N​ 2​​​ (–1,5 | 0); ​​N​ 3​​​ (2 | 0)

	 y

1–1–2–3–4 2 3 4 5

1

–1

–2

–3

2

3

4

5

x

Gf

	�​ G​ f​​ ist monoton fallend in den Intervallen 
] – ∞; –0,8] und [1,2; + ∞ [ sowie monoton 
steigend im Intervall [–0,8; 1,2].

	​ W​ f​​ = ℝ

d)	 f(x) = – ​​  2 ____ x – 1 ​​, ​​D​ f​​​ = ℝ\{1}

	 f(0) = – ​​  2 ____ 0 – 1 ​​ = 2  ⇒ ​​ S​ y​​​ (0 | 2) 

	� Die Funktion besitzt keine Nullstelle,  
da f(x) ≠ 0 für alle x ∈ ​​D​ f​​​.

	 y

1–1–2–3–4 2 3 4 5

1

–1

–2

–3

2

3

4

5

x

Gf

	​​ G​ f​​​ ist monoton steigend in ] – ∞; 1] und [1; + ∞[.

	​​ W​ f​​​ = ℝ\{0} 

e)	 f(x) = 0,5(x + 2​​)​​ 2​​ (x – 2​​)​​ 2​​, ​​D​ f​​​ = ℝ 
	 f(0) = 0,5 · ​​2​​ 2​​ · (–2​​)​​ 2​​ = 8  ⇒ ​​ S​ y​​​ (0 | 8)  
	 f(x) = 0
	 ⇒ ​​ x​ 1​​​ = –2; ​​x​ 2​​​ = 2

	� jeweils doppelte Nullstellen

	​​ N​ 1​​​ (–2 | 0); ​​N​ 2​​​ (2 | 0)

	 y

1–1–2–3–4 2 3 4 5

1

2

3

4

5

6

7

8

9

x

Gf

	�​ G​ f​​ ist monoton steigend in den Intervallen 
[ –2; 0] und [2; + ∞ [ sowie monoton fallend in 
den Intervallen ] – ∞; –2] und [0; 2].

	​ W​ f​​ = [ 0; + ∞ [

f)	 f(x) = –4 · ​2​​ x​, ​D​ f​​ = ℝ
	 f(0) = –4 · ​2​​ 0​ = – 4  ⇒ ​ S​ y​​ (0 | –4) 

	� Die Funktion besitzt keine Nullstelle, da 
f(x) ≠ 0 für alle x ∈ ​D​ f​​.

	 y

1–1–2–3–4–5–6–7–8
–1

–2

–3

–4

–5

–6

–7

x
Gf

	​​ G​ f​​​ ist monoton fallend in ganz ℝ.

	​ W​ f​​ = ​ℝ​​ –​



8

Startklar1

Schulbuchseite 8

g)	 f(x) = –2​​x​​ 4​​ + 6​​x​​ 2​​ – 4, ​​D​ f​​​ = ℝ
	 f(0) = –4  ⇒ ​​ S​ y​​​ (0 | –4)

	 f(x) = 0  ⇔  –2​​x​​ 4​​ + 6​​x​​ 2​​ – 4 = 0 

	 Substituiere: u = ​​x​​ 2​​: –2​​u​​ 2​​ + 6u – 4 = 0 
	 ⇔ ​​ u​​ 2​​ – 3u + 2 = 0  ⇒  (u – 2) (u – 1) = 0 
	 ⇒ ​​ u​ 1​​​ = 1; ​​u​ 2​​​ = 2 
	 Resubstituiere: �​​u​ 1​​​ = 1  ⇒ ​​ x​ 1​​​ = –1; ​​x​ 2​​​ = 1 

​​u​ 2​​​ = 2  ⇒ ​​ x​ 3​​​ = –​​√ 
_

 2 ​​; ​​x​ 4​​​ = ​​√ 
_

 2 ​​ 

	 ⇒ ​​N​ 1​​​ (–1 | 0); ​​N​ 2​​​ (1 | 0); ​​N​ 3​​​ (–​​√ 
_

 2 ​​ | 0); ​​N​ 4​​​ (​​√ 
_

 2 ​​ | 0) 

	 y

1 2 3 4 5–1–2–3–4
–1

1

–2

–3

–4

–5

–6

x

Gf

	�​​ G​ f​​​ ist monoton steigend in den Intervallen  
] – ∞; –1,2] und [0; 1,2] sowie monoton 
fallend in den Intervallen [–1,2; 0] und 
[1,2; + ∞[. 
​​W​ f​​​ = ] – ∞; 0,5] 

h)	 f(x) = 0,5 · 0,​​2​​ x​​, ​​D​ f​​​ = ℝ 
	 f(0) = 0,5  ⇒ ​​ S​ y​​​ (0 | 0,5)  
	� Die Funktion besitzt keine Nullstelle, da f(x) ≠ 0 

für alle x ∈ ​​D​ f​​​.

	 y

1–1–2–3 2 3 4 5 6

1

2

3

4

5

x

Gf

	�​ G​ f​​ ist monoton fallend in ganz ℝ. 
​W​ f​​ = ℝ+

i)	 f(x) = ​​  3 _____ 6 – 3x ​​ – 1, ​​D​ f​​​ = ℝ\{2}

	 f(0) = ​​  3 ____ 6 – 0 ​​ – 1 = – ​​ 1 _ 2 ​​  ⇒ ​​ S​ y​​​ (0 | –​​ 1 _ 2 ​​)
	 f(x) = 0  ⇔ ​​   3 _____ 6 – 3x ​​ – 1 = 0  ⇔  3 = 6 – 3x

	 ⇔  3x = 3  ⇒  x = 1  ⇒  N (1 | 0) 

	 y

1–1–2–3–4 2 3 4 5

1

–1

–2

–3

2

x

Gf

	��​​ G​ f​​​ ist monoton steigend in den Intervallen 
] – ∞; 2] und [2; + ∞[. 
​​W​ f​​​ = ℝ\{–1} 

3	 1 	 f(x) = –3 · sin (x + ​​ π __ 2 ​​)
		  a)	� Periodenlänge p = 2π; Amplitude ​​| a |​​ = 3; Wertemenge ​​W​ f​​​ = [–3; 3]

		  b)	� Der Summand + ​​ π __ 2 ​​ bewirkt, dass der Graph ​​G​ f​​​ im Vergleich zum Graphen der Funktion g mit

			   g(x) = –3 · sin (x) um ​​ π __ 2 ​​ in negative x-Richtung verschoben wird. Die Funktion g besitzt die

			   Nullstellen ​​x​ k​​​ = k · π, k ∈ ℤ. Somit hat f die Nullstellen ​​x​ k​​​ = – ​​ π __ 2 ​​ + k · π. Also erhält man für k = 1

			   die kleinste positive Nullstelle ​​x​ 1​​​ = – ​​ π __ 2 ​​ + π = ​​ π __ 2 ​​.
		  c)	 y

π
2

π 2 π
–2

2

3π
2

π
2

–

x

Gf

K 4/5
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	 2 	 f(x) = sin 2 ​​(x – ​ π _ 4 ​)​​​​

		  a)	� Periodenlänge p = ​​ 2π ___ 2 ​​  = π; Amplitude ​​| a |​​ = 1; Wertemenge ​​W​ f​​​ = [–1; 1]

		  b)	� Der Summand – ​​ π __ 4 ​​ bewirkt, dass der Graph ​​G​ f​​​ im Vergleich zum Graphen der Funktion g mit

			   g(x) = sin (2x) um ​​ π __ 4 ​​ in positive x-Richtung verschoben wird. Die Funktion g besitzt die Null-

			   stellen ​​x​ k​​​ = k · ​​ π __ 2 ​​, k ∈ ℤ. Somit hat f die Nullstellen ​​x​ k​​​ = ​​ π __ 4 ​​ + k · ​​ π __ 2 ​​. Also erhält man für k = 0 die

			   kleinste positive Nullstelle ​​x​ 1​​​ = ​​ π __ 4 ​​.

		  c)	
Gf

y

π
2

π 2π
–1

1

3π
2

π
2

–

x

	 3 	 f(x) = 0,5 · cos (4x)

		  a)	� Periodenlänge p = ​​ 2π ___ 4 ​​  = ​​ π __ 2 ​​; Amplitude ​​| a |​​ = 0,5; Wertemenge ​​W​ f​​​ = [–0,5; 0,5]

		  b)	� Die Funktion f besitzt die Nullstellen ​​x​ k​​​ = ​​ π __ 8 ​​ + k · ​​ π __ 4 ​​, k ∈ ℤ. Also erhält man für k = 0 die kleinste 
positive Nullstelle ​​x​ 1​​​ = ​​ π __ 8 ​​.

		  c)	 y

π
2

π 2 π

1

3π
2

π
2

–

x
Gf

4	 a)	� Die Aussage ist richtig. Die Parabel besitzt den Scheitel S (d | e). Für d > 0 erfolgt somit eine Ver-
schiebung in positive x-Richtung.

	 b)	 Die Aussage ist falsch. Für ​​| b |​​ > 1 wird der Graph der Funktion ​​f​ a,b​​​ in y-Richtung gestreckt.

	 c)	� Die Aussage ist richtig. Für jeden x-Wert ist für a = –1 der Funktionswert ​​f​ –1​​​(x) die Gegenzahl des 
Funktionswerts g(x).

5	 a)	​​ f​ 0,5​​​(2) = 0,5(– ​​  2 ___ 125 ​​ · ​​2​​ 3​​ + ​​ 3 __ 25 ​​ · ​​2​​ 2​​ ) + 1 = 1,176

		  Es werden 2 Jahre nach Förderbeginn 1,176 Mio. Tonnen gefördert.

	 b)	​​ f​ a​​​(0) = 1 und ​​f​ a​​​(5) = a(– ​​  2 ___ 125 ​​ · ​​5​​ 3​​ + ​​ 3 __ 25 ​​ · ​​5​​ 2​​ ) + 1 = a + 1

		�  Die Förderquote zum Zeitpunkt t = 0 liegt unabhängig vom Wert des Parameters a bei 1 Mio. 
Tonnen pro Jahr. Die Förderquote für t = 5 hängt hingegen von der Wahl des Parameters a ab.

	 c)	​​ f​ a​​​(5) = g(5)  ⇒  a + 1 = 2,6  ⇒  a = 1,6

K 1/6

K 3/5
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Ausblick
Die Aufzählung am Ende der Seite bietet einen Ausblick auf die wesentlichen Lernziele des Kapitels 

und schafft so eine hohe Transparenz für Lernende und Lehrkräfte. Durch einen informierenden  

Unterrichtseinstieg können sich Lernende und Lehrkräfte auf das Kommende einstellen.

Idealerweise wird im Unterricht der Bezug hergestellt zwischen der Einstiegssituation und den  

im Ausblick angegebenen Lernzielen.

Schulbuchseite 9

Spezielle Eigenschaften 
von Funktionen

Einstieg
Die Auftaktseite eines Kapitels enthält zwei verschiedene Elemente:
Zunächst werden die Schülerinnen und Schüler mit einem offenen Einstiegsbeispiel an das neue 
Kapitel herangeführt. Zentral ist dabei immer der Anwendungsbezug: Kein Lehrplaninhalt ist rein 
innermathematisch, sodass den Schülerinnen und Schülern von Beginn an gezeigt werden sollte, 
dass Mathematik nichts Abstraktes ist, sondern oft in ihrem Leben vorkommt. In einem Unterrichts-
gespräch zur Auftaktseite können viele der kommenden Lerninhalte schon heuristisch erarbeitet, 
Vermutungen geäußert und Zusammenhänge erschlossen werden.

	 1 	Parabel in Nullstellenform: ​​f​(x)​ = a · ​(x – 170)​ · ​(​​x + 170​)​​​​
		  Einsetzen der Koordinaten von ​​S​ y​​​(0 | 103)​​:

		​  103 = a · ​(– 170)​ · 170 ⇒ a = –  ​ 103 _ 
​170​​ 2​

 ​ = – ​  103 _ 28 900 ​​; ​​f​(x)​ = –  ​  103 _ 28 900​ · ​(​​x – 170​)​​​(​​x + 170​)​​​​  

	 2 	Kosinuskurve: ​g​(x)​ = a · cos​(bx)​​
		  Einsetzen der Koordinaten von ​​S​ y​​​(0 | 103)​:​
		​  103 = a · 1 ⇒ a = 103​
		  Die Periodenlänge beträgt ​p = 680. ​Damit ergibt sich​ b = ​2π _ p ​ = ​ 2π _ 680​ = ​  π _ 340​​.
		​  g​(x)​ = 103 · cos​(​  π _ 340 ​ x)​​

	 Parabel		  Kosinuskurve
	 y

x

	 y

x

	� Man würde zusätzlich z. B. die Größe des Winkels, mit der der Bogen am Boden auftrifft, sowie die 
Krümmung des Stahlbogens benötigen.

K 2/3

K 4/6
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Funktionen, Funktionen, Funktionen …
	 �Mögliche Lösung: Tabellarische Übersicht über die wesentlichen Eigenschaften der bereits bekannten 

Funktionstypen mit Angabe von zwei Beispielfunktionen.

	 Lineare Funktionen
Term in der Form f(x) = mx + t, ​m, t ∈ ℝ, m ≠ 0​

Definitionsmenge ​​D​ f​​ = ℝ ​

Wertemenge ​​W​ f​​ = ℝ​

Grenzwerte an den Rändern 
des Definitionsbereichs

Für ​m > 0:​ f(x) → – ∞ für ​x → –  ∞​ und f(x) → + ∞ für ​x → + ∞​
Für ​m < 0:​ f(x) → – ∞ für ​x → +  ∞​ und f(x) → – ∞ für ​x → + ∞​

Schnittpunkt mit y-Achse ​​S​ y​​​ (0 | t)​​

Symmetrie bezüglich des 
Koordinatensystems

Für ​t = 0​: Punktsymmetrie bezüglich des Koordinatenursprungs 
(Anm.: Für ​m = 0​: Achsensymmetrie bezüglich der y-Achse)

Nullstelle ​​x​ 0​​ = –  ​ t _ m ​​

Beispielfunktionen
f1(x) = 2x 
f2(x) = –  ​ 1 _ 2 ​ x + 4 

	
Quadratische Funktionen

Term in der Form

Für ​a ∈ ℝ\​{0}​; b, c, d, e ∈ ℝ:​
Allgemeine Form: f(x) = a ​x​​ 2​ + bx + c 
Nullstellenform: f(x) = a(x – ​x​ 1​​)​(x – ​x​ 2​​)​ mit Nullstellen ​​x​ 1​​, ​x​ 2​​​
Scheitelpunktform: f(x) = a​​(x – d)​​​ 2​ + e mit Scheitel ​S​(d | e)​​

Definitionsmenge ​​D​ f​​ = ℝ​

Wertemenge
Für ​​a > 0: ​W​ f​​ = ​[​​e; + ∞​[​​​​
Für ​​a < 0:  ​W​ f​​ = ​]​​– ∞; e​]​​​​

Grenzwerte an den Rändern 
des Definitionsbereichs

Für a > 0: f(x) → + ∞ für x → ± ∞ 
Für a < 0: f(x) → – ∞ für x → ± ∞ 

Schnittpunkt mit y-Achse ​​S​ y ​​​(0 | c)​​

Symmetrie bezüglich des 
Koordinatensystems ​Für b = 0 bzw. d = 0​  Achsensymmetrie bezüglich der y-Achse

Nullstelle(n)

Ablesen aus Nullstellenform oder
Lösen der quadratischen Gleichung ​a​x​​ 2​ + bx + c = 0:​

​​x​ 1/2​​ = ​ – b ± ​√ 
_

 ​b​​ 2​ – 4ac ​ ___________ 2a ​​

Beispielfunktionen
f1(x) = – 2​x​​ 2​ + 4 
f2(x) = ​x​​ 2​ + 4x + 4 = (x + 2)2 

Kap. 1.1

K 5/6
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	 Potenzfunktionen mit natürlichem Exponenten
Term in der Form f(x) = a​x​​ n​; a ∈ ℝ\​{0}​, n ∈ ℕ

Definitionsmenge ​​D​ f​​ = ℝ​

Wertemenge
Für ​n​ gerade und ​​a > 0: ​W​ f​​ = ​[​​0; + ∞​[​​​​
Für ​n​ gerade und ​​a < 0: ​W​ f​​ = ​]​​ – ∞; 0​]​​​​
Für ​n​ ungerade: ​​W​ f​​ = ℝ​

Grenzwerte an den Rändern 
des Definitionsbereichs

Für ​n​ gerade und a > 0:	 f(x) → + ∞ für x → ± ∞ 
Für ​n​ gerade und a < 0:	 f(x) → – ∞ für x → ± ∞ 
Für ​n​ ungerade und a > 0:	 f(x) → – ∞ für x → – ∞  und 
	 f(x) → + ∞ für x → + ∞
Für ​n​ ungerade und a < 0:	 f(x) → + ∞ für x → – ∞  und 
	 f(x) → – ∞ für x → + ∞

Schnittpunkt mit y-Achse ​​S​ y​​​(0 | 0)​​

Symmetrie bezüglich des 
Koordinatensystems

Für ​n​ gerade ist der Graph der Funktion achsensymmetrisch bezüglich 
der y-Achse.
Für ​n​ ungerade ist der Graph der Funktion punktsymmetrisch bezüglich 
des Koordinatenursprungs.

Nullstelle ​​O ​(​​0 | ​​ 0​)​​​​

Beispielfunktionen
f1(x) = ​x​​ 4​ 
f2(x) = – ​x​​ 3​

	
Ganzrationale Funktionen
Term in der Form f(x) = ​a​ n​​ ​x​​ n​ + ​a​ n – 1​​ ​x​​ n – 1​ + … + ​a​ 1​​ ​x​​ 1​ + ​a​ 0​​; ​a​ 1​​, … , ​a​ n​​ ∈ ℝ, ​a​ n​​ ≠ 0

Definitionsmenge ​​D​ f​​ = ℝ​

Wertemenge Für ​n​ ungerade: ​​W​ f​​ = ℝ​

Grenzwerte an den Rändern 
des Definitionsbereichs

Für ​n​ gerade und an > 0:	 f(x) → + ∞ für x → ± ∞ 
Für ​n​ gerade und an < 0:	 f(x) → – ∞ für x → ± ∞ 
Für ​n​ ungerade und an > 0:	 f(x) → – ∞ für x → – ∞  und 
	 f(x) → + ∞ für x → + ∞
Für ​n​ ungerade und an < 0:	 f(x) → + ∞ für x → – ∞  und 
	 f(x) → – ∞ für x → + ∞

Schnittpunkt mit y-Achse ​​S​ y​​​(0 | ​a​ 0​​)​​

Symmetrie bezüglich des 
Koordinatensystems

Alle Exponenten gerade: Achsensymmetrie bezüglich der y-Achse
Alle Exponenten ungerade: Punktsymmetrie bezüglich des 
Koordinatenursprungs

Beispielfunktionen
f1(x) = ​4x​​ 5​– ​2x​​ 3​ 
f2(x) = ​– x​​ 4​ + 2x – 1
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	 Trigonometrische Funktionen

Term in der Form
​f(x) = a · sin ​(b​(x – c)​)​ + d;​ a, b, c, d ∈ ℝ; a, b ≠ 0
​g(x) = a · cos ​(b​(x – c)​)​ + d; ​​a, b, c, d ∈ ℝ; a, b ≠ 0​

Definitionsmenge ​​D​ f​​ = ℝ​

Wertemenge ​​​W​ f​​ = ​[​​d – ​| a |​; d + ​| a |​​]​​​​

Symmetrie bezüglich des 
Koordinatensystems

Für c = d = 0 ist der Graph ​​G​ f​​​ der Funktion ​f : x ↦ a · sin ​(b​(x – c)​)​ + d​ 
punktsymmetrisch bezüglich des Koordinatenursprungs.
Für c = 0 ist der Graph ​​G​ g​​​ der Funktion g​: x ↦ a · cos ​(b​(x – c)​)​ + d​ 
achsensymmetrisch bezüglich der y-Achse.

Periodenlänge ​p = ​ 2π _ ​|​​b​|​​
 ​​

Beispielfunktionen
f(x) = 2 · sin (x)​​ + 4
g(x) = cos ​(– 2x)​ – 1

	
Elementare gebrochen-rationale Funktionen
Term in der Form f(x) = ​​  a _ x – b ​​ + c; ​a, b, c ∈ ℝ, a ≠ 0​

Definitionsmenge ​​D​ f​​ = ℝ\​{b}

Wertemenge ​​W​ f​​ = ℝ\{c}

Asymptoten
senkrechte Asymptote: ​x = b​
waagerechte Asymptote: ​y = c​

Beispielfunktionen
f1(x) = ​ 1 ​_​ x ​ + 4 

f2(x) = ​  1 _ x – 4 ​ 

	
Exponentialfunktionen
Term in der Form f(x) = b · ​a​​ x​ mit ​b ∈ ℝ\{0}; b ≠ 0; a ∈ ​ℝ​​ +​ \​{1}​​

Definitionsmenge ​​D​ f​​ = ℝ​

Wertemenge
Für ​​b < 0: ​W​ f​​ = ​]​​– ∞; 0​[​​​​
Für ​​b > 0: ​W​ f​​ = ​]​​0; + ∞​[​​ ​​

Asymptote x-Achse ist waagerechte Asymptote

Schnittpunkt mit y-Achse ​​S​ y​​​ (0 | b)​​

Symmetrie bezüglich des 
Koordinatensystems

keine Symmetrie bezüglich des Koordinatensystems

Beispielfunktionen
f1(x) = 4 · ​2​​ x​ 

f2(x) = – 3 · ​​(​ 1 _ 2 ​)​​​ 
x
​ 

	 Individuelle Diskussion und Präsentation der Ergebnisse in der Klasse.

Akkuladestand
	 1 	 f(t) = 80 ⇔ 80 = 100 – 100 · ​0,63​​ t​ ⇔ 20 = 100 · ​0,63​​ t​ ⇔ 0,2 = ​0,63​​ t​ ​⇒ t = ​log​ 0,63​​ 0,2 ≈ 3,48​

	 2 	 f(t) = 90 ⇔ 90 = 100 – 100 · ​0,63​​ t​ ⇔ 10 = 100 · ​0,63​​ t​ ⇔ 0,1 = ​0,63​​ t​ ​⇒ t = ​log​ 0,63​​ 0,1 ≈ 4,98​

	 3 	 f(t) = 95 ⇔ 95 = 100 – 100 · ​0,63​​ t​ ⇔ 5 = 100 · ​0,63​​ t​ ⇔ 0,05 = ​0,63​​ t​ ⇒ t = ​log​ 0,63​​ 0,05 ≈ 6,48 

	 4 	 f(t) = 99 ⇔ 99 = 100 – 100 · ​0,63​​ t​ ⇔ 1 = 100 · ​0,63​​ t​ ⇔ 0,01 = ​0,63​​ t​ ⇒ t = ​log​ 0,63​​ 0,01 ≈ 9,97 

	� Der Graph nähert sich asymptotisch der Geraden mit ​y = 100​ an. Im Sachkontext bedeutet dies, dass 
der Akkustand sich langsam den 100 % annähert, 100 % aber nicht überschreitet. 

K 6

Kap. 1.2

K 3/5

K 3/6
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	� Mögliche Antwort: Die mathematische Modellierung einer asymptotischen Annäherung entspricht 
nicht der Realität. Der Akku erreicht in der Realität irgendwann einen Ladezustand von 100 %. 
Eine volle Ladung schadet dem typischerweise verbauten Lithium-Ionen-Akku; ein Ladezustand von 
80 % hingegen gilt für die Langlebigkeit des Akkus als ideal.

	 1 	g(t) = 80 ⇔ 80 = ​ 100 t
 ____ 4 + t ​ ⇔ 80 · ​(4 + t)​ = 100 t ⇔ 320 + 80 t = 100 t ⇔ 320 = 20 t ​​⇒ t = 16 ​[​​h​]​​​​

	 2 	g(t) = 99 ⇔ 99 = ​ 100 t
 ____ 4 + t ​ ⇔ 99 · ​(4 + t)​ = 100 t ⇔ 396 + 99 t = 100 t ​​⇒ t = 396 ​[​​h​]​​​​

Die allgemeine Sinusfunktion
	 Lösungsmöglichkeiten für die systematische Variation von jeweils einem Parameter:

	 Variation von a: Streckung des Graphen in y-Richtung; für ​a < 0​ zusätzlich Spiegelung an der x-Achse

	 fa(x) = a · sin x mit ​​a ∈ ​{​​–1; 1; 2; 4​}​​​​ 
	

1
0

0

2 3 4 5 6 7 8 9 10–7 –6 –5 –4 –3 –2 –1
–1

–2

–3

–4

y

4

3

2

1

x–8

Gf-1

Gf4

Gf2

Gf1

	� Variation von b: Streckung des Graphen in x-Richtung mit dem Faktor ​​ 1 __ ​|​​b​|​​
 ​​; es verändert sich die 

Periodenlänge und es gilt ​p = ​ 2π ___ ​|​​b​|​​
 ​​; für ​b < 0​ zusätzlich Spiegelung an der y-Achse

	 fb(x) = sin ​(bx)​ mit ​b ∈ ​{–1; 1; 2; 3}​​ 
	

1
0

0

2 3 4 5 6 7 8 9 10–8 –7 –6 –5 –4 –3 –2 –1
–1

–2

y

1

x
Gf4 Gf1

Gf-1

Gf2

	 Variation von c: Verschiebung des Graphen in x-Richtung

	 fc(x) = sin​(x + c)​ mit ​​c ∈ ​{​​–1; 0; 2; 4​}​​​​
	

1
0

0

2 3 4 5 6 7 8 9 10–8 –7 –6 –5 –4 –3 –2 –1
–1

–2

y

1

x
Gf0 Gf4

Gf2 Gf-1

K 1/6

K 3/5
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	 Variation von d: Verschiebung des Graphen in y-Richtung

	 fd(x) = sin (x) + d mit ​d ∈ ​{–1; 0; 2; 4}​
	

1
0

0

2 3 4 5 6 7 8 9 10–7 –6 –5 –4 –3 –2 –1
–1

–2

y

4

3

2

1

x–8

5

Gf4

Gf-1

Gf0

Gf2

	 ​​b = 4:	​ Die Sinuskurve wird mit dem Faktor ​​ 1 __ 4 ​​ gestreckt.

			   Die Periodenlänge von ​​G​ h​​​ beträgt ​p = ​ 2π ___ 4 ​ = ​ π __ 2 ​​.

	​ c = ​ π __ 2 ​​:	 Die Kurve wird um ​​ π __ 2 ​​ in positive x-Richtung verschoben.

	​ a = 0,5​:	 Die Kurve wird in y-Richtung mit dem Faktor ​0,5​ gestreckt. 
			   Die Amplitude beträgt ​a = 0,5​.

	� Diskussion in der Kleingruppe: Die Reihenfolge muss beachtet werden. Die Transformationen müssen 
in der Reihenfolge b, c, a, d betrachtet werden. 

	� Der Parameter a der Funktion g besitzt die gleichen Auswirkungen wie der Parameter a der Funktion f.  
Der Parameter d der Funktion g besitzt die gleichen Auswirkungen wie der Parameter c der Funktion f.  
Der Parameter e der Funktion g besitzt die gleichen Auswirkungen wie der Parameter d der Funktion f.

Portokalkulation
	 Die graphische Veranschaulichung erfordert in jedem Gewichtsbereich eine andere Funktion.

	

50
0

100 150 200 250 300 350 400 450 500 550 600 650 700 750 800 850 900 950 1000

2,4
2,6
2,8
3,0

2,0
2,2

1,6
1,8

1,2
1,4

0,8
1,0

0,4
0,2

0,6

Kosten (in €)

Briefgewicht (in g)

Postdienstleister A

K 6

K 2/6

K 1/6

Kap. 1.4

K 3/4
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0

Kosten (in €)

Briefgewicht (in g)

50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550 600 650 700 750 800 850 900 950 1000

2,4
2,6
2,8
3,0

2,0
2,2

1,6
1,8

1,2
1,4

0,8
1,0

0,4
0,2

0,6

Postdienstleister B

	� Solche Zusammenhänge lassen sich in einer DMS darstellen mithilfe des Befehls  
​​Funktion​(​​< Funktion > , < Startwert > , < Endwert >​)​​​​ bzw. ​​Wenn​(​​a ≤ x ≤ b, < Funktion >​)​​​​.

	� Individuelle Lösungen, z. B.: Die Wahl des Postdienstleisters ist abhängig davon, wie groß die Anteile 
der Briefe in den verschiedenen Gewichtsbereichen sind.

	� Individuelle Lösungen, z. B.: Nach Schätzungen liegt der CO2-Ausstoß einer E-Mail in einer Spanne von 
0,03 g bis 26 g pro Mail; der CO2-Ausstoß eines Briefes wird hingegen auf 20 g geschätzt.

K 5/6

K 1/6

K 3/6
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1.1  Überblick über bekannte Funktionstypen und ihre Eigenschaften

	 	� Funktionsgattungen
		  A 	� Exponentialfunktion, denn für ​x → – ∞​ gilt f(x) → 0 und für ​x → + ∞​ gilt f(x) → + ∞.

		  B 	Quadratische Funktion, denn für ​x → ± ∞​ gilt f(x) → + ∞.

		  C 	Trigonometrische Funktion, denn der Graph ist periodisch.

		  D 	� Ganzrationale Funktion 3. Grades, denn für ​x → – ∞​ gilt f(x) → + ∞ und  
für ​x → + ∞​ gilt f(x) → – ∞.

		  E 	� Ganzrationale Funktion 3. Grades, denn für ​x → – ∞​ gilt ​f(x) → – ∞​ und  
für ​x → + ∞​ gilt ​f(x) → + ∞​.

	 	 Charakteristische Eigenschaften der Graphen und Funktionen
		  A 	•	� Wertemenge: ​​​W​ A​​ = ] 0; + ∞ [​​

			   •	 keine Nullstellen

			   •	� Für ​x → – ∞​ gilt ​​f​ A​​(x) → 0​ und für ​x → + ∞​ gilt ​​f​ A​​(x) → + ∞​. 

			   •	 Die x-Achse ist waagrechte Asymptote für ​x → – ∞​.

		  B 	•	� Der Graph besitzt den Scheitel ​​S (0 ​|​​ –1)​​.

			   •	 Wertemenge: ​​​W​ B​​ = [ –1; + ∞ [​​

			   •	 Für ​x → ± ∞​ gilt ​​f​ B​​(x) → + ∞​.

			   •	 Der Graph ist achsensymmetrisch bezüglich der y-Achse.

		  C 	•	� Der Graph verläuft periodisch.

			   •	 Wertemenge: ​​​W​ C​​ = [ –1,5; 1,5 ]​​

			   •	 Der Graph ist achsensymmetrisch bezüglich der y-Achse.

		  D 	•	�​​ x​ 0​​ = 0​ ist dreifache Nullstelle. 

			   •	 Für ​x → – ∞​ gilt ​​f​ D​​(x) → + ∞​ und für ​x → + ∞​ gilt ​​f​ D​​(x) → – ∞​.

			   •	 Wertemenge: ​​W​ D​​ = ℝ​

			   •	 Der Graph ist punktsymmetrisch bezüglich des Koordinatenursprungs.

		  E 	•	� Für ​x → – ∞​ gilt ​​f​ E​​(x) → – ∞​ und für ​x → + ∞​ gilt ​​f​ E​​(x) → + ∞​.

			   •	 Wertemenge: ​​W​ E​​ = ℝ​

			   •	 x = 0 ist einfache Nullstelle.

			   •	 Der Graph ist punktsymmetrisch bezüglich des Koordinatenursprungs.

K 1/6

K 5/6

Entdecken

	 	� Eine solche Funktion gibt es; z. B. ist die Funktion f mit ​f(x) = ​x​​ 2​ + 1, ​D​ f​​ = ℝ​, ganzrational und es 
gilt ​f(x) > 0 ​für alle ​x ∈ ℝ​.

	 	� Dies ist möglich; z. B. verläuft der Graph der Funktion f mit ​​f(x) = ​ ​x​​ 2​ – 4
 _____ ​x​​ 2​ – 9 ​, ​D​ f​​ = ℝ\​{​​–3; 3​}​​​​, durch alle 

vier Quadranten. Für elementare gebrochen-rationale Funktionen gilt dies jedoch nicht. 

K 1/6

K 1/6

Nachgefragt
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1.1  Überblick über bekannte Funktionstypen und ihre Eigenschaften

Aufgaben

1	 Funktionsterm Graph Begründung

1 ​​G​ A​​​ Verschiebung der Normalparabel um 1 Längeneinheit in negative x-Richtung.

2 ​​G​ E​​​ doppelte Nullstelle bei ​​x​ 0​​ = 1​; einfache Nullstelle bei ​​x​ 1​​ = 1​

4 ​​G​ C​​​ vierfache Nullstelle bei ​​x​ 0​​ = 1​

5 ​​G​ B​​​ f​(x)​ = – ​x​​ 2​ + 2x – 1 = –(x – 1)2; nach unten geöffnete, um 1 Längeneinheit in 
positive x-Richtung verschobene Normalparabel

7 ​​G​ D​​​ ​​G​ D​​​ ist der einzige Graph einer ganzrationalen Funktion 3. Grades.

	 Fehlende Graphen:

	 Graph zu 3
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Graph zu 6
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Graph zu 8

1
0

0

2–3 –2 –1
–1

–2

y

3

2

1

x

Gf

2 a) f ist eine lineare Funktion.
1 	​​ D​ f​​ = ℝ​
2 	�​​ G​ f​​​ besitzt keine Symmetrie bezüglich des Koordinaten-

	 systems, denn f(–x) = – x + 3​{​ 
​≠ f(x)​

​ 
≠ – f(x)

​​.

3 	� Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen: 
Nullstellen: ​f(x) = 0 ⇒ x = –3; N ​(​​–3 ​|​​ 0​)​​​. 
Schnittpunkt mit der y-Achse: f(0) = 3; Sy (0 | 3)

4 	  ​​G​ f​​​ hat keine Asymptoten.
5 	  ​​G​ f​​​ ist monoton steigend (m = 1).
6 	  ​​W​ f​​ = ℝ​ 
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b) f ist eine quadratische Funktion.
1 	​​ D​ f​​ = ℝ​
2 	�​​ G​ f​​​ ist achsensymmetrisch bezüglich der y-Achse, 

da f(x) nur gerade Exponenten besitzt.
3 	Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen:
	 Nullstellen: ​f(x) = 0 ⇔ ​x​​ 2​ – 4 = 0 ⇔ ​x​​ 2​ = 4 ​

	​ ⇒ ​x​ 1​​ = –2; ​x​ 2​​ = 2; ​N​ 1​​​(–2 | 0)​,​ N2 (2 | 0)

	 Schnittpunkt mit der y-Achse: f(0) = –4; Sy (0 | –4)
4 	​​ G​ f​​​ hat keine Asymptoten.
5 	�​​ G​ f​​​ ist monoton fallend im Intervall ​​​]​​  – ∞; 0 ​]​​​​ und monoton 

steigend im Intervall ​​​[​​ 0; + ∞ ​[​​​​.
6 	​​​ W​ f​​ = [ –4; + ∞ [​​
7 	Tiefpunkt ist der Scheitel S (0 | –4).
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1.1  Überblick über bekannte Funktionstypen und ihre Eigenschaften

c) f ist eine ganzrationale Funktion 5. Grades.
1 	​​ D​ f​​ = ℝ​
2 	�​​ G​ f​​​ ist punktsymmetrisch bezüglich des Koordinaten

ursprungs, da f(x) nur ungerade Exponenten besitzt.
3 	� Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen: 

�Nullstellen: f(x) = 0 ⇔ – ​x​​ 5​ + x = 0 
​⇔ –x · ​(​x​​ 4​ – 1)​ = 0​ 
​⇔ –x · ​(​x​​ 2​ – 1)​ · ​(​x​​ 2​ + 1)​ = 0​ 
​⇔ –x​(x + 1)​​(x – 1)​​(​x​​ 2​ + 1)​ = 0​ 
​​⇒ x​ 1​​ = –1; ​x​ 2​​ = 0; ​x​ 3​​ = 1; ​N​ 1​​​(–1 | 0)​, ​N​ 2​​​(0 | 0)​, ​N​ 3​​​(1 | 0)​

​	 Schnittpunkt mit der y-Achse: f(0) = 0; ​S​ y​​ ​(0 | 0)​ = ​N​ 2​​
4 	​​ G​ f​​​ hat keine Asymptoten.
5 	�​​ G​ f​​​ ist monoton fallend (ungefähr) in den Intervallen 

​​​]​​ – ∞; – 0,67 ​]​​​​ und ​​​[​​ 0,67; + ∞  ​[​​​​ sowie monoton steigend 
(ungefähr) im Intervall ​​​[​​ –0,67; 0,67 ​]​​​​.

6 	​​ W​ f​​ = ℝ​
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d) f ist eine gebrochen-rationale Funktion.
1 	​​​ D​ f​​ = ℝ\{0}​​
2 	�​​ G​ f​​​ ist punktsymmetrisch bezüglich des Koordinaten

ursprungs, da gilt: ​​f(–x) = ​ 1 __ – x ​ = – ​ 1 __ x ​ = – f(x)​​ für alle ​x ∈ ​D​ f​​​. 
3 	� Der Graph besitzt keine Schnittpunkte mit den 

Koordinatenachsen: 
Nullstellen: ​f(x) = 0 ⇔ ​ 1 __ x ​ = 0 ​besitzt keine Lösung 
Schnittpunkt mit der y-Achse: ​x = 0​ ist Definitionslücke, 
d. h. es existiert kein Schnittpunkt mit der y-Achse

4 	� Asymptoten:  
senkrechte Asymptote: ​x = 0​ 
waagrechte Asymptote: ​y = 0​

5 	�​​ G​ f​​​ ist monoton fallend in den Intervallen ​​​]​​ – ∞; 0 ​[​​​​ und  
​​​]​​ 0; + ∞ ​[​​​​

6 	​​​ W​ f​​ = ℝ\{0}​​
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e) f ist eine trigonometrische Funktion.�
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1 	​​ D​ f​​ = ℝ​
2 	�​​ G​ f​​​ ist punktsymmetrisch bezüglich des 

Koordinatenursprungs, da für alle ​x ∈ ℝ​ gilt: 

	​ sin (–x) = sin (x)​.
3 	� Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen:

	 Nullstellen: ​​x​ k​​ = k · π, k ∈ ℤ; ​N​ k​​ ​(kπ | 0)​​
	 Schnittpunkt mit y-Achse: ​f(0) = 0; ​S​ y​​ ​(0 | 0)​ = ​N​ 0​​​
4 	​​ G​ f​​​ hat keine Asymptoten.
5 	�​​ G​ f​​​ ist z. B. monoton steigend im Intervall ​​[ –  ​ π __ 2 ​; ​ π __ 2 ​ ]​​ und monoton fallend z. B. im Intervall ​​[ ​ π __ 2 ​; ​ 3π __ 2 ​]​​.

6 	​​​ W​ f​​ = [ –1; 1 ]​​ 

7 	� Hoch- und Tiefpunkte:

	 Hochpunkte: ​​H​ k​​​(​ π __ 2 ​ + k · 2π | 1)​, k ∈ ℤ​

	 Tiefpunkte: ​​T​ k​​​(​ 3 __ 2 ​ π + k · 2π | – 1)​, k ∈ ℤ​
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1.1  Überblick über bekannte Funktionstypen und ihre Eigenschaften

f) f ist eine Exponentialfunktion.
1 	​​ D​ f​​ = ℝ​
2 	�​​ G​ f​​​ besitzt keine Symmetrie bezüglich des Koordinaten

systems, denn ​f(–x) = ​2​​ –x​ = ​ 1 __ 
​2​​ x​

 ​​{​ 
​≠ f​(​​x​)​​​

​ 
​≠ – f​(​​x​)​​​

​​​.

3 	� Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen: 
Nullstellen: ​f(x) = 0 ⇔ ​2​​ x​ = 0​ besitzt keine Lösung 
Schnittpunkt mit y-Achse: ​​f​(0)​ = ​2​​ 0​ = 1; ​S​ y ​​(0 | 1)​​

4 	Die x-Achse ist waagrechte Asymptote für ​x → – ∞​.
5 	​​ G​ f​​​ ist monoton steigend in ganz ​ℝ​.
6 	​​ W​ f​​ = ℝ+​ 
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3	 a)	​ f(x) = 8 – 4​x​​ 2​ = ​(– 4)​ · ​(​x​​ 2​ – 2)​ = ​(– 4)​ · ​(x – ​√ 
_

 2 ​)​​(x + ​√ 
_

 2 ​)​​ �
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		�  Die Parabel ist nach unten geöffnet und enger als die Normalparabel; 
sie schneidet die y-Achse im Scheitel ​S ​(0 | 8)​​ und die x-Achse in den 
Punkten ​​N​ 1 ​​​(– ​√ 

_
 2 ​ | 0)​​ und ​​N​ 2 ​​​(​√ 

_
 2 ​ | 0)​​.

		�  Die Parabel ist monoton steigend im Intervall ​​​]​​ – ∞; 0 ​]​​​​ und monoton 
fallend im Intervall ​​​[​​ 0; + ∞ ​[​​​​.

	 b)	​​ f(x) = 2​x​​ 2​ + x – 1 = ​(2x – 1)​​(x + 1)​ = 2​(x – 0,5)​ · ​(​​x + 1​)​​​​ �

1
0

0

2–2 –1
–1

y

7

6

5

4

3

2

1

x

Gf

		�  Die Parabel ist nach oben geöffnet und enger als die Normalparabel; sie 
schneidet die y-Achse im Punkt ​​S​ y ​​​(0 | – 1)​​ und die x-Achse in den Punkten ​​
N​ 1 ​​​(–1 | 0)​​ und ​​N​ 2 ​​​(0,5 | 0)​.​ 

		�  Die Parabel ist monoton fallend im Intervall ​​​]​​ – ∞; – 0,25 ​]​​​​ und monoton 
steigend im Intervall ​​​[​​ –0,25; + ∞ ​[​​​​.

	 c)	​ f(x) = 10x – 5​x​​ 2​ = ​(– 5)​ · x​(x – 2)​​�
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		�  Die Parabel ist nach unten geöffnet und enger als die Normalparabel; 
sie verläuft durch den Ursprung und den Schnittpunkt mit der x-Achse ​
N ​(2 | 0)​.​

		�  Die Parabel ist monoton steigend im Intervall ​​​]​​ – ∞; 1​]​​​​ und monoton 
fallend im Intervall ​​​[​​1; + ∞ ​[​​​​.
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1.1  Überblick über bekannte Funktionstypen und ihre Eigenschaften

4	 a)	 Nullstellen: ​f(x) = 0 ⇔ –  ​ 1 __ 4 ​ x + 2 = 0 ⇔ ​ 1 __ 4 ​ x = 2 ⇒ ​x​ 0​​ = 8​ 

		�  Symmetrie: ​​G​ f​​​ ist nicht symmetrisch bezüglich des Koordinatensystems, da ​​f(x)​​ sowohl gerade als 
auch ungerade Exponenten besitzt.

	 b)	 Nullstellen: ​f(x) = 0 ⇔ ​x​​ 2​ – 4 = 0 ⇔ ​x​​ 2​ = 4 ⇒ ​x​ 1​​ = – 2; ​x​ 2​​ = 2​ 

		�  Symmetrie: ​​G​ f​​​ ist achsensymmetrisch bezüglich der y-Achse, da ​​f​(​​x​)​​​​ nur gerade Exponenten besitzt.

	 c)	 Nullstellen: ​f(x) = 0 ⇔ x​(​x​​ 2​ – 1)​ = 0 ⇔ x​(x – 1)​​(x + 1)​ = 0 ⇒ ​x​ 1​​ = –1; ​x​ 2​​ = 0; ​x​ 3​​ = 1​

		�  Symmetrie: ​f(x) = x​(​x​​ 2​ – 1)​ = ​x​​ 3​ – x​; ​​G​ f​​​ ist punktsymmetrisch bezüglich des Koordinatenursprungs, 
da ​​f​(​​x​)​​​​ nur ungerade Exponenten besitzt.

	 d)	 Nullstellen: ​f(x) = 0 ⇔ 2 · sin x = 0 ⇒ ​x​ k​​ = k · π, k ∈ ℤ​

		�  Symmetrie: ​​G​ f​​​ ist punktsymmetrisch bezüglich des Koordinatenursprungs, da ​sin (–x) = sin ​(x)​​ für 
alle ​x ∈ ℝ​ gilt.

	 e)	 Nullstellen: ​f(x) = 0 ⇔ ​  2 ____ x – 3 ​ + 1 = 0 ⇔ ​  2 ____ x – 3 ​ = – 1 ⇔ x – 3 = – 2 ⇒ ​x​ 0​​ = 1​

		  Symmetrie: ​​G​ f​​​ ist nicht symmetrisch bezüglich des Koordinatensystems, da

		   ​f(–x) = ​  2 _____ – x – 3 ​ + 1 = –  ​  2 ____ x + 3 ​ + 1​{​ 
​≠ f​(​​x​)​​​

​ 
​≠ – f​(​​x​)​​​

​​​.

	 f)	 Nullstellen: ​f(x) = 0 ⇔ 4 · ​2​​ x​ = 0​. Diese Gleichung ist nicht lösbar, f hat keine Nullstellen.

		  Symmetrie: ​​G​ f​​​ ist nicht symmetrisch bezüglich des Koordinatensystems, da 

		​  f(–x) = 4 · ​2​​ –x​ = ​ 4 __ 
​2​​ x​

 ​​{​ 
​≠ f​(​​x​)​​​

​ 
​≠ – f​(​​x​)​​​

​​​.

5	 a)	 Die Aussage ist falsch. Gegenbeispiel: ​f :  x ↦ sin x, ​D​ f​​ = ℝ​

	 b)	 Die Aussage ist falsch. Gegenbeispiel: ​f :  x ↦ ​​(x – 1)​​​ 4​, ​D​ f​​ = ℝ​

	 c)	 Die Aussage ist falsch. Gegenbeispiel: ​​f :  x ↦ ​ 1 __ x ​, ​D​ f​​ = ℝ\{0}​​

	 d)	 Die Aussage ist falsch. Unabhängig von den Werten von ​a​ und b gilt: ​f​(1)​ = b · ​a​​ 1​ = ba​ und 

		​  f​(– 1)​ = b · ​a​​ –1​ = ​ b __ a ​ ≠ ba​, da ​a ≠ 1​ vorausgesetzt wird.

6	 a)	 Einsetzen der Koordinaten von ​​(0 | 0)​:​ ​0 = ​0​​ 3​ + ​0​​ 2​ – 6 · 0 + a ⇒ a = 0​

	 b)	 Einsetzen der Koordinaten von ​​(1 | 5)​:​ ​5 = ​1​​ 3​ + ​1​​ 2​ – 6 · 1 + a ⇔ 5 = – 4 + a ⇒ a = 9​

7	 Funktionsterm: ​f(x) = ​ 
– 2​(x + 2,5)​

 ________ x + 4  ​​�
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	� Aus der Definitionsmenge ​​​D​ f​​ = ℝ\{–4}​​ ergibt 
sich der Term ​x + 4​ im Nenner.

	� Aus der Nullstelle ​​x​ 1​​ = – 2,5​ ergibt sich  
​x + 2,5​ als Faktor im Zähler.

	� Die waagrechte Asymptote ​a: y = – 2​ erhält 
man mit dem Faktor ​– 2​.

8	 a)	 1  ​​ D​ f​​ = ℝ​

		  2  ​​ G​ f​​​ besitzt keine Symmetrie bezüglich des Koordinatensystems.

		  4  ​​ G​ f​​​ besitzt keine Asymptoten.

		  5  � Die Parabel ist monoton fallend im Intervall ​​​]​​ – ∞; 0,5 ​]​​​​ und monoton steigend im Intervall  
​​​[​​ 0,5; + ∞ ​[​​​​. Der Scheitel besitzt die x-Koordinate ​​x​ S​​ = 0,5​.
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1.1  Überblick über bekannte Funktionstypen und ihre Eigenschaften

	 b)	 Der Funktionsgraph ist eine Gerade ​g: y = mx + t​ mit​ m ≤ 0​ und ​t > 0​. 

		  1   ​​D​ f​​ = ℝ​

		  2   ​​G​ f​​​ besitzt keine Symmetrie bezüglich des Koordinatensystems.

		  4   ​​G​ f​​​ besitzt keine Asymptoten.

		  5   Die Gerade ist monoton fallend auf ganz ​ℝ​.

	 c)	 Die Funktion ​f​ ist eine trigonometrische Funktion. Es gilt ​​​|​​a​|​​ = 4​​ und ​​​|​​b​|​​ = 2​​.

		  1   ​​D​ f​​ = ℝ​

	 d)	 1   ​​D​ f​​ = ℝ\{1}​ 

		  2   ​​G​ f​​​ besitzt keine Symmetrie bezüglich des Koordinatensystems.

		  5   ​​​W​ f​​ = ℝ\{3}​​

	 e)	� Alle Exponenten sind gerade. Der Ausdruck mit der größten Potenz hat einen positiven 
Koeffizienten.

		  1   ​​D​ f​​ = ℝ​      4   ​​G​ f​​​ besitzt keine Asymptoten.

	 f)	 Für den Funktionsterm ​f(x) = b · ​a​​ x​​ gilt ​b < 0​ und ​a > 1​.

		  1   ​​D​ f​​ = ℝ​

		  2   ​​G​ f​​​ besitzt keine Symmetrie bezüglich des Koordinatensystems.

		  3   Die Funktion besitzt keine Nullstelle.

		  4   Für ​x → – ∞​ besitzt ​​G​ f​​​ die waagrechte Asymptote ​y = 0​.

9	 a)	 1   am 30. Juni      2   am 29. Juni      3   am 28. Juni

	 b)	� Es gilt ​f(x) = b · ​2​​ x​​  
(x: Zeit in Tagen ab dem 1. Juni; ​f(x)​: Inhalt der von der Seerose bedeckten Fläche in ​k​m​​ 2​​).

		​  f(30) = 1,5 ⇔ 1,5 = b · ​2​​ 30​ ⇒ b = ​ 
1,5

 ___ 
​2​​ 30​

 ​ ≈ 1,4 · ​10​​ –9​ [​km​​ 2​] = 14,0 c​m​​ 2​​

		​​  f(x) = 1,4 · ​10​​ –9​ · ​2​​ x​, ​D​ f​​ = [0; 30]​​ 

		�  b ist der Inhalt der Fläche, die zu Beginn bedeckt war. a = 2 beschreibt die Verdoppelung,  
die jeden Tag stattfindet. 

10	 a)	 ​f(–x) = – 0,64 · ​(–x)​​ 4​ + 2 · ​(–x)​​ 2​ – 1,5625 = – 0,64 ​x​​ 4​ + 2 ​x​​ 2​ – 1,5625 = f(x)​
		​​  G​ f​​​ ist achsensymmetrisch bezüglich der y-Achse.

	 b)	 Breite des Segments: ​1,25 m + 1,25 m = 2,5 m​  
		  Höhe des Segments: ​f​(0)​ = – 0,64 · ​0​​ 4​ + 2 · ​0​​ 2​ – 1,5625 = – 1,5625​
		  Die Breite beträgt 2,5 m, die Gesamthöhe beträgt 1,5625 m.

	 c)	 Maximale Tiefe: ​p​(0)​ = – 0,9.​ Die maximale Tiefe beträgt 0,9 m. 
		�  Für sehr kleine Werte von ​a > 0​ hat die obere Begrenzungslinie des Segments die Form einer 

sehr weiten Parabel, sie würde die untere Begrenzungslinie (für ​​x < 0,7​)​​​​ schneiden. Damit fehlt 
die „Führung“ des Schlittens im Kanal. Für sehr große Werte von ​a > 0​ ist der Kanal zu schmal, 
so dass ein Schlitten nicht hineinpassen würde.

	 d)	� Bei einer Breite von 1,30 m schneidet die Parabel die x-Achse an der Stelle ​​x​ 0​​ = ​ 1 __ 2 ​ · 1,3 = 0,65​. 

		  Es gilt: ​p​(0,65)​ = 0 ⇔ a · ​0,65​​ 2​ – 0,9 = 0 ⇔ a · 0,4225 = 0,9 ⇒ a = ​ 360
 ___ 169 ​ ≈ 2,13​

		  Bei einer Breite von 1,50 m schneidet die Parabel die x-Achse an der Stelle ​​x​ 0​​ = ​ 1 __ 2 ​ · 1,5 = 0,75​. 

		  Es gilt: ​p​(0,75)​ = 0 ⇔ a · ​0,75​​ 2​ – 0,9 = 0 ⇔ a · 0,5625 = 0,9 ⇒ a = ​ 8 __ 5 ​ = 1,6​

		  Insgesamt muss gelten ​a ∈ ​[​ 8 __ 5 ​; ​ 360
 ___ 169 ​]​​.
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1.1  Überblick über bekannte Funktionstypen und ihre Eigenschaften

	 e)	� Im 1. und 2. Druck der 1. Auflage des Schulbuchs ist die Aufgabe für die Schülerinnen und Schüler 
aufgrund des Werts a = 1,85 grafisch, aber nicht rechnerisch lösbar:

		​  d(x) �= p(x) – f(x) = 1,85​x​​ 2​ – 0,9 – ​(– 0,64​x​​ 4​ + 2​x​​ 2​ – 1,5625)​​ 
​=​ ​1,85​x​​ 2​ – 0,9 + 0,64​x​​ 4​ – 2​x​​ 2​ + 1,5625 = 0,64​x​​ 4​ – 0,15​x​​ 2​ + 0,6625​

		�  Die Funktion d besitzt an den Stellen x1 ≈ –0,34 und x2 ≈ 0,34 Minimalstellen. Der zugehörige 
y-Wert beträgt y ≈ 0,65. Die Segmentdicke ist deshalb überall größer als 0,6 m bzw. 60 cm.

		  Mit der korrekten Angabe a = 2 lautet die Lösung:

		  d(x) = p(x) – f(x) = 2x2 – 0,9 – (–0,64x4 + 2x2 – 1,5625) = 0,64x4 + 0,6625.

		�  Der Graph der Funktion d ist im Vergleich zum Graphen der Funktion g: x ↦ x4 in y-Richtung 
gestreckt und in positive y-Richtung verschoben.  
Die Funktion g nimmt ihren minimalen Funktionswert y = 0 an der Stelle x = 0 an.

		  y = 0,6625 ist somit der kleinste Funktionswert, den die Funktion d annimmt.

		  Die Segmentdicke ist deshalb überall größer als 0,6 m bzw. 60 cm.

11	 1
	 a)	 Die Funktion f ist linear, ihr Graph ist monoton fallend.�
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		  Schnittpunkt mit der x-Achse: ​N ​(6 | 0)​​

		  Schnittpunkt mit der y-Achse: ​​S​ y ​​​(0 | 2)​​

		�​​  G​ f​​​ ist nicht symmetrisch bezüglich des Koordinaten
systems.

	 b)	� Nullstelle: ​f(x) = 0 ⇔ 0 = –  ​ 1 __ 3 ​ x + 2 ⇔ 2 = ​ 1 __ 3 ​ x 

		  ⇒ x = 6; N ​(6 | 0)​​.

		  Schnittpunkt mit der y-Achse:

		​  f​(0)​ = –  ​ 1 __ 3 ​ · 0 + 2 = 2; ​S​ y ​​​(0 | 2)​​

		  Symmetrie: ​f(–x) = –  ​ 1 __ 3 ​ · (–x) + 2 = ​ 1 __ 3 ​ x + 1​{​ 
​≠ f​(​​x​)​​​

​ 
​≠ – f​(​​x​)​​​

​​​. 

		​​  G​ f​​​ ist nicht symmetrisch bezüglich des Koordinatensystems.

	 2
	 a)	� Die Funktion f ist eine quadratische Funktion.  

Der Parabelscheitel ist ​​S ​(​​1 | 2​)​​​​.�
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		  Nullstellen: ​​x​ 1​​ ≈ – 0,8; ​x​ 2​​ ≈ 2,8​

		  Schnittpunkt mit der y-Achse: ​​S​ y​​ ​(0 | 1,4)​​
		�​​  G​ f​​​ ist monoton steigend in ​​​]​​ – ∞; 1​]​​​​ und  

monoton fallend in ​​​[​​1; + ∞ ​[​​​​.
		�​​​  W​ f​​ = ] – ∞; 2] ​​

		​​  G​ f​​​ ist nicht symmetrisch bezüglich des Koordinatensystems.

	 b)	 Nullstellen: ​f(x) = 0 ⇔ –  ​ 3 __ 5 ​ ​​(x – 1)​​​ 2​ + 2 = 0​ ​⇔ ​​(x – 1)​​​ 2​ = ​ 10
 __ 3 ​​

		​  ⇒ x – 1 = ± ​√ _ ​ 10
 __ 3 ​ ​​​⇒ x = 1 ± ​ 1 __ 3 ​ ​√ 

_
 30 ​​ ​⇒ ​x​ 1​​ ≈ – 0,83; ​x​ 2​​ ≈ 2,83​

		  Schnittpunkt mit der y-Achse: ​f(0) = –  ​ 3 __ 5 ​ ​​(0 – 1)​​​ 2​ + 2 = –  ​ 3 __ 5 ​ + 2 = 1,4​; ​​S​ y ​​​(0 | 1,4)​​

		  Symmetrie: ​f(–x) = –  ​ 3 __ 5 ​ ​​(– x – 1)​​​ 2​ + 2​ ​= –  ​ 3 __ 5 ​ ​​(x + 1)​​​ 2​ + 2​{​ 
​≠ f​(​​x​)​​​

​ 
​≠ – f​(​​x​)​​​

​​​. 

		​​  G​ f​​​ ist nicht symmetrisch bezüglich des Koordinatensystems.
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1.1  Überblick über bekannte Funktionstypen und ihre Eigenschaften
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	 a)	� Die Funktion f ist eine Exponentialfunktion. Ihr Graph ist  
monoton fallend; die x-Achse ist waagrechte Asymptote; 

		  f hat keine Nullstelle.

		  Schnittpunkt mit der y-Achse: ​​​S​ y ​​(0 | 4)​​

		�​​  G​ f​​​ ist nicht symmetrisch bezüglich des Koordinaten
systems.

	 b)	� Nullstellen: ​f(x) = 0 ⇒ ​0,75​​ x​ = 0​ hat keine Lösung.  
​f​ besitzt keine Nullstelle.

		  Schnittpunkt mit der y-Achse: ​​f​(0)​ = 4 · ​0,75​​ 0​ = 4 · 1 = 4;  
		​  S​ y ​​(0 | 4)​​

		  Symmetrie: ​f(–x) = 4 · ​0,75​​ –x​ = 4 · ​​(​ 4 __ 3 ​)​​​ 
x
​​{​ 

​≠ f​(​​x​)​​​
​ 

​≠ – f​(​​x​)​​​
​​​. 

		​​  G​ f​​​ ist nicht symmetrisch bezüglich des Koordinatensystems.

	 4 	

	 a)	� Die Funktion f ist eine trigonometrische Funktion. Ihr Graph ist punktsymmetrisch bezüglich  
des Koordinatenursprungs. Periode: ​p = 4π​.

		  Nullstellen: ​​x​ k​​ = 2kπ, k ∈ ℤ​

		  Amplitude: ​​| a |​ = 3​

		  Wertemenge: ​​​W​ f​​ = [ –3; 3 ]​​
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	 b)	 Periodenlänge: ​p = ​ 2π ___ b ​ = ​ 2π ___ 0,5 ​ = 4π​

		  Symmetrie: ​​f(–x) = – 3 · sin ​(0,5(–x))​ = 3 · sin ​(0,5x)​ = – f​(​​x​)​​​​.
		​​  G​ f​​​ ist punktsymmetrisch bezüglich des Koordinatenursprungs.

	 5 	�

1
0

0

2–2 –1
–1

–2

–3

y

2

1

x

N2 N1

Sy

Gf

	 a)	� Die Funktion f ist eine ganzrationale Funktion 4. Grades. Ihr Graph ist 
monoton fallend im Intervall ​​​]​​ – ∞; – 1 ​]​​​​ und im Intervall ​​​[​​ 0; 1 ​]​​​​  
sowie monoton steigend im Intervall ​​[ –1; 0 ]​​ und im Intervall ​​​[​​1; + ∞ ​[​​​​.

		  Nullstellen: ​​x​ 1​​ ≈ – 1,5; ​x​ 2​​ ≈ 1,5​

		  Schnittpunkt mit y-Achse: ​Sy ​(0 | – 1)​​

		​​  G​ f​​​ ist achsensymmetrisch bezüglich der y-Achse.

	 b)	 Nullstellen: ​f(x) = 0 ⇔ 2​x​​ 4​ – 4​x​​ 2​ – 1 = 0​

		  Substitution ​​x​​ 2​ = u​: ​​​​2​u​​ 2​ – 4u – 1 = 0 ⇔ 2​(​u​​ 2​ – 2u – 0,5)​ = 0​

		​​  u​ 1/2​​ = ​ 
2 ± ​√ 

____
  ​​(– 2)​​​ 2​ – 4 · ​(– 0,5)​ ​
  ________________ 2 ​  = ​ 2 ± ​√ 

_
 6 ​  ______ 2 ​  ⇒ ​u​ 1​​ = ​ 2 – ​√ 

_
 6 ​ _____ 2 ​  < 0; ​u​ 2​​ = ​ 2 + ​√ 

_
 6 ​ _____ 2 ​​

		  Resubstitution: ​​x​​ 2​ = ​u​ 1​​​ ist nicht lösbar.

		​​  x​​ 2​ = ​u​ 2​​ ⇒ ​x​ 1/2​​ = ± ​√ 
_

 ​u​ 2​​ ​ = ± ​√ __
 ​ 2 + ​√ 

_
 6 ​
 _____ 2  ​ ​ ≈ ± 1,49​

		  Schnittpunkt mit y-Achse: ​​f​(0)​ = 2 · ​0​​ 4​ – 4 · ​0​​ 2​ – 1 = – 1; ​S​ y ​​(0 | –1)​​

		​​  G​ f​​​ ist achsensymmetrisch bezüglich der y-Achse, da ​​f​(​​x​)​​​​ nur gerade Exponenten besitzt.
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1.1  Überblick über bekannte Funktionstypen und ihre Eigenschaften
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	 a)	� Die Funktion f ist eine gebrochen-rationale 
Funktion.

		  maximale Definitionsmenge: ​​D​ f​​ = ℝ\{4}​

		  senkrechte Asymptote: ​x = 4​

		  waagrechte Asymptote: ​y = 3​

		  Schnittpunkt mit y-Achse: ​​​S​ y ​​(0 | 2,5)​​

		  Nullstelle: ​​x​ 0​​ ≈ 3,3​ 
		�​​  G​ f​​​ ist nicht symmetrisch bezüglich des 

Koordinatensystems.

	 b)	 Nullstelle: ​​​​f(x) = 0 ⇔ 0 = –  ​  2 ____ 4 – x ​ + 3 ⇔ ​  2 ____ 4 – x ​ = 3 ⇔ 2 = 3​(4 – x)​ ⇔ 2 = 12 – 3x ⇔ 10 = 3x​

		​  ⇒ x = ​ 10
 __ 3 ​ = 3, ​

_
 3​​ (genaues Ablesen nicht möglich)

		  Schnittpunkt mit y-Achse: ​​f​(0)​ = –  ​  2 ____ 4 – 0 ​ + 3 = 2,5; ​S​ y ​​(0 | 2,5)​​

		  Symmetrie: ​f(–x) = –  ​  2 ______ 4 – ​(– x)​ ​ + 3 = –  ​  2 ____ 4 + x ​ + 3​{​ 
​≠ f​(​​x​)​​​

​ 
​≠ – f​(​​x​)​​​

​​​. 

		​​  G​ f​​​ ist nicht symmetrisch bezüglich des Koordinatensystems.

12	 a)	 1 	​ h(x) = f(x) + g(x) = ​x​​ 2​ + 4 + ​x​​ 3​​

			�   Der Graph ​​G​ h​​​ besitzt keine Symmetrie bezüglich des Koordinatensystems, da ​​h​(​​x​)​​​​ sowohl 
gerade als auch ungerade Exponenten besitzt.

		  2 	​ h(x) = f(x) · g(x) = ​(​x​​ 2​ + 4)​ · ​x​​ 3​ = ​x​​ 5​ + 4​x​​ 3​​

			�   Der Graph ​​G​ h​​​ ist punktsymmetrisch bezüglich des Koordinatenursprungs, da ​​h​(​​x​)​​​​ nur ungerade 
Exponenten besitzt.

		  3 	​ h(x) = ​​[f(x)]​​​ 2​ · ​​[g(x)]​​​ 3​ = ​​(​x​​ 2​ + 4)​​​ 2​ · ​​(​x​​ 3​)​​​ 
3
​ = ​(​x​​ 4​ + 8​x​​ 2​ + 16)​ · ​x​​ 9​ = ​x​​ 13​ + 8​x​​ 11​ + 16​x​​ 3​​

			�   Der Graph ​​G​ h​​​ ist punktsymmetrisch bezüglich des Koordinatenursprungs, da ​​h​(​​x​)​​​​ nur ungerade 
Exponenten besitzt.

	 b)	 1 	 Es gilt: ​h(–x) = f(–x) + g(–x) = f(x) – g(x)​. Dies ist im Allgemeinen weder ​​h​(​​x​)​​​​ noch ​​– h​(​​x​)​​​​. 

			�   Der Graph ​​G​ h​​​ besitzt im Allgemeinen daher keine Symmetrie bezüglich des Koordinaten
systems.

		  2 	 Es gilt: ​​h(–x) = f(–x) · g(–x) = f(x) · ​[– g​(x)​]​ = – f(x) · g(x) = – h(x)​​.

			   Der Graph ​​G​ h​​​ ist punktsymmetrisch bezüglich des Koordinatenursprungs.

		  3 	 Es gilt: ​​h(–x) = ​​[f(–x)]​​​ 2​ · ​​[g(–x)]​​​ 3​ = ​​[f(x)]​​​ 2​ · ​​[– g(x)]​​​ 3​ = – ​​[f(x)]​​​ 2​ · ​​[g(x)]​​​ 3​ = – h(x)​​.

			   Der Graph ​​G​ h​​​ ist punktsymmetrisch bezüglich des Koordinatenursprungs.

13	 a)	 Mögliche Lösung: �
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		​​  b = 1, d = 0 ⇒ ​f​ b,d​​(x) = sin (x)​​
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1.1  Überblick über bekannte Funktionstypen und ihre Eigenschaften

	 b)	 Mögliche Lösung: �

0
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2π–2π π–π _π
2–

_3π
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Gf		​  ​​​​b = 1; d = 1 ⇒ ​f​ b,d​​(x) = sin (x) + 1​​

	 c)	 Mögliche Lösung: �
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		​  ​​​b = 2; d = 0 ⇒ ​f​ b,d​​(x) = sin (2x)​

14	 a)	 Es werden pro Monat n Geräte verkauft; ​n(x) = 6,25 · ​10​​ 10​ · ​x​​ –4​; x > 75​.

		  Herstellungskosten (in €) für n Geräte: ​75 · n(x) = 75 · 6,25 · ​10​​ 10​ · ​x​​ –4​​

		  Gewinn (in €): ​​G(x) = x · 6,25 · ​10​​ 10​ · ​x​​ –4​ – 75 · 6,25 · ​10​​ 10​ · ​x​​ –4​ = 6,25 · ​10​​ 10​ · ​x​​ –4​(x – 75)​​

	 b)	 Verkaufspreis x (in €) 80 90 100 110 120
Gewinn G(x) (in €) 7629 14 289 15 625 14 941 13 563

		�  Beim Verkauf von 100 Geräten ist der Gewinn am größten. Werden weniger als 100 Geräte verkauft, 
so ist der Gewinn erwartungsgemäß geringer; aber auch dann, wenn mehr als 100 Geräte verkauft 
werden, sinkt der Gewinn.

15	 a)	
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h

		​  f(x) = 0,5 ⇔ sin x = 0,5​ 

		  Der Taschenrechner liefert ​​x​ 1​​ = ​ π __ 6 ​​.

		  Damit ergibt sich: ​​x​ 2​​ = π – ​x​ 1​​ = π – ​ π __ 6 ​ = ​ 5 __ 6 ​ π​; ​​x​ 3​​ = – π – ​ π __ 6 ​ = –  ​ 7 __ 6 ​ π​; ​​x​ 4​​ = – 2π + ​ π __ 6 ​ = –  ​ 11 __ 6 ​ π​ 

		​  f(x) = – 0,5 ⇔ sin x = – 0,5​ 

		  Der Taschenrechner liefert ​​x​ 5​​ = –  ​ π __ 6 ​​. 

		  Damit ergibt sich: ​​x​ 6​​ = – π + ​ π __ 6 ​ = –  ​ 5 __ 6 ​ π​; ​​x​ 7​​ = π + ​ π __ 6 ​ = ​ 7 __ 6 ​ π​; ​​x​ 8​​ = 2π – ​ π __ 6 ​ = ​ 11 __ 6 ​ π​ 

		  Insgesamt gilt ​– 0,5 ≤ sin x ≤ 0,5​ für

		​  x ∈ ​[– 2π; –  ​ 11 __ 6 ​ π]​ ∪ ​[–  ​ 7 __ 6 ​ π; –  ​ 5 __ 6 ​ π]​ ∪ ​[–  ​ π __ 6 ​; ​ π __ 6 ​]​ ∪ ​[​ 5 __ 6 ​ π; ​ 7 __ 6 ​ π]​ ∪ ​[​ 11 __ 6 ​ π; 2π]​​.

	 b)	
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V I

		​​  A​ Rechteck​​ = ​(​ 3 __ 4 ​ π – ​ π __ 4 ​)​ · sin ​(​ π __ 4 ​)​ = ​ π __ 2 ​ · ​ 1 __ 2 ​ ​√ 
_

 2 ​ = ​ π __ 4 ​ ​√ 
_

 2 ​  [LE2]​

		  Anteil: ​​ 
​A​ Rechteck​​

 ______ A  ​ = ​ 
​ π __ 4 ​ ​√ 

_
 2 ​
 ____ 2  ​ = ​ π __ 8 ​ ​√ 

_
 2 ​ ≈ 55,5 %​
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1.1  Überblick über bekannte Funktionstypen und ihre Eigenschaften

16	 �Wegen der Punktsymmetrie bezüglich des Koordinatenursprungs enthält die ganzrationale Funktion 
f(x) nur ungerade Exponenten. Daher müsste ​b = 0​ gelten und c ungerade sein. Da ​b ≠ 0​ vorausgesetzt 
ist, kann der Graph ​​G​ f​​​ der Funktion f nicht punktsymmetrisch bezüglich des Koordinatenursprungs 
sein. 

	 1   Für c < 5 gilt a < 0 aufgrund des Verhaltens für x → – ∞.

	 2   Für c = 5 gilt a – 3 < 0 aufgrund des Verhaltens für x → – ∞, d. h. es gilt a < 3.

	 3   Für c gerade und c > 5 wird die Bedingung für x → – ∞ nicht erfüllt, da dann gilt f(x) → – ∞.

	 4   Für c ungerade und c > 5 ist die Bedingung für x → – ∞ für jeden Wert a ∈ ℝ \ {0} erfüllt.

	 In den Fällen 1 , 2  und 4  sind weitere Eigenschaften: 

	 Wf = ℝ
	 Für x → + ∞ gilt f(x) → – ∞. 

	 Die Funktion besitzt (mindestens) eine Nullstelle.

17	 a)	 Mithilfe der Person im Vordergrund erhält man z. B. eine Breite von 20 m und eine Höhe von 3 m.

	 b)	 1 	 Ganzrationale Funktion

			   Ansatz über die Nullstellenform: ​f(x) = a · ​​(x – 10)​​​ 2​ · ​​(x + 10)​​​ 2​​

			   Einsetzen von ​​P (0 | 3)​​: ​a · ​​(– 10)​​​ 2​ · ​10​​ 2​ = 3 ⇔ a · ​10​​ 4​ = 3 ⇒ a = ​  3
 _____ 10 000 ​​ 

			​   f(x) = ​  3
 _____ 10 000 ​ · ​​(x – 10)​​​ 2​ · ​​(x + 10)​​​ 2​​
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		  2 	 Trigonometrische Funktion

			�   Wegen der Achsensymmetrie bezüglich der y-Achse wird eine Kosinusfunktion verwendet: 

			​   f(x) = a · cos ​(bx)​ + 1,5​

			   Mit der Periodenlänge ​p = 20​ gilt ​b = ​ 2π ___ p ​ = ​ 2π ___ 20 ​ = ​ π __ 10 ​​.

			   Wegen der Höhe von 3 gilt ​a = ​ 3 __ 2 ​ = 1,5​.

			​   f(x) = 1,5 · cos​(​ π __ 10 ​ x)​ + 1,5​
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1.1  Überblick über bekannte Funktionstypen und ihre Eigenschaften

	 c)	 1 	� Die Modellierung liefert jeweils eine doppelte Nullstelle bei ​​x​ 1/2​​ = ± 10​ sowie den richtigen 
Schnittpunkt mit der y-Achse ​​S​ y ​​​(0 | 3)​​. Während im Bereich der Schnittpunkte mit den Koordina-
tenachsen die Dachlinie gut modelliert wird, ist die Abweichung bei etwa ​± 5​ größer.
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		  2 	� Der Graph der Kosinusfunktion modelliert insgesamt die Dachlinie weniger gut als die 
Modellierung mithilfe der ganzrationalen Funktion. Im Bereich von ​± 5​ ist die Abweichung 
größer als bei 1 .
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18	 a)	 1 	​​ h(–x) = – f(–x) – 2 = – f(x) – 2 = h(x)​​. 

			   Der Graph von h ist achsensymmetrisch bezüglich der y-Achse.

		  2 	​​ h(–x) = ​​[f(–x)]​​​ 2​ = ​​[f(x)]​​​ 2​ = h(x)​​. 

			   Der Graph von h ist achsensymmetrisch bezüglich der y-Achse.

		  3 	​​ h(–x) = f(–x) · (–x) = f(x) · (–x) = – f(x) · x = – h(x)​​. 

			�   Der Graph von h ist nicht achsensymmetrisch bezüglich der y-Achse, sondern punkt
symmetrisch bezüglich des Koordinatenursprungs.

		  4 	​ h(–x) = – 2 · f(–x) + 2 · (–x) = – 2 · f(x) – 2x ≠ h(x).​

			   Der Graph von h ist nicht achsensymmetrisch bezüglich der y-Achse.

		  5 	​​ h(–x) = ​ 
f(–x)

 _____ – x ​  = –  ​ 
f(x)

 ___ x ​  = – h(x)​​.

			�   Der Graph von h ist nicht achsensymmetrisch bezüglich der y-Achse, sondern punkt
symmetrisch bezüglich des Koordinatenursprungs.

		  6 	​ h(–x) = f(–x) · ​(–x)​​ 2​ = f(x) · ​x​​ 2​ = h(x).​ 

			   Der Graph von h ist achsensymmetrisch bezüglich der y-Achse.

	 b)	 Die Aussage ist wahr. Es gilt ​​​f​ 1​​(–x) · ​f​ 2​​(–x) = ​f​ 1​​(x) · ​[– ​f​ 2​​(x)]​ = – ​[​​ ​f​ 1​​(x) · ​f​ 2​​(x)​]​​​​.

K 1/2
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1.1  Überblick über bekannte Funktionstypen und ihre Eigenschaften

Sich nachhaltig einen Überblick verschaffen
	 1 	 Der Funktionsterm liegt in Scheitelpunktform vor; Scheitelpunkt ​S ​(3 | 4)​​.

		�  Es gilt ​a = 0,2 < 1​, d. h. der Graph ​​G​ f​​​ ist im Vergleich zur Normalparabel in y-Richtung mit dem 
Faktor 0,2 gestaucht; die Parabel ist weiter als die Normalparabel.

		  Es gilt ​a > 0​: Die Parabel ist nach oben geöffnet.

		  Nullstellen: ​f(x) = 0 ⇔ 0,2​​(x – 3)​​​ 2​ + 4 = 0 ⇔ ​​(x – 3)​​​ 2​ = –  ​  4
 ___ 0,2 ​​. Diese Gleichung hat keine Lösung. 

		  Die Funktion f hat keine Nullstellen.

		  Wertemenge: ​​​W​ f​​ = [4; + ∞ [​​

		�  Monotonie: ​​G​ f​​​ ist monoton fallend für x ​∈​ ​​​]​​ – ∞; 3 ]​​ und monoton steigend für x ​∈​ [ ​​3; + ∞ ​[​​​​.
	 2 	� Der Funktionsterm liegt in Nullstellenform vor mit den Nullstellen ​​x​ 1​​ = – 2; ​x​ 2​​ = 4​.

		�​  a = – 2 < 0​: Die Parabel ist nach unten geöffnet und im Vergleich zur Normalparabel in 
y-Richtung gestreckt.

		  Für den Scheitel gilt: ​​x​ S​​ = ​ 
​x​ 1​​ + ​x​ 2​​

 _____ 2  ​ = ​ – 2 + 4
 _____ 2  ​ = 1 ​

		​  ⇒ ​y​ S​​ = f(1) = – 2​(1 + 2)​​(1 – 4)​ = – 2 · 3 · ​(– 3)​ = 18 ⇒ S ​(1 | 18)​​

		  Wertemenge: ​​​W​ f​​ = ] – ∞; 18 ]​​

		  Monotonie: ​​G​ f​​​ ist monoton steigend für ​​x ∈ ​]​​ – ∞; 1​]​​​​ und monoton fallend für ​​x ∈ ​[​​ 1; + ∞ ​[​​​​.

	 Individuelle Lösungen

K 5/6

K 1/6

19	 a)	 Der Tidenhub ergibt sich aus der Differenz der Maximal- und der Minimalwerte der Kurve: 

		​  10,0 m – 3,5 m = 6,5 m​.

		  Die Tidenperiode entspricht der Periodenlänge des Graphen: etwa 12,5 Stunden

	 b)	 Modellierung mithilfe einer Sinusfunktion:

		  Der mittlere Pegelstand beträgt etwa 6,8 m: ​d = 6,8​.

		  Der Tidenhub beträgt 6,5 m: ​a = ​ 1 __ 2 ​ · 6,5 = 3,25​.

		  Die Tidenperiode beträgt 12,5 Stunden: ​b = ​ 2π ___ p ​ = ​  2π ____ 12,5 ​​

		  Dies ergibt (etwa): ​​f(x) = 6,8 + 3,25 · sin ​(​  2π ____ 12,5 ​ x)​, ​D​ f​​ = [0; 24]​​

20	 a)	
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	 b)	 Es gilt ​​W​ f​​ = ​W​ g​​ = ​[0,5; 2]​.​

		  Symmetrie: ​f(–x) = ​2​​ sin​(–x)​​ = ​2​​ –sin​(x)​​ = ​  1 ____ 
​2​​ sin​(x)​​

 ​ ≠ f(x).​ 

		�​​  G​ f​​​ ist nicht achsensymmetrisch bezüglich 
der y-Achse.

		  Es gilt ​g(–x) = ​2​​ cos​(–x)​ ​ = ​2​​ cos​(x)​​ = g(x)​. 

		�​​  G​ g​​​ ist achsensymmetrisch bezüglich der 

y-Achse.

	 c)	 Vermutung: Es gilt ​​W​ f​​ = ​W​ g​​ = ​[​ 1 __ a ​; a]​​.

		�  Der Graph der Funktion g ist unabhängig 
von a achsensymmetrisch bezüglich der 
y-Achse.

K 2/3

K 2/4
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1.1  Überblick über bekannte Funktionstypen und ihre Eigenschaften

	 Mögliche Lösung:
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1.2  Verhalten von Funktionen im Unendlichen

1	 a)	 Es gilt​​  lim​ 
x → – ∞ 

​​​3​​ x​ = 0​. Die waagrechte Asymptote ist ​y = 0​.

	 b)	 A 	​ f(x) < 1 ⇔ ​3​​ x​ < 1 ⇒ x < 0​	 B 	​ f(x) < ​ 1 __ 9 ​ ⇔ ​3​​ x​ < ​3​​ –2​ ⇒ x < – 2​

		  C 	​ f(x) < ​ 1 __ 27 ​ ⇔ ​3​​ x​ < ​3​​ –3​ ⇒ x < – 3​ 	 D 	​ f(x) < ​ 1 __ 81 ​ ⇔ ​3​​ x​ < ​3​​ –4​ ⇒ x < – 4​

	 c)	 A 	
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2	 a)	 1  ​​ D​ f​​ = ℝ\​{2}​​      2  ​​ D​ f​​ = ℝ​      3  ​​ D​ f​​ = ℝ​

		  4  ​​ D​ f​​ = ℝ\​{0}​​      5  ​​ D​ f​​ = ℝ​      6  ​​ D​ f​​ = ℝ\​{– 1}​​

	 b)	 1 	​​   lim​ 
x → ± ∞ 

​​f(x) = – 1 ​ �
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c = 0,8			   waagrechte Asymptote: ​y = – 1​

K 4/5

K 4/5

	 	� ​f(x) < 0,1 ⇔ 0,5 · ​  1 ____ x – 1 ​ < 0,1 ⇔ ​  1 ____ x – 1 ​ < 0,2 ⇔ 1 < 0,2​(x – 1)​ ⇔ 5 < x – 1 ⇒ 6 < x​

	 	� Alle Punkte ​Q (​x​ Q​​ | f(​x​ Q​​)​) mit ​​x​ Q​​ > ​x​ P​​ = 6​ haben einen geringeren Abstand zur waagrechten 
Asymptote als ​0,1​.

K 5

K 6

Entdecken

	 	� �Es gibt keine konvergente ganzrationale Funktion, da für ganzrationale Funktionen f stets 
gilt: ​​  lim​ 

x → ± ∞
​​​f​(​​x​)​​​ = ±  ∞​, weshalb die Funktion stets divergiert.

	 	� Die Funktion konvergiert nicht, da z. B. für ​​x​ k​​ = 2kπ​ gilt ​cos ​x​ k​​ = 1​. Daher gibt es keinen x-Wert, 
ab dem der Graph z. B. einen Streifen der Breite 0,5 um die x-Achse nicht verlässt.

K 1/6

K 1/6

Nachgefragt

Aufgaben
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1.2  Verhalten von Funktionen im Unendlichen

	 2 	� Die Funktion divergiert für  
betragsgroße Werte von x.

	 3 	� Die Funktion divergiert für  
betragsgroße Werte von x.

		  Es gilt ​​  lim​ 
x → + ∞ 

​​f(x) = –  ∞​ 

		  und​ ​  lim​ 
x → – ∞ 

​​f(x) = +  ∞​.

	 4 	​​   lim​ 
x → ± ∞ 

​​f(x) = 0​

		  waagrechte Asymptote: ​y = 0​

	 5 	​​   lim​ 
x → – ∞ 

​​f(x) = + ∞​ und ​​  lim​ 
x → + ∞ 

​​f(x) = 0​

		  waagrechte Asymptote für 

		​  x → +  ∞​: ​y = 0​

	 6 	​​   lim​ 
x → ± ∞ 

​​f(x) = 4 ​

		  waagrechte Asymptote: ​y = 4​
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1.2  Verhalten von Funktionen im Unendlichen

3	 a)	 Wegen ​​  lim​ 
x → + ∞ 

​​f(x) = +  ∞​ und ​​  lim​ 
x → – ∞ 

​​f(x) = –  ∞​ divergiert die Funktion ​f​.

	 b)	 Wegen ​​  lim​ 
x → + ∞ 

​​f(x) = 1​ konvergiert die Funktion f für ​x → +  ∞​.

		  Wegen ​​  lim​ 
x → – ∞ 

​​f(x) = –  ∞​ divergiert die Funktion ​f​ für ​x → –  ∞​.

	 c)	� Die Funktion f divergiert für ​x → +  ∞​ und für ​x → –  ∞​, da der Graph jeden Streifen um die x-Achse 
verlässt.

4	 Es gilt ​f(x) > 0 ⇔ x > 1​.

	 1 	​ f(x) < ​  1 ___ 100 ​ ⇔ ​  1 ____ x – 1 ​ < ​  1 ___ 100 ​ ⇔ 100 < x – 1 ⇒ x > 101​

		  Insgesamt gilt ​0 < f(x) < ​  1 ___ 100 ​​ für ​​x ∈ ​]​​ 101; +  ∞ ​[​​​​.

	 2 	​ f(x) < ​  1 ____ 1000 ​ ⇔ ​  1 ____ x – 1 ​ < ​  1 ____ 1000 ​ ⇔ 1000 < x – 1 ⇒ x > 1001​

		  Insgesamt gilt ​0 < f(x) < ​  1 ____ 1000 ​​ für ​​x ∈ ​]​​ 1001; +  ∞ ​[​​​​.

	� Der Graph ​​G​ f​​​ verlässt jeden beliebig kleinen Streifen um die x-Achse ab einem bestimmten x-Wert nicht 
mehr. Daher gilt ​​  lim​ 

x → ± ∞ 
​​​f​(​​x​)​​​ = 0​. Die x-Achse ist waagrechte Asymptote von ​​G​ f​​​.

5	� Die Funktion divergiert, da es z. B. für einen Streifen der Breite 1 keinen x-Wert gibt, ab dem der Graph 
den Streifen nicht mehr verlässt. 

6	 a)	 Es gilt ​​  lim​ 
x → ± ∞ 

​​f(x) = 2​.

		  waagrechte Asymptote: ​y = 2​

	 b)	 Es gilt ​​  lim​ 
x → ± ∞ 

​​f(x) = –  ∞​. Die Funktion divergiert.

	 c)	 Es gilt ​​  lim​ 
x → – ∞ 

​​f(x) = +  ∞​. 

		  Die Funktion divergiert für ​x → –  ∞​.

		  Es gilt ​​  lim​ 
x → + ∞ 

​​f(x) = 0​.

		  waagrechte Asymptote für ​x → +  ∞​: ​y = 0​

K 1/4

K 5/6

K 1/6

K 1/5
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1.2  Verhalten von Funktionen im Unendlichen

	 d)	� Die Funktion ist periodisch und  
divergiert somit.

	 e)	 Es gilt ​​  lim​ 
x → – ∞ 

​​f(x) = +  ∞​ und

		​​    lim​ 
x → + ∞ 

​​f(x) = –  ∞​. 

		  Die Funktion divergiert.

	 f)	 Es gilt ​​  lim​ 
x → – ∞ 

​​f(x) = 2​.

		�  waagrechte Asymptote  
für ​x → –  ∞​: ​y = 2​

		  Es gilt ​​  lim​ 
x → + ∞ 

​​f(x) = –  ∞​. 

		  Die Funktion divergiert für ​x → +  ∞​.

7	 a)	 Mögliche Lösung: ​f(x) = 2sin (x) + 1​

	 b)	 Mögliche Lösung: ​f(x) = ​ x – 3
 ____ x – 2 ​​

	 c)	 Mögliche Lösung: ​f(x) = ​​(x – 2)​​​ 2​​

8	 a)	 Vermutung: ​​  lim​ 
x → ± ∞ 

​​​f​(​​x​)​​​ = 0​

	 b)	� Da Graphen ganzrationaler Funktionen für betragsgroße Werte von x nicht konvergieren,  
gilt für die Funktion ​​  lim​ 

x → ± ∞ 
​​​f​(​​x​)​​​ = –  ∞​.

9	 a)	 Es gilt ​​G​ ​f​ k​​​​ = ​G​ A​​​, da wegen ​k > 0 ​gilt ​​  lim​ 
x → + ∞ 

​​​f​ k​​(x) = +  ∞​.

	 b)	 Es gilt ​​G​ ​f​ k​​​​ = ​G​ A​​​, da gilt ​​  lim​ 
x → + ∞ 

​​​f​ k​​(x) = –  ∞​.

10	 a)	​ f​(0)​ = 3 · ​2,7​​ –0,5·0​ + 36,5 = 3 · 1 + 36,5 = 39,5​

		  Die Körpertemperatur der Person beträgt zum Zeitpunkt der Medikamentengabe 39,5 °C.

	 b)	 Aus dem Graphen ergibt sich ​​t​ 1​​ ≈ 2,21​ [h]. 

		�  Rund 2 Stunden und 13 Minuten nach Medikamentengabe fällt die 
Körpertemperatur unter 37,5 °C. 

	 c)	 Es gilt ​​  lim​ 
t → + ∞ 

​​​f​(​​t​)​​​ = ​  lim​ 
t → + ∞ 

​​​(3 · ​2,7​​ –0,5t​ + 36,5)​ = 36,5​. 

		  Die Körpertemperatur stabilisiert sich auf längere Sicht bei 36,5 °C.
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1.2  Verhalten von Funktionen im Unendlichen

11	 a)	​ f​(1)​ = ​ 2 __ 1 ​ + 5,5 = 7,5​. 

		  Kosten: ​7,5 · 100 000 € = 0,75 Mio €​.

		  Die Kosten für die Umrüstung des ersten Lkw betragen ​0,75 Mio €​.

	 b)	​​   lim​ 
x → + ∞ 

​​f(x) = ​  lim​ 
x → + ∞

​​​(​ 2 __ x ​ + 5,5)​ = 5,5​, da gilt ​​  lim​ 
x → + ∞  

​​​ 2 __ x ​ = 0​.

		  Wenn sehr viele Lkw umgerüstet werden, betragen die Kosten für den Umbau 550 000 € pro Lkw.

	 c)	 Ab dem vierten umgebauten Lkw sinken die Kosten auf 600 000 € pro Stück.
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	 d)	 Mithilfe des Ergebnisses aus Teilaufgabe b) gilt ​550 000 € · 0,4 · 0,9 = 198 000 €​.

		�  Die Kosten, die das Unternehmen für den Umbau eines Lkw aufbringen muss, betragen mit Unter-
stützung durch das Förderprogramm und bei sinkenden Umbaukosten ​198 000 €​.

12	 a)	 1 	​​ | ​ 2sin x ____ x ​  |​ ≤ ​ 2 __ x ​ ⇔ ​| 2sin x |​ ≤ 2 ⇔ ​| sin x |​ ≤ 1​. 

			   Dies ist eine wahre Aussage, so dass für ​x ≥ 1​ gilt ​​| f(x) |​ ≤ g(x)​.

		  2 	 Es gilt ​​  lim​ 
x → + ∞ 

​​g(x) = ​  lim​ 
x → + ∞

​​​(​ 2 __ x ​)​ = 0​ und damit auch ​​  lim​ 
x → + ∞ 

​​f(x) = 0​.

	 b)	 1 	 Man betrachtet im Intervall ​​​[​​1; + ∞ ​[​​​​ die Funktionen g und h mit

			​   g(x) = ​ 1 __ x ​ – 1​ und ​h(x) = –  ​ 1 __ x ​ – 1​.

			   Für ​​x ∈ ​[​​1; + ∞ ​[​​​​ gilt​ ​| –  ​ 1 __ x ​ – 1 |​ ≤ ​| ​ sin ​(3x)​ ______ x ​  – 1 |​ ≤ ​| ​ 1 __ x ​ – 1 |​,​ da ​– 1 ≤ sin ​(3x)​ ≤ 1​ gilt.

			   Außerdem gilt ​​  lim​ 
x → + ∞

​​​(–  ​ 1 __ x ​ – 1)​ = ​  lim​ 
x → + ∞

​​​(​ 1 __ x ​ – 1)​ = – 1.​

			   Daraus folgt ​​  lim​ 
x → + ∞

​​​(​ sin ​(3x)​ ______ x ​  – 1)​ = – 1​.
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1.2  Verhalten von Funktionen im Unendlichen

		  2 	 Man betrachtet im Intervall ​​​[​​1; + ∞ ​[​​​​ die Funktionen g und h mit 

			​   g(x) = ​  1 ____ x – 1 ​ + 2​ und ​h(x) = –  ​  1 ____ x – 1 ​ + 2​.

			   Für ​​x ∈ ​[​​1,5; + ∞ ​[​​​​ gilt​ –  ​  1 ____ x – 1 ​ + 2 ≤ ​ 
sin ​(x + ​ π __ 2 ​)​

 ________ x – 1 ​  + 2 ≤ ​  1 ____ x – 1 ​ + 2,​ da ​– 1 ≤ sin ​(x + ​ π __ 2 ​)​ ≤ 1​ gilt.

			   Außerdem gilt ​​  lim​ 
x → + ∞

​​​(–  ​  1 ____ x – 1 ​ + 2)​ = ​  lim​ 
x → + ∞

​​​(​  1 ____ x – 1 ​ + 2)​ = 2.​

			   Daraus folgt ​​  lim​ 
x → + ∞

​​​(​ 
sin ​(x + ​ π __ 2 ​)​

 ________ x – 1 ​  – 1)​ = 2​. 
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1.3  Einfluss von Parameteränderungen im Funktionsterm

1	 Funktions-
term

Graph
Begründung: 
Der Graph von f entsteht aus dem Graphen der Funktion …

A ​​G​ 1​​​(gelb)
​g: x ↦ ​x​​ 3​, ​D​ g​​ = ℝ​, durch Spiegelung an der x-Achse sowie Verschiebung um 1 LE 
in positive y-Richtung. Dies trifft nur auf ​​G​ 1​​​ zu.

B ​​G​ 3​​​(lila)
​g: x ↦ ​x​​ 3​, ​D​ g​​ = ℝ​, durch Streckung mit dem Faktor 2 in y-Richtung sowie Ver
schiebung um 2 LE in positive y-Richtung. Dies trifft nur auf ​​G​ 3​​​ zu.

C ​​G​ 4​​​(grün)
​g: x ↦ ​x​​ 3​, ​D​ g​​ = ℝ​, durch Verschiebung um 1 LE in positive y-Richtung. Dies trifft 
nur auf ​​G​ 4​​​ zu.

D ​​G​ 5​​​(rot)
​g: x ↦ ​x​​ 3​, ​D​ g​​ = ℝ​, durch Verschiebung um 1 LE in positive x-Richtung sowie 
Verschiebung um 1 LE in positive y-Richtung. Dies trifft nur auf ​​G​ 5​​​ zu.

E ​​G​ 2​​​(blau)
​g: x ↦ ​x​​ 3​, ​D​ g​​ = ℝ​, durch Verschiebung um 1 LE in positive x-Richtung und 
Spiegelung an der x-Achse sowie Verschiebung um 1 LE in negative y-Richtung. 
Dies trifft nur auf ​​G​ 2​​​ zu.

K 4/5

	 	� Aus der Funktionsgleichung lassen sich die Koordinaten des Scheitels ablesen: ​S ​(– 1 | 3)​​.  
Die Funktion beschreibt also das linke Auge.

	 	� Rechtes Auge: ​y = – ​​(x – 1)​​​ 2​ + 3​

		  Mund (rot): ​y = ​ 1 __ 9 ​ ​x​​ 2​ – 1​

		  Gesicht (grün): ​y = –  ​ 1 __ 2 ​ ​x​​ 2​ + 5​

	 	� Der Graph ist im Vergleich zur Normalparabel mit dem Faktor ​​​|​​a​|​​​​ gestreckt. Für ​a < 0​ ist der Graph 
zusätzlich an der x-Achse gespiegelt. Der Parameter c gibt eine Verschiebung in x-Richtung an. 
Der Parameter d gibt eine Verschiebung in y-Richtung an.

K 1/4

K 4/5

K 4/6

Entdecken

	 	� �Parameter a: Streckung des Graphen mit dem Faktor |a| in y-Richtung. Für ​a < 0​ erfolgt zusätzlich 
eine Spiegelung an der x-Achse.

		  Parameter c: Verschiebung des Graphen in x-Richtung

		  Parameter d: Verschiebung des Graphen in y-Richtung

	 	� �Der Graph ist eine Gerade. 

		�  Der Parameter m gibt die Steigung der Geraden an. Für ​m > 0​ steigt die Gerade, für ​m < 0​ fällt sie.

		�  Der Parameter t gibt den y-Achsenabschnitt der Geraden an: Der Schnittpunkt des Graphen mit 
der y-Achse ist ​​S​ y​​ ​(0 | t)​​.

K 5/6

K 5/6

Nachgefragt

Aufgaben
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2	 a)	�​​ f​ 1​​(x) = x + 1​�
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Gf–2		​​  f​ 2​​(x) = 2x + 1​ 

		​​​  f​ –1​​(x) = – x + 1​​ 

		​​  f​ –2​​(x) = – 2x + 1​ 

		�  Je größer ​​​|​​a​|​​​​, desto größer ist die Steigung der Geraden.  
Für ​a < 0​ fällt die Gerade, für ​a > 0​ steigt sie.

	 b)	 Einsetzen der Koordinaten von ​N ​(4 | 0)​​:

		​  0 = a · 4 + 1 ⇔ – 1 = a · 4 ⇒ a = –  ​ 1 __ 4 ​​ 

	 c)	 Es gilt ​​f​ 1​​(x) = x + 1​.

		  Neuer Funktionsterm: ​​​f​ 1​ * ​(x) = ​(x – 3)​ + 1 – 4 ⇒ ​f​ 1​ * ​(x) = x – 6​​

		�  Die beiden Graphen sind parallel zueinander verlaufende Geraden (jeweils mit Steigung ​m = 1​).

3	 a)	� A 	� gehört zu 2 , da dies die einzige Funktion mit ​b = 1​ ist und damit keine Änderung der Perioden-
länge im Vergleich zur Sinusfunktion vorliegt.
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		  B 	 gehört zu 3 , da dies die einzige Funktion mit einer Periodenlänge von ​p = ​ 2π ___ 2 ​ = π​ ist.
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		  C 	 gehört zu 1 , da dies die einzige Funktion mit einer Periodenlänge von ​p = ​ 2π ___ 
​ 1 __ 4 ​

 ​ = 8π​ ist.
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	 b)	 Individuelle Lösungen
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1.3  Einfluss von Parameteränderungen im Funktionsterm

4 Veränderung des Parameters a:
​f(x) = ​f​ 2,2,1​​(x) = 2 · ​2​​ x​ + 1​

​g(x) = ​f​ 3,2,1​​(x) = 2 · ​3​​ x​ + 1​

​​h(x) = ​f​ ​ 1 __ 2 ​,2,1​​(x) = 2 · ​​(​ 1 __ 2 ​)​​​ 
x
​ + 1​​ 

Für ​a > 1​ gilt ​ ​  lim​ 
x → – ∞

​​f(x) = 0​ und ​​  lim​ 
x → + ∞

​​​f(x)​ = +  ∞​. 

Je größer a ist, desto schneller nähert sich der 
Graph der waagrechten Asymptote. 

Für ​0 < a < 1​ gilt ​​  lim​ 
x → – ∞

​​f(x) = +  ∞​ und ​​  lim​ 
x → + ∞

​​​f(x)​ = 0​. 

Der Graph zum Parameterwert ​​ 1 __ a ​​ ist im Vergleich 
zum Graphen mit dem Parameterwert a an der 
y-Achse gespiegelt.
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Veränderung des Parameters b:
​f(x) = ​f​ 2,–2,1​​(x) = – 2 · ​2​​ x​ + 1​

​g(x) = ​f​ 2,1,1​​(x) = 1 · ​2​​ x​ + 1​

​​h(x) = ​f​ 2,2,1​​(x) = 2 · ​2​​ x​ + 1​​ 

Der Parameter b bewirkt für ​b < 0​ eine Spiegelung 
an der Geraden ​y = d​ sowie eine Streckung des 

Graphen in x-Richtung mit dem Faktor ​​ 1 __ 
​| b |​

 ​​.
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Veränderung des Parameters d:
​f(x) = ​f​ 2,3,1​​(x) = 3 · ​2​​ x​ + 1​

​g(x) = ​f​ 2,3,2​​(x) = 3 · ​2​​ x​ + 2​

​​h(x) = ​f​ 2,3,–1​​(x) = 3 · ​2​​ x​ – 1​​ 

Der Parameter d bewirkt eine Verschiebung des 
Graphen um d Längeneinheiten in y-Richtung.  
Die Gerade mit ​y = d​ ist waagrechte Asymptote.
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	� Bezüglich der Reihenfolge der Parameter ist zu beachten, dass zunächst die Auswirkungen des 
Parameters b (insbesondere ggf. eine Spiegelung der x-Achse) berücksichtigt werden müssen und 
erst danach eine Verschiebung in y-Richtung vorgenommen werden darf.

5	 �Der Parameter c bewirkt eine Verschiebung des Graphen in y-Richtung. Wegen der angegebenen waag-
rechten Asymptote und ​​  lim​ 

x → – ∞
​​​2​​ x​ = 0​ gilt ​c = 2​.

	� Um den Wert von b zu ermitteln, werden die Koordinaten des Punktes P eingesetzt und die Gleichung 
nach b aufgelöst.

6	 �​f(x) = ​  1 ____ x + 3 ​ – 2​

	� Der Graph von f entsteht aus dem Graphen von g durch Verschiebung um 2 Längeneinheiten in 
negative y-Richtung und um 3 Längeneinheiten in negative x-Richtung.

	​​​ D​ f​​ = ℝ\{–3}​​; ​​W​ f​​ = ℝ\{–2}​; ​​  lim​ 
x → ± ∞

​​​f(x)​ = – 2​

	 senkrechte Asymptote ​x = – 3​, waagrechte Asymptote ​y = – 2​

	 Der Graph ist punktsymmetrisch bezüglich des Schnittpunkts der Asymptoten ​S ​(– 3 | – 2)​​.

K 4/6

K 5/6
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7 a)	​ g(x) = ​​(x – 3)​​​ 2​​

b)	​ h(x) = ​(– x – 1)​​ 2​ = ​(x + 1)​​ 2​​

c)	​ i(x) = ​ 1 __ 2 ​ ​​(x – 1)​​​ 2​ – 2​

d)	​ k(x)	= – 2 ​​(x – 1)​​​ 2​ = – ​​(​√ 
_

 2 ​)​​​ 
2
​ ​​(x – 1)​​​ 2​ ​

		​  = – ​​[​√ 
_

 2 ​​(x – 1)​]​​​ 
2
​​ 

	� Betrachtet man den angegebenen Funktions-
term ​k(x) = – 2 ​​(x – 1)​​​ 2​​, bewirkt der Faktor 2 
eine Streckung in y-Richtung.  
Betrachtet man den umgeformten Term 

	�​ k(x) = – ​​[​√ 
_

 2 ​​(x – 1)​]​​​ 
2
​​, bewirkt der Faktor ​​√ 

_
 2 ​​ eine 

Streckung in x-Richtung.
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8	 a)	 1 	​ g(x) = f(–x) + 1 = ​ 1 __ 4 ​ ​(–x)​​ 4​ – 2 ​(–x)​​ 2​ + 1 = ​ 1 __ 4 ​ ​x​​ 4​ – 2​x​​ 2​ + 1​

			�   Der Graph von g entsteht aus ​​G​ f​​​ durch Verschiebung um 1 LE in positive y-Richtung. Da ​​G​ f​​​ 
achsensymmetrisch bezüglich der y-Achse ist, bewirkt der Faktor ​– 1​ keine Veränderung des 
Graphen.

		  2 	​ g(x) = f​(​ 1 __ 2 ​​(x – 1)​)​ = ​ 1 __ 4 ​ · ​​(​ 1 __ 2 ​​(x – 1)​)​​​ 
4
​ – 2 ​​(​ 1 __ 2 ​​(x – 1)​)​​​ 

2
​ = ​ 1 ___ 64 ​ ​​(x – 1)​​​ 4​ – ​ 1 __ 2 ​ ​​(x – 1)​​​ 2​​

			�   Der Graph von g entsteht aus ​​G​ f​​​ durch Streckung mit dem Faktor 2 in x-Richtung und Ver
schiebung um 1 LE in positive x-Richtung.

		  3 	​ g(x) = – 3 · f​(x + 3)​ – 4 = – 3 · ​[​ 1 __ 4 ​​(x + 3)​4 – 2​(x + 3)​2]​ – 4 = –  ​ 3 __ 4 ​ ​​(x + 3)​​​ 4​ + 6 ​​(x + 3)​​​ 2​ – 4​

			�   Der Graph von g entsteht aus ​​G​ f​​​ durch Spiegelung an der x-Achse und Streckung mit dem 
Faktor 3 in y-Richtung sowie einer Verschiebung um 3 LE in negative x-Richtung und einer 
Verschiebung um 4 LE in negative y-Richtung.

	 b)	� Der Graph ​​G​ A​​​ entsteht aus dem Graphen ​​G​ f​​​ durch Spiegelung an der x-Achse und Streckung mit 
dem Faktor 0,5 in y-Richtung sowie einer Verschiebung um 2 LE in positive x-Richtung: 

		​  A(x) = – 0,5 · f​(x – 2)​​

		�  Der Graph ​​G​ B​​​ entsteht aus dem Graphen ​​G​ f​​​ durch Streckung mit dem Faktor 2 in x-Richtung 
und Verschiebung um 1 LE in positive y-Richtung: ​B(x) = f​(0,5x)​ + 1​.

9	 a)	 Ansatz über die Nullstellenform: ​f(x) = ax​(x – 5)​​(x – 10)​​

		  Einsetzen der Koordinaten von ​​​(​​1 | 2​)​​​​: ​2 = a · 1 · ​(1 – 5)​ · ​(1 – 10)​ ⇔ 2 = 36a ⇒ a = ​ 1 __ 18 ​​

		  Funktionsterm: ​​f(x) = ​ x __ 18 ​​(​​x – 5​)​​​(​​x – 10​)​​​​

	 b)	 Es gilt ​​g(x) = ​ 1 __ 18 ​ · ​(​x​​ 3​ – 25x)​ = ​ x __ 18 ​​(​x​​ 2​ – 25)​ = ​ x __ 18 ​​(​​x – 5​)​​​(​​x + 5​)​​​​.
		�  Die Nullstellen der Funktion g sind also –5, 0 und 5. Der Graph von f entsteht somit aus dem 

Graphen von g durch Verschiebung um 5 Längeneinheiten in positive x-Richtung.

	 c)	� g ist eine ganzrationale Funktion und ​g(x)​ enthält nur ungerade Exponenten. Daher ist der Graph 
von g punktsymmetrisch bezüglich des Koordinatenursprungs. Da der Graph von f aus dem 
Graphen von g durch Verschiebung um 5 Längeneinheiten in positive x-Richtung hervorgeht, ist 
auch das Symmetriezentrum um 5 Längeneinheiten in positive x-Richtung verschoben und der 
Graph ​​G​ f​​​ deshalb punktsymmetrisch bezüglich des Punktes P (5 | 0).

	 d)	 Die Bezugsachse ist die x-Achse, daher gilt ​d = 0​. 

		  Es gilt ​c = 0​, da die Sinuskurve nicht in x-Richtung verschoben wird.

		  Für die Periodenlänge von h gilt ​p = 10​. Daraus ergibt sich ​b = ​ 2π ___ p ​ = ​ 2π ___ 10 ​ = ​ π __ 5 ​​.

		  Somit erhält man ​h(x) = ​ 625π ____ 720 ​ · sin ​(​ π __ 5 ​ x)​​.

K 5/6
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10	 a)	 (Anmerkung: Es sind Abweichungen aufgrund von Ableseungenauigkeiten möglich.)

		  Januar 	 –3,0 °C

		  Februar	 –1,5 °C

		  März 	 +2,0 °C

		  April 	 +7,0 °C

		  Mai 	 +12,0 °C

		  Juni 	 +15,5 °C

		  Juli 	 +17,0 °C

		  August 	 +15,5 °C

		  September 	 +12,0 °C

		  Oktober 	 +7,5 °C

		  November 	 +2,0 °C

		  Dezember 	 –1,8 °C

	 b)	 |a| ist die halbe Differenz zwischen höchstem und niedrigstem Funktionswert: 

		​​  | a |​ = ​ 17 – ​(– 3)​
 _______ 2  ​ = ​ 20

 __ 2 ​ = 10; a = 10​

		  d entspricht dem arithmetischen Mittel des höchsten und niedrigsten Funktionswertes:

		​  d = ​ 17 + ​(– 3)​
 _______ 2  ​ = ​ 14

 ___ 2 ​ = 7​

		  Eine Periodenlänge entspricht 12 [Monaten]. Es gilt somit mit ​p = 12​:

		​  b = ​ 2π ___ p ​​  ​= ​ 2π ___ 12 ​ = ​ π __ 6 ​​

		�  c entspricht der Verschiebung in positive x-Richtung und lässt sich an der x-Koordinate des kleins-
ten im positiven Bereich der x-Achse liegenden Schnittpunkts der Geraden ​y = d​ mit dem Graphen 
ablesen. c ist dann die Gegenzahl dieses Wertes:

		​​  x​ Schnittpunkt​​ = 4, ​d. h. ​c = – 4​

		​  f(t) = 10 sin ​[​ π __ 6 ​​(t – 4)​]​ + 7​
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11	 a)	 Die Aussage ist falsch.

		�  Es gilt ​f(x) = ​2​​ –x+1​ = ​2​​ –​(​​x–1​)​​​​. Der Graph von f entsteht also aus dem Graphen von g durch Spiegelung 
an der y-Achse und anschließende Verschiebung um 1 LE in positive x-Richtung.

	 b)	� Die Aussage ist richtig, da die Sinuskurve punktsymmetrisch bezüglich des Koordinatenursprungs 
ist und daher ​sin(–x) = sin x​ gilt.

K 2/3
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12 a)	​ f(x) = – 2​x​​ 4​ + 8​x​​ 2​ – 6​

	� Der Graph ​​G​ f​​​ geht aus ​​G​ g​​​ durch 
Verschiebung um 6 LE in negative 
y-Richtung hervor.
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b)	�​​ G​ f​​​ geht aus ​​G​ g​​​ durch Verschiebung 
um 3 LE in positive x-Richtung, Spie-
gelung an der x-Achse, Streckung mit 
dem Faktor 4 in y-Richtung und um 
eine Verschiebung um 2 LE in positive 
y-Richtung hervor.
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c)	​ f(x)	= sin ​(4x – π)​ + 1 ​

		​  = sin ​[4​(x – ​ π __ 4 ​)​]​ + 1​

	�​​ G​ f​​​ geht aus ​​G​ g​​​ durch Streckung mit 
dem Faktor 0,25 in x-Richtung, Ver-
schiebung um ​​ π __ 4 ​​ in positive x-Richtung 
und Verschiebung um 1 LE in positive 
y-Richtung hervor.
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13	 a)	 Da die Vase 3 mm dick ist, muss für jedes ​​x ∈ ​[​​–7; 10​]​​ ​​ gelten:

		​  g(x) = f(x) – 0,3 = ​  1 ___ 400 ​ ​x​​ 3​ – ​ 3 __ 10 ​ x + 6 – 0,3 = ​  1 ___ 400 ​ ​x​​ 3​ – ​ 3 __ 10 ​ x + 5,7​

	 b)	 äußerer unterer Rand (blau): ​h(x) = – f(x) = –  ​  1 ___ 400 ​ ​x​​ 3​ + ​ 3 __ 10 ​ x – 6​

		  innerer unterer Rand (grün): ​​​​k(x) = – g(x) = –  ​  1 ___ 400 ​ ​x​​ 3​ + ​ 3 __ 10 ​ x – 5,7​

	 c)	 Das Zylindervolumen beträgt ​​V​ Zylinder​​ = G · h = π ​r​​ 2​ h = π · ​4​​ 2​ · ​(9 + 6,5)​ = 248π​.

		  Somit beträgt die Füllmenge des zu zwei Dritteln gefüllten Zylinders 

		​​  V​ gefüllt​​ = ​ 2 __ 3 ​ · 248π = ​ 496
 ___ 3  ​ π ≈ 519,4 [cm3] ≈ 0,5 ​[l]​​.

K4/6
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14	 a)	​ m ≥ 0​

	 b)	 Für ​m > 0​ gilt ​ ​  lim​ 
x → + ∞ 

​​​g​ m​​(x) = +  ∞​ und ​​  lim​ 
x → – ∞ 

​​​g​ m​​(x) = –  ∞​.

		  Für ​m < 0​ gilt ​​  lim​ 
x → + ∞ 

​​​g​ m​​(x) = –  ∞​ und ​​  lim​ 
x → – ∞ 

​​​g​ m​​(x) = +  ∞​.

	 c)	​​ g​ m​​(x) = 0 ⇔ 0 = mx + 2 ⇔ – 2 = mx​

		  1. Fall: ​m = 0​:	�Die Gleichung ​mx = – 2​ ist nicht lösbar, die Funktion ​​g​ 0​​​ hat keine Nullstelle.  
Die Gerade verläuft parallel zur x-Achse.

		  2. Fall: ​m ≠ 0:​	Nullstelle von ​​g​ m​​​ ist ​​x​ m​​ = –  ​ 2 __ m ​​.

	 d)	​ f(x) = ​g​ m​​(x) ⇔ ​​(x + 2)​​​ 2​ + 1 = mx + 2​

		​  ⇔ ​x​​ 2​ + 4x + 4 + 1 = mx + 2​

		​  ⇔ ​x​​ 2​ + ​(4 – m)​x + 3 = 0​

		  Für die Diskriminante gilt:

		​  D = ​​(4 – m)​​​ 2​ – 4 · 1 · 3 = 16 – 8m + ​m​​ 2​ – 12 = ​m​​ 2​ – 8m + 4​.

		  Die Gleichung ​f(x) = ​g​ m​​(x)​ hat genau eine Lösung für ​D = 0​: 

		​  ​​​​m​ 1/2​​ = ​ 8 ± ​√ 
___

  ​8​​ 2​ – 4 · 1 · 4 ​
  _____________ 2 · 1  ​ = ​ 8 ± ​√ 

_
 48 ​
 ______ 2  ​ = 4 ± 2 ​√ 

_
 3 ​ ⇒ ​m​ 1​​ = 4 – 2 ​√ 

_
 3 ​; ​m​ 2​​ = 4 + 2 ​√ 

_
 3 ​​

		  Es gilt: ​D = (m – ​m​ 1​​)(m – ​m​ 2​​) = ​[m – ​(4 + 2 ​√ 
_

 3 ​)​]​​[m – ​(4 – 2 ​√ 
_

 3 ​)​]​​

		  Die Gleichung ​f(x) = ​g​ m​​(x)​ hat zwei Lösungen für ​D > 0​. Dies ist der Fall, wenn …

		  •  beide Faktoren ​​(m – ​m​ 1​​)​​ und ​​(m – ​m​ 2​​)​​ positiv sind, m also größer ist als ​​m​ 2​​​.

		  •  beide Faktoren ​​(m – ​m​ 1​​)​​ und ​​(m – ​m​ 2​​)​​ negativ sind, m also kleiner ist als ​​m​ 1​​​.

		  Damit hat die Gleichung ​f(x) = ​g​ m​​(x)​ zwei Lösungen für ​​m ∈ ] – ∞; ​m​ 1​​[∪]  ​m​ 2​​; + ∞ [​​.

		  Die Gleichung ​f(x) = ​g​ m​​(x)​ hat keine Lösung für ​D < 0​, also für ​​m ∈ ] ​m​ 1​​; ​m​ 2​​[​​.

		  Die Kontrolle der Ergebnisse erfolgt in einer DMS mithilfe eines Schiebereglers. 

15	 a)	
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R = Radius in 
der Fassmitte

h = Fasshöhe

r = Radius an 
Boden und 
Deckel

	 b)	 Für die obere Mantellinie gilt ​b = 0,30​, da der Radius in der Mitte ​R = 0,30 m​ beträgt.

		  Mit ​f​(0,45)​ = 0,28​ folgt ​a · ​0,45​​ 2​ + 0,30 = 0,28 ⇔ ​ 81
 ___ 400 ​ a = – 0,02 ⇒ a = –  ​ 8 __ 81 ​​ . 

		  Damit gilt für die obere Mantellinie ​f(x) = –  ​ 8 __ 81 ​ ​x​​ 2​ + 0,30​ 

		  und für die untere Mantellinie ​g(x) = – f(x) = ​ 8 __ 81 ​ ​x​​ 2​ – 0,30​.

	 c)	​ V	= ​ π __ 15 ​ · 90 cm · [8 · ​(30 cm)​​ 2​ + 4 · 30 cm · 28 cm + 3 · ​(28 cm)​​ 2​​] 

			​   = 77 472 π c​m​​ 3​ ≈ 243 385,47 c​m​​ 3​ ≈ 243,4 l​

	 d)	 1 	� Wird der Radius in der Mitte des Fasses richtig beschrieben, so liegt der Punkt ​​(0 | 0,30)​​  
auf dem Graphen und es gilt: 

			​   ​​​​g​ k​​(0) = 0,3 ⇔ 0,35 – ​2,1​​ 0 – k​ = 0,3 ⇔ ​2,1​​ –k​ = 0,05​ 

			​   ⇒ – k = ​log​ 2,1 ​​​ 
1 __ 20 ​ ⇒ ​k​ 1​​ = ​log​ 2,1 ​​20 ≈ 4,04​

			​​   g​ 4,04​​(x) = 0,35 – ​2,1​​ x – 4,04​​

K 2/5
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		  2 	� Wird der Radius am Deckel des Fasses richtig beschrieben, so liegt der Punkt ​​(0,45 | 0,28)​​  
auf dem Graphen und es gilt: 

			​   ​​​​g​ k​​​(0,45)​ = 0,28 ⇔ 0,35 – ​2,1​​ 0,45 – k​ = 0,28 ⇔ ​2,1​​ 0,45 – k​ = 0,07 ​

			​   ⇒ 0,45 – k = ​log​ 2,1​​0,07 ​​⇒ ​k​ 2​​ = 0,45 – ​log​ 2,1​​0,07 ≈ 4,03​

			​   ​​​​g​ 4,03​​(x) = 0,35 – ​2,1​​ x – 4,03​​

	 e)	� Die beiden Parameterwerte ​​k​ 1​​​ und ​​k​ 2​​​ aus Teilaufgabe d) unterscheiden sich nur um rund 0,01. 

		�  Eine Funktion der Schar mit einem Parameterwert ​k ∈ [​k​ 1​​; ​k​ 2​​]​ modelliert den rechten oberen 
Fassrand daher gut. 

	 f)	� Der Graph von h geht aus dem von ​​g​ k​​​ durch Spiegelung an der y-Achse hervor: 

		​  h(x) = 0,35 – ​2,1​​ –x – k​​
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16	 a)	 Es gilt ​​f​ k,n​​(–x) = k(–x) – kn​(–x)​​ 3​ = – kx + kn​x​​ 3​ = – ​(kx – kn ​x​​ 3​)​ = – ​f​ k,n​​(x)​ für alle ​x ∈ ℝ​.

	 b)	 Es gilt ​​f​ k,n​​(0) = k · 0 – kn · ​0​​ 3​ = 0​ unabhängig von k und n.

	 c)	​​ f​ k,n​​(x) = 0 ⇔ kx – kn​x​​ 3​ = 0 ⇔ kx​(1 – n​x​​ 2​)​ = 0 ⇒ ​x​ 1​​ = 0​ ist unabhängig von k und n Nullstelle.

		  Für weitere Nullstellen gilt: ​1 – n​x​​ 2​ = 0 ⇔ n​x​​ 2​ = 1​

		  keine Lösung für​ n < 0​

		  zwei Lösungen für​ n > 0:  ​x​ 2/3​​ = ± ​√ 
_

 ​ 1 __ n ​ ​​ 

		�  Insgesamt gilt: Die Funktion ​​f​ k,n​​​ hat unabhängig von k für ​n < 0​ genau eine Nullstelle ​​x​ 1​​ = 0​ 

		  und für ​n > 0​ drei Nullstellen ​​x​ 1​​ = 0​ und ​​x​ 2/3​​ = ± ​√ 
_

 ​ 1 __ n ​ ​​.

	 d)	 Das Verhalten des Graphen für betragsgroße Werte von x wird bestimmt von dem Term ​– kn ​x​​ 3​​.

		  Haben n und k das gleiche Vorzeichen, ist also ​kn > 0​, so gilt:

		​​    lim​ 
x → + ∞ 

​​​f​ k,n​​(x) = –  ∞​ und ​​  lim​ 
x → – ∞ 

​​​f​ k,n​​(x) = +  ∞.​

		  Haben n und k verschiedene Vorzeichen, ist also ​kn < 0​, so gilt:

		​​    lim​ 
x → + ∞ 

​​​f​ k,n​​(0) = +  ∞​ und ​​  lim​ 
x → – ∞ 

​​​f​ k,n​​(x) = –  ∞​.

	 e)	
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1.4  Stetigkeit von Funktionen

1	 A , C  und E : Die Funktionen sind jeweils an der Stelle ​​x​ 0​​​ stetig.

	 B , D  und F : Die Funktionen sind jeweils an der Stelle ​​x​ 0​​​ nicht stetig.

2 a)	� Die Funktion f ist stetig an der Stelle ​​x​ 0​​ = 1​ 
und damit auf ganz ​ℝ​.
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b)	� Die Funktion g ist nicht stetig an der Stelle ​​
x​ 0​​ = 6​.
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c)	� Die Funktion h ist nicht stetig an der Stelle ​​
x​ 0​​ = 3​.
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d)	� Die Funktion k ist nicht stetig an der Stelle ​​
x​ 0​​ = – 1​.
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	 	 Individuelle Lösungen, z. B.:
		  • � Ein Funktionsgraph besitzt eine Sprungstelle ​​x​ 0​​ ∈ ​D​ f​​​, wenn man ihn nicht in einem Zug durch-

zeichnen kann.
		  • � Ein Funktionsgraph besitzt eine Sprungstelle, wenn der Grenzwert der Funktion an einer Stelle ​​

x​ 0​​ ∈ ​D​ f​​​ von links angenähert nicht dem Grenzwert von rechts entspricht. 

	 	� ​f​(8)​ = g​(8)​ ⇔ –  ​ 25
 __ 8 ​ · ​8​​ 2​ + 1500 = m · 8 + 1700 ⇔ – 400 = 8m ⇒ m = – 50​ 

		�  Für eine sinnvolle Modellierung ist dies notwendig, weil die Höhe des Skydivers zum Zeitpunkt  
​t = 8 s​ keinen Sprung macht.

K 3/6

K 5/6

Entdecken

	 	� �Alle ganzrationalen Funktionen sind stetig auf ​ℝ​, da man den Graphen jeder ganzrationalen 
Funktion an jeder Stelle ​​x​ 0​​ ∈ ℝ​ ohne den Stift abzusetzen in einem Zug zeichnen kann.

	 	� �An allen Stellen, an denen eine gebrochen-rationale Funktion definiert ist, lässt sich ihr Graph 
ohne den Stift abzusetzen in einem Zug zeichnen. Daher ist jede gebrochen-rationale Funktion 
in ihrer Definitionsmenge stetig.

K 1/6
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3	 �Jedem Wert wird sein ganzzahliger Vorgänger zugeordnet. Die Funktion ist nicht stetig in ​ℝ​, da man 
ihren Graphen an jeder Stelle ​x ∈ ℤ​ nicht ohne den Stift abzusetzen in einem Zug zeichnen kann. 

4	 a)	� Die Aussage ist wahr, da man den Graphen der Funktion f ohne den Stift abzusetzen in einem Zug 
zeichnen kann.

	 b)	� Die Aussage ist falsch. Die Funktion f ist für alle ​x ∈ ​D​ f​​​ stetig, da man ihren Graphen ohne den Stift 
abzusetzen in einem Zug zeichnen kann.

	 c)	� Die Aussage ist falsch, da ​​  1 ____ 2 – 4 ​ + 0,5 = –  ​ 1 __ 2 ​ + 0,5 = 0​, aber ​2​​(4 – 4)​​​ 2​ – 1 = 0 – 1 = – 1 ≠ 0​ gilt. 

		  Somit kann man den Graphen von f nicht ohne den Stift abzusetzen in einem Zug zeichnen. 

5 a)	� Damit die Funktion an der Stelle ​​x​ 0​​ = 2​ stetig 
ist, muss gelten:

	​ 4 · 2 + 1 = – 2 + k ⇔ 9 = – 2 + k ⇒ k = 11​
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b)	� Damit die Funktion an der Stelle ​​x​ 0​​ = 1​ stetig 
ist, muss gelten:

	​​  1 __ 2 ​ k · ​1​​ 2​ + 1 = ​ 3 __ 1 ​ + 6 ⇔ ​ 1 __ 2 ​ k + 1 = 9 ​​⇒ k = 16​
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c)	� Damit die Funktion an der Stelle ​​x​ 0​​ = 6​ stetig 
ist, muss gelten:

	​​   1 ____ 6 – k ​ – 2 = 3 · sin ​(2 · 6)​

	​​ ⇔ ​  1 ____ 6 – k ​ = 3 sin ​(12)​ + 2 

	 ⇔ 6 – k = ​  1 _________ 3 sin ​(12)​ + 2 ​ 

	 ⇒ k = 6 – ​  1 _________ 3 sin ​(12)​ + 2 ​ ≈ 3,44​
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d)	� Damit die Funktion an der Stelle ​​x​ 0​​ = – 1​ 
stetig ist, muss gelten:

	​​ 2​​ –​(–1)​​ + 4 = 0,5k ​​(​(– 1)​ – 2)​​​ 2​ 

	 ⇔ 6 = 0,5k​​(– 3)​​​ 2​ 

	 ⇔ 12 = 9k 

	 ⇒ k = ​ 12 __ 9 ​ = ​ 4 __ 3 ​​
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1.4  Stetigkeit von Funktionen

6	 a)	� Die Funktion ist stetig an der Stelle ​​x​ 0​​ = 0​, da ​f​(0)​ = 0,0009 · ​0​​ 4​ – 0,15 · ​0​​ 2​ + 7 = 7​ gilt.

		

1
0

0

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11–4 –3 –2 –1
–1

y

8

7

6

5

4

3

2

1

x

h

	 b)	� Es gilt näherungsweise ​h = 7 – 0,75 = 6,25​.  
Damit beträgt der Höhenunterschied ca. ​6,25 · 100 m = 625 m​.

7	 a)	 Es gilt ​h​(6)​ = 0,05 · ​6​​ 4​ – 0,8 · ​6​​ 3​ + 4,4 · ​6​​ 2​ – 9,6 · 6 + 8,7 = 1,5​ 

		  und ​​​ 1 __ 20 ​ ​​(6 – 6)​​​ 2​ · ​​(6 – 11)​​​ 2​ + 1,5 = 1,5 = h(6)​​.

		  Daher ist die Funktion h an der Stelle ​​x​ 0​​ = 6​ stetig, der Übergang erfolgt also sprungfrei.

	 b)	
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		  Für die gesuchte Höhe gilt näherungsweise ​​d = 3,5 – 1,5 = 2 ​[​​m​]​​​​.

	 c)	 1 	​ s(x)	= – 0,3​x​​ 2​ + 5,4x – 20,7 = ​(– 0,3)​ · ​(​x​​ 2​ – 18x + 69)​​

				​    = – 0,3 · ​[​(​x​​ 2​ – 18x + 81)​ – 81 + 69]​ = – 0,3 · ​​(x – 9)​​​ 2​ + 3,6​

			   Der Graph der Funktion s ist eine Parabel mit Scheitel ​S ​(9 | 3,6)​​. 
			   Die maximale Flughöhe der Snowboarderin beträgt somit ​​3,6 – 1,5 = 2,1 ​[​​m​]​​​​.
		  2 	 Berechnung des Auftreffortes: 

			​   s(x) = 1,5 ⇔ – 0,3​x​​ 2​ + 5,4x – 20,7 = 1,5 ⇔ – 0,3​x​​ 2​ + 5,4x – 22,2 = 0 

			   ⇒ ​x​ 1/2​​ = ​ 
– 5,4 ± ​√ 

_____
  ​5,4​​ 2​ – 4 · ​(– 0,3)​​(– 22,2)​ ​
   _______________________  2 · ​(– 0,3)​

  ​ = ​ 
– 5,4 ± ​√ 

_
 2,52 ​
 __________ – 0,6  ​ = ​ 

– 5,4 ± ​ 3 ​√ 
_

 7 ​
 ____ 5  ​
 ________ – 0,6  ​ 

			   ⇒ ​x​ 1​​ = 9 – ​√ 
_

 7 ​ ≈ 6,35 < 8; ​x​ 2​​ = 9 + ​√ 
_

 7 ​ ≈ 11,65 > 8​

			   Die Sprungweite beträgt somit ​​9 + ​√ 
_

 7 ​ – 8 ≈ 11,65 – 8 = 3,65 [m]​​
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1.4  Stetigkeit von Funktionen

	 d)	� Da auf einer Länge von 6 m drei Wellen sind, folgt ​p = ​ 6 __ 3 ​ = 2​. Da ​b = ​ 2π ___ p ​​ gilt, ist ​b = ​ 2π ___ 2 ​ = π​.

		  Da die Wellen 1 m hoch sein sollen, ergibt sich für die Amplitude ​a = 0,5​.

		​  ⇒ g(x) = – 0,5 cos (π x) + 1,5​

8	 a)	 •	 Beispiel für eine an der Stelle ​​x​ 0​​​ stetige Funktion:

			   Die Funktion f mit ​f(x) = ​ 1 __ 4 ​ ​x​​ 2​, ​D​ f​​ = ℝ​, ist an der Stelle ​​x​ 0​​ = 2​ stetig.

			   Begründung: Wählt man eine beliebige positive Zahl ​ε​, so gibt es eine positive Zahl ​δ​, für die gilt: 

			   Für alle Werte von ​x ∈ ​[2 – δ; 2 + δ]​​ ist ​f(x) ∈ ​[f​(2)​ – ε; f​(2)​ + ε]​​. 
			�   D. h.: Liegt ein x-Wert nahe genug bei 2, so liegt auch der zugehörige Funktionswert beliebig 

nahe bei ​f​(2)​​.

			�   Da man ​ε​ beliebig klein (positiv) wählen kann, bedeutet dies, dass der Graph an der Stelle ​​x​ 0​​ = 2​ 
keinen Sprung macht. Die Funktion ist also an der Stelle 2 stetig. 
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		  •	 Beispiel für eine an der Stelle ​​x​ 0​​​ nicht stetige Funktion:

			   Die Funktion ​f : x ↦ ​{​
1 für x ≤ 2

​ 
2,5 für x > 2

​​​ ist an der Stelle ​​x​ 0​​ = 2​ nicht stetig.

			�   Begründung: Wählt man z. B. ​ε = 0,5​, so gilt für alle ​x > 2​, dass sich der zugehörige Funktionswert 
(​f(x) = 2,5​) um mehr als ​ε​ von ​​f​(​​2​)​​ = 1​​ unterscheidet. 

			   Man kann also zu ​ε = 0,5​ keinen Wert ​δ​ mit der angegebenen Eigenschaft finden. 

			   Der Graph von f hat an der Stelle ​​x​ 0​​ = 2​ eine Sprungstelle.
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	 b)	� Zunächst wird eine beliebige positive Zahl ​ε​ und eine Stelle ​​x​ 0​​ ∈ ℝ​ festgelegt. Dann wird eine 
positive Zahl ​δ​ angegeben, in diesem Fall gilt ​δ = ε​. Für diese Zahl ​δ​ wird die in Teilaufgabe a) 
genannte Bedingung nachgerechnet: 

		​​  | f(x) – f(​x​ 0​​) |​ = ... = ​| x – ​x​ 0​​ |​​. 
		  Es gilt daher ​​| f(x) – f​(x0)​ |​ < ε ⇔ ​| x – ​x​ 0​​ |​ < δ.​

		  Sei ​ε > 0​ und ​​x​ 0​​ ∈ ℝ​ beliebig. Dann gilt für ​0 < δ = ε​, dass für alle ​x ∈ ℝ​ mit ​​| x – ​x​ 0​​ |​ < δ​ gilt: 

		​​  | h​(x)​ – h(​x​ 0​​) |​ = ​| x – 3 – ​(​x​ 0​​ – 3)​ |​ = ​| x – ​x​ 0​​ |​ < δ = ε​.
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1.4  Stetigkeit von Funktionen

9	 a) ​​D​ f​​ = ℝ\{0}​

	 b)	
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		�  Bei Annäherung von links wie von rechts an ​​x​ 0​​ = 0​ nähern sich die Funktionswerte ​1​ an. 

		  Dies liegt daran, dass für betragsmäßig kleines x gilt ​x ≈ sin x​ und daher ​​ sin x
 ____ x  ​ ≈ 1​. 

		  Es gibt also keine Asymptote, sondern lediglich ein „Loch“ im Graphen bei ​​x​ 0​​ = 0​.

	 c)	 Mögliche Lösung:

		�  Gilt an einer Definitionslücke ​​x​ 0​​​ einer Funktion, dass ​​ lim​ 
x → ​x​ 0​ – ​

​​​f​(​​x​)​​​ = ​ lim​ 
x → ​x​ 0​ + ​

​​​f​(​​x​)​​​ = a​ mit einer reellen Zahl a, 

dann hat der Graph von f ein „Loch“ mit den Koordinaten ​​(​x​ 0​​ | a)​​ und die Funktion f lässt sich stetig 
fortsetzen.

		  Stetige Fortsetzung von f: ​​f​​ *​(x) = ​{​
f(x) für x ≠ ​x​ 0​​

​  
a für x = ​x​ 0​​

 ​​​  

	 d)	 1 	​​ g​​ *​(x) = x – 3, ​D​ ​g​​ *​​​ = ℝ​

		  2 	​ g(x) = ​ ​x​​ 2​ – 1 _____ x + 1 ​ = ​ ​
(​​x + 1​)​​​(​​x – 1​)​​

 _________ x + 1  ​​; ​​g​​ *​(x) = x – 1, ​D​ ​g​​ *​​​ = ℝ​

K 2/5



51

1

Schulbuchseite 33

1.4  Stetigkeit von Funktionen

Einkommensteuer in Deutschland
	 Individuelle Recherche:

	 Mögliche Einkünfte: vom Arbeitgeber ausgezahlter Lohn, Kapitalerträge, Mieteinkünfte

	 Mögliche Freibeträge: Kinderfreibetrag, Freibetrag bei der Kapitalertragsteuer

	 Da der Freibetrag über 8000 € liegt, muss die Person keine Einkommensteuer zahlen. 

	� Da bei 9984 € ein Sprung zwischen 0 % und 14 % Steuersatz besteht, lässt sich der Sachverhalt 
nicht mithilfe einer stetigen Funktion modellieren.

	 1 	Der Steuersatz für 40 000 € beträgt 34 %. 

		  Damit ergibt sich eine Einkommensteuer von ​40 000 € · 34 % = 13 600 €​.

	 2 	Der Steuersatz für 80 000 € beträgt 42 %. 

		  Damit ergibt sich eine Einkommensteuer von ​80 000 € · 42 % = 33 600 €​. 

	� Für ​0 ≤ x ≤ 9984​ gilt ​​f​ 1​​(x) = 0​.

	 Für ​9985 ≤ x ≤ 14 926​ gilt ​​f​ 2​​(x) = mx + t​.

		​  m = ​  24 – 14
 ___________ 14 926 – 9985 ​ = ​  10

 ____ 4941 ​​; ​​f​ 2​​(x) = ​  10
 ____ 4941 ​ x + t​

		  Einsetzen von ​​(9985 | 14)​​: ​14 = ​  10
 ____ 4941 ​ · 9985 + t ⇒ t ≈ – 6,2​

		​​  f​ 2​​(x) = ​  10
 ____ 4941 ​ x – 6,2​

	 Für ​14 927 ≤ x ≤ 58 596​ gilt ​​f​ 3​​(x) = mx + t​.

		​  m = ​  42 – 24
 ____________  58 596 – 14 927 ​ = ​  18

 _____ 43 669 ​​; ​​f​ 3​​(x) = ​  18
 _____ 43 669 ​ x + t​

		  Einsetzen von ​​(58 596 | 42)​​: ​42 = ​  18
 _____ 43 669 ​ · 58 596 + t ⇒ t ≈ 17,8​

		​​  f​ 3​​(x) = ​  18
 _____ 43 669 ​ x + 17,8​

	

  f(x) =  

⎧

 

⎪
 ⎨ 

⎪
 

⎩

  

≤ x ≤ 9984für

 

  10 ____
4941   ≤ x ≤ 14 926für

   18 _____
43 669   ≤ x ≤ 58 596für  

≤ x ≤ 277 825für

 

≤   277 826für

    

0

 x – 6,2 

 x + 17,8 
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x
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1 a)	� f ist eine quadratische Funktion; ihr Graph ist 
eine nach oben geöffnete Parabel.

	 1 	� Definitionsmenge: ​​D​ f​​ = ℝ​ 

	 2 	� Der Graph besitzt keine Symmetrie 
bezüglich des Koordinatensystems,  
da ​f(x) = ​(x – 1)​​(x + 3)​ = ​x​​ 2​ + 2x – 3​ 
sowohl gerade als auch ungerade Expo-
nenten besitzt.

	 3 	� Schnittpunkte mit den Koordinaten
achsen:

		�  Schnittpunkt mit der y-Achse: 
		​  f​(0)​ = – 3; ​S​ y​​ ​(0 | – 3)​​

		  Schnittpunkte mit der x-Achse: 
		​  f(x) = 0 ⇒ ​x​ 1​​ = – 3​; ​​x​ 2​​ = 1; 

		​  N​ 1​​​(– 3 | 0)​; ​N​ 2​​​(1 | 0)​​

	 4 	� Die Funktion f divergiert für betragsgroße 
Werte von x; es gilt ​​  lim​ 

x → ± ∞
​​f(x) = +  ∞​. 

	 5 	�​​ G​ f​​​ ist monoton fallend in ​​​]​​ – ∞; – 1​]​​​​ und 
monoton steigend in ​​​[​​ –1; +  ∞ ​[​​​​.

	 6 	� Wertemenge: ​​​W​ f​​ = [ –4; +  ∞ [​​

	 7 	� Der Scheitel ist ein Tiefpunkt:

		​​​  x​ S​​ = ​ 
​x​ 1​​ + ​x​ 2​​

 _____ 2  ​ = ​ – 3 + 1
 _____ 2  ​ = – 1​ 

		  y​ S​​ = f(​x​ S​​) = ​(– 1 – 1)​ · ​(– 1 + 3)​ = – 4 

		  ⇒ S (–1 | –4)​​ 
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a)	 �f ist eine quadratische Funktion. Der Graph 
ist eine nach oben geöffnete Parabel mit 
Scheitel ​S ​(5 | 2)​​.

	 1 	� Definitionsmenge: ​​D​ f​​ = ℝ​

	 2 	�​​ G​ f​​​ besitzt keine Symmetrie bezüglich des 
Koordinatensystems, da für den Scheitel 
gilt ​​x​ S​​ = 5​.

	 3 	� Schnittpunkte mit den Koordinaten
achsen:

		  Schnittpunkt mit der y-Achse:

		​  f​(0)​ = ​​(0 – 5)​​​ 2​ + 2 = 25 + 2 = 27; ​S​ y​​​(0 | 27)​​ 
		�  Schnittpunkte mit der x-Achse: ​​G​ f​​​ ist eine 

nach oben geöffnete Parabel mit ​​y​ S​​ = 2​ 
und hat daher keine Schnittpunkte mit 
der x-Achse.

	 4 	� Es gilt ​​  lim​ 
x → ± ∞

​​​f(x)​ = +  ∞​, f divergiert.

	 5 	�​​ G​ f​​​ ist monoton fallend im Intervall  
​​​]​​ – ∞; 5​]​​​​ und monoton steigend im 
Intervall ​​​[​​5; +  ∞ ​[​​​​

	 6 	� Wertemenge: ​​​W​ f​​ = [2; +  ∞ [​​

	 7 	� Der Scheitel ​S ​(5 | 2)​​ ist der Tiefpunkt.
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b)	 f ist eine Exponentialfunktion.

	 1 	� Definitionsmenge: ​​D​ f​​ = ℝ​ 

	 2 	� Der Graph besitzt keine Symmetrie be
züglich des Koordinatensystems.

	 3 	� Schnittpunkte mit den Koordinaten
achsen:

		  Schnittpunkt mit der y-Achse:

		​  f(0) = 5 – ​3​​ 0​ = 5 – 1 = 4; ​S​ y​​ ​(0 | 4)​​

		  Schnittpunkte mit der x-Achse:

		​  f(x) = 0 ⇔ 5 – ​3​​ x​ = 0 ⇔ 5 = ​3​​ x​ ​

		​  ⇔ x = ​log​ 3​​ 5; ​​N (​log​ 3​​ 5 | 0)​. 

	 4 	� Es gilt ​​  lim​ 
x → – ∞

​​f(x) = 5​ und ​​  lim​ 
x → + ∞

​​f(x) = –  ∞​. 

		�​​  G​ f​​​ besitzt für ​x → – ∞​ die waagerechte 
Asymptote ​y = 5​.

	 5 	�​​ G​ f​​​ ist monoton fallend in ​ℝ​.

	 6 	� Wertemenge: ​​​W​ f​​ = ] – ∞; 5 ]​​

b)	� f ist eine Sinusfunktion. ​​G​ f​​​ ist periodisch mit 

Periodenlänge ​p = ​ 2π ___ 4 ​ = ​ π __ 2 ​.​

	 1 	� Definitionsmenge: ​​D​ f​​ = ℝ​

	 2 	�​ f(–x) = 0,5 · sin ​​(4 · ​(​​ – x)​​)​​​ ​
		�​  = – 0,5 · sin ​(4x)​ = – f​(x)​; ​G​ f​​​ ist punkt

symmetrisch bezüglich des Koordinaten
ursprungs.

	 3 	� Schnittpunkte mit den Koordinaten
achsen:

		  Schnittpunkt mit der y-Achse: 

		​  f​(0)​ = 0,5 · sin ​(4 · 0)​ = 0; ​S​ y​​ ​(0 | 0)​​

		  Schnittpunkte mit der x-Achse: 

		​  f​(x)​ = 0​ ​⇔ sin (4x) = 0 ​

		​  ⇒ ​x​ k​​ = ​ kπ __ 4 ​​; ​​N​ k​​​(​ kπ __ 4 ​  | 0)​​ 

		  für alle ​k ∈ ℤ​

	 5 	�​​ G​ f​​​ ist monoton wachsend z. B. in ​​[–  ​ π __ 8 ​; ​ π __ 8 ​]​​ 

und monoton fallend z. B. in ​​[​ π __ 8 ​; ​ 3π ___ 8 ​]​​.

	 6 	� Wertemenge: ​​W​ f​​ = ​[ – 0,5; 0,5 ]​​
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c)	 f ist eine gebrochen-rationale Funktion.

	 1 	� Definitionsmenge: ​​D​ f​​ = ℝ \ ​{1}​​

	 2 	�​ f(–x) = –  ​  2 _____ – x – 1 ​ = –  ​  2 ______ – ​(x + 1)​ ​ = ​  2 ____ x + 1 ​ ​{​ 
​ ≠ f(x)​

​   
​  ≠ f(–x)​

​​​

		�​​  G​ f​​​ besitzt keine Symmetrie bezüglich des 
Koordinatensystems.

	 3 	� Schnittpunkte mit den Koordinaten
achsen:

		�  Schnittpunkt mit der y-Achse:

		​  f​(0)​ = –  ​  2 ____ 0 – 1 ​ = 2; ​S​ y​​ ​(0 | 2)​​

		�  Schnittpunkte mit der x-Achse: 

		�​  f(x) = 0 ⇔ – 2 = 0​ ist nicht lösbar;  
​​G​ f​​​ besitzt keine Nullstelle.

	 4 	� Asymptoten: 
senkrechte Asymptote:	​ x = 1​

		�  waagrechte Asymptote:	​y = 0​, da​ c = 0 ​
ist.

	 5 	�​​ G​ f​​​ ist monoton steigend in ​​​]​​ – ∞; 1 ​[​​​​ und  
in ​​​]​​ 1; + ∞ ​[​​​​.

	 6 	� Wertemenge: ​​W​ f​​ = ℝ \ {0}​
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c)	� f ist eine ganzrationale Funktion vierten 
Grades.

	 1 	� Definitionsmenge: ​​D​ f​​ = ℝ​

	 2 	�​ f(–x)	= ​(–x)​​ 4​ + 5 ​(–x)​​ 2​ – 6 = ​x​​ 4​ + 5 ​x​​ 2​ – 6​ 

			   = f(x)

		�​​  G​ f​​​ ist achsensymmetrisch bezüglich der 
y-Achse.

	 3 	� Schnittpunkte mit den Koordinaten
achsen:

		�  Schnittpunkt mit der y-Achse: 

		​​  f(0) = ​0​​ 4​ – 5 · ​0​​ 2​ – 6 = – 6; ​S​ y​​ (0 | –6)​​. 

		  Schnittpunkte mit der x-Achse: 

		​  f(x) = 0 ⇔ ​x​​ 4​ + 5 ​x​​ 2​ – 6 = 0​

		  Substitution:
		​  u	= ​x​​ 2​​: ​​u​​ 2​ + 5u – 6 = 0 ​

		​  ⇔ ​(u – 1)​​(u + 6)​ = 0 

		  ⇒ ​u​ 1​​ = 1, ​u​ 2​​ = – 6 ​

		  Resubstitution:
		​  u = ​x​​ 2​ : ​u​ 1​​ = 1 ⇒ ​x​ 1/2​​ = ± 1 ⇒ ​x​ 1​​ = – 1; 

		​  x​ 2​​ = 1; ​N​ 1​​ ​(– 1 | 0)​; ​N​ 2​​ ​(1 | 0)​​

		​​  u​ 2​​ = – 6 = ​x​​ 2​​ ist nicht lösbar.

	 4 	� Es gilt ​​  lim​ 
x → ± ∞

​​ ​f(x)​ = +  ∞; f​ divergiert.

	 5 	�​​ G​ f​​​ ist monoton fallend in ​​​]​​ – ∞; 0 ​]​​​​ und 
monoton steigend in ​​​[​​ 0; +  ∞ ​[​​​​.

	 6 	� Wertemenge: ​​​W​ f​​ = [–6; +  ∞ [​​
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d)	� f ist eine Sinusfunktion. ​​G​ f​​​ ist periodisch mit 

Periodenlänge ​p = ​ 2π ___ 0,5 ​ = 4π.​

	 1 	� Definitionsmenge: ​​D​ f​​ = ℝ​

	 2 	�​ f(–x) = sin ​​(0,5 · ​(​​–x)​​)​​​ = – sin ​(0,5x)​ = – f(x); 

		�​  G​ f​​​ ist punktsymmetrisch bezüglich des 
Koordinatenursprungs.

	 3 	� Schnittpunkte mit den Koordinaten
achsen:

		  Schnittpunkt mit der y-Achse: 

		​  f(0) = sin (0,5 · 0) = 0; ​S​ y​​ ​(0 |  0)​​

		  Schnittpunkte mit der x-Achse: 

		​  f(x) = 0 ⇔ sin ​(0,5x)​ = 0 ⇒ ​x​ k​​ = 2kπ​; 

		​​  N​ k​​ ​(2kπ  | 0)​​ für alle ​k ∈ ℤ​

	 5 	�​​ G​ f​​​ ist monoton wachsend z. B. in [​– π; π​ ] 
und monoton fallend z. B. in ​​[ π; 3π ]​​.

	 6 	� Wertemenge: ​​W​ f​​ = ​[ – 1; 1]​​

links:

d)	 f ist eine gebrochen-rationale Funktion.

	 1 	�​​ D​ f​​ = ℝ \ {1}​

	 2 	�​ f(–x)	= –  ​  4
 ______ 1 – ​(– x)​ ​ + 5 ​

			​   = –  ​  4 ____ 1 + x ​ + 5 ​{​
​≠ f​(​​x​)​​​

​ 
​≠ f​(​​ – x​)​​​

​​​

		�​​  G​ f​​​ besitzt keine Symmetrie bezüglich des 
Koordinatensystems.

	 3 	� Schnittpunkte mit den Koordinaten
achsen:

		  Schnittpunkt mit der y-Achse: 

		​  f(0) = –  ​  4
 ____ 1 – 0 ​ + 5 = – 4 + 5 = 1; ​S​ y​​ ​(0 | 1)​​ 

		  Schnittpunkt mit der x-Achse: 

		​  f(x) = 0 ⇔ – ​  4
 ____ 1 – x ​ + 5 = 0 ⇔ 5 = ​  4

 ____ 1 – x ​ ​

		​  ⇔ 5 – 5x = 4 ⇔ 1 = 5x ⇒ x = ​ 1 __ 5 ​; N ​(​ 1 __ 5 ​ | 0)​​

	 4 	� Asymptoten: 
senkrechte Asymptote:	​ x = 1​

		  waagrechte Asymptote:	​y = 5​, 

		  da ​​  lim​ 
x → ± ∞

​​​ f(x)​ = 5​ gilt.

	 5 	�​​ G​ f​​​ ist monoton fallend in den Intervallen ​​​
]​​ – ∞; 1 ​[​​​​ und ​​​]​​ 1; +  ∞ ​[​​​​.

	 6 	� Wertemenge: ​​W​ f​​ = ℝ \ {5}​
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2 GA	� f ist eine ganzrationale Funktion dritten 
Grades, deren Graph im Vergleich zu dem 
der Funktion ​g: x ↦ ​x​​ 3​, ​D​ g​​ = ℝ​, um 1 Längen
einheit in negative y-Richtung verschoben 
ist: ​f(x) = a​x​​ 3​ – 1​. 
Einsetzen der Koordinaten von (​1 | 0): ​

	​ 0 = a · ​1​​ 3​ – 1 ⇔ 0 = a – 1 ⇒ a = 1​
	​ f(x) = ​x​​ 3​ – 1​ 
GB	� f ist eine gebrochen-rationale Funktion: 

	​ f(x) = ​  a
 ____ x – b ​ + c​

	​​ G​ f​​​ hat die waagrechte Asymptote 

	​ y = 1 ⇒ c = 1​

	​​ G​ f​​​ hat die senkrechte Asymptote 

	​ x = 0 ⇒ b = 0​

	 Einsetzen der Koordinaten von B ​​(3 | 2)​​: 

	​ 2 = ​  a
 ____ 3 – 0 ​ + 1 ⇔ 1 = ​ a __ 3 ​ ⇒ a = 3​

	​ f(x) = ​ 3 __ x ​ + 1​ 

GC	� f ist eine Exponentialfunktion: ​f​(x)​ = b · ​a​​ x​ + d​

	​​ G​ f​​​ hat die waagerechte Asymptote

	​ y = – 1 ⇒ d = – 1​

	 Einsetzen der Koordinaten von (0 | 0):

	​ 0 = b · ​a​​ 0​ – 1 ⇔ 0 = b – 1 ⇒ b = 1​

	� Einsetzen der Koordinaten von ​C ​(– 1 | 1)​​: 

	​ 1 = 1 · ​a​​ –1​ – 1 ⇔ 2 = ​ 1 __ a ​ ⇒ a = ​ 1 __ 2 ​​

	​ f(x) = ​​(​ 1 __ 2 ​)​​​ 
x
​ – 1​

GA	� f ist eine ganzrationale Funktion vierten 
Grades mit den Nullstellen: ​​x​ 1​​ = 0​ (doppelte 
Nullstelle), ​​x​ 2​​ = – 2​ und ​​x​ 3​​ = 2​ (jeweils ein
fache Nullstellen).

	 Ansatz über die Nullstellenform: 
	​ f(x) = a ​x​​ 2​​(x + 2)​​(x – 2)​​
	 Einsetzen der Koordinaten von ​A ​(1 | – 3)​​: 
	​ – 3 = a · ​1​​ 2​ · ​(1 + 2)​​(1 – 2)​ ⇔ – 3 = a · ​(– 3)​ 
	 ⇒ a = 1​
	​ f(x) = ​x​​ 2​​(x – 2)​​(x + 2)​​ 

GB	� f ist eine Exponentialfunktion: ​f​(x)​ = b · ​a​​ x​ + d​

	​​ G​ f​​​ hat die waagerechte Asymptote 

	​ y = 1 ⇒ d = 1​

	 Einsetzen der Koordinaten von ​​S​ y​​ ​(0 | 1,5)​​: 

	​ 1,5 = b · ​a​​ 0​ + 1 ⇔ 0,5 = b · 1 ⇒ b = ​ 1 __ 2 ​​

	 Einsetzen der Koordinaten von ​B ​(1 | 2,5)​​: 
	​ 2,5 = ​ 1 __ 2 ​ · ​a​​ 1​ + 1 ⇔ 1,5 = ​ a __ 2 ​ ⇒ a = 3​

	​ f(x) = ​ 1 __ 2 ​ · ​3​​ x​ + 1​ 

GC	� f ist eine gebrochen-rationale Funktion: 

	​ f(x) = ​  a
 ____ x – b ​ + c 

	​ G​ f​​​ hat die waagerechte Asymptote 

	​ y = – 1 ⇒ c = – 1​ 

	​​ G​ f​​​ hat die senkrechte Asymptote 

	​ x = – 3 ⇒ b = – 3​

	 Einsetzen der Koordinaten von ​C ​(– 1 | –1,5)​​: 

	​ – 1,5 = ​  a
 _____ – 1 + 3 ​ – 1 ⇔ – 0,5 = ​ a __ 2 ​ ⇒ a = – 1​

	​ f(x) = ​  1 ____ x + 3 ​ – 1 ​

3 a)	​ f(–x) = 3(–x)2 – 4 = 3​x​​ 2​ – 4 = f(x)​
	�​​ G​ f​​​ ist achsensymmetrisch bezüglich der 

y-Achse.

b)	​ f(–x)	= 0,5(–x)3 – 4(–x) = – 0,5​x​​ 3​ + 4x 

		  = – ​(0,5​x​​ 3​ – 4x)​ = – f(x)​

	�​​ G​ f​​​ ist punktsymmetrisch bezüglich des 
Koordinatenursprungs.

c)	​ f(–x) = sin (–x) = – sin x = – f(x)​

	�​​ G​ f​​​ ist punksymmetrisch bezüglich des 
Koordinatenursprungs.

d)	​ f(–x) = ​  1 _______ 
​​(– x)​​​ 2​ + 1

 ​ = ​  1 _____ ​x​​ 2​ + 1 ​ = f(x)​

	�​​ G​ f​​​ ist achsensymmetrisch bezüglich der 
y-Achse.

a)	​ f(–x)	= 3(–x)4 – 2(–x)2 + 1 = 3​x​​ 4​ – 2​x​​ 2​ + 1 
		  = f(x)​
	�​​ G​ f​​​ ist achsensymmetrisch bezüglich der 

y-Achse.
b)	�​​ G​ f​​​ besitzt keine Symmetrie bezüglich des 

Koordinatensystems, da ​​f(x)​​ sowohl gerade 
als auch ungerade Exponenten besitzt. 

c)	​ f(x) = – cos ​(x – ​ π __ 2 ​)​ = – sin (x) 

	 ⇒ f(–x) = – sin (–x) = sin (x) = – f(x)​

	�​​ G​ f​​​ ist punktsymmetrisch bezüglich des 
Koordinatenursprungs.

d)	� f ist eine Exponentialfunktion, deren Graph 
keine Symmetrie bezüglich des Koordinaten-
systems besitzt.

4 Mögliche Lösung: ​f(x) = ​x​​ 2​ + 1​ Mögliche Lösung: ​​f(x) = ​(​​x + 1​)​​​(​​x – 1​)​​ = ​x​​ 2​ – 1​​
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5 a)	​ a = – 2​

A 	�​ f(x) – a < 0,1 ⇔ ​ 1 __ x ​ – 2 + 2 < 0,1 ⇔ ​ 1 __ x ​ < 0,1​ 

	​ ⇒ x > 10​ ​​​

	 bzw.

	​ a – f​(x)​ < 0,1 ⇔ – 2 – ​(​ 1 __ x ​ – 2)​ < 0,1 ​

	​ ⇔ – 2 – ​ 1 __ x ​ + 2 < 0,1 ⇔ –  ​ 1 __ x ​ < 0,1 ⇒ x < – 10​ 

B 	�​ f(x) – a < 0,01 ⇔ ​ 1 __ x ​ – 2 + 2 < 0,01 ​

	​ ⇔ ​ 1 __ x ​ < 0,01 ⇒ x > 100​ ​​​

	 bzw.

	​ a – f(x) < 0,01 ⇔ – 2 – ​(​ 1 __ x ​ – 2)​ < 0,01 ​

	​ ⇔ – 2 – ​ 1 __ x ​ + 2 < 0,01 ⇔ –  ​ 1 __ x ​ < 0,01 ⇒ x < – 100​

C 	�​ f(x) – a < 0,001 ⇔ ​ 1 __ x ​ – 2 + 2 < 0,001 ​

	​ ⇔ ​ 1 __ x ​ < 0,001 ⇒ x > 1000​ 

	 bzw.

	​ a – f(x) < 0,001 ⇔ – 2 – ​(​ 1 __ x ​ – 2)​ < 0,001 ​

	​ ⇔ – 2 – ​ 1 __ x ​ + 2 < 0,001 ​

	​ ⇔ –  ​ 1 __ x ​ < 0,001 ⇒ x < – 1000​

b)	​ a = 0​

A 	�​ a – f(x) < 0,1 ⇔ 0 – ​(– ​3​​ x​)​ < 0,1 ​

	​ ⇔ ​3​​ x​ < 0,1 ⇒ x < ​log​ 3​​0,1 ≈ – 2,10​

B 	​ a – f(x) < 0,01 ⇔ 0 – ​(– ​3​​ x​)​ < 0,01 ​

	​ ⇔ ​3​​ x​ < 0,01 ⇒ x < ​log​ 3​​0,01 ≈ – 4,19​

C 	�​ a – f(x) < 0,001 ⇔ 0 – ​(– ​3​​ x​)​ < 0,001 ​

	​ ⇔ ​3​​ x​ < 0,001 ⇒ x < ​log​ 3​​0,001 ≈ – 6,29​

a)	​ a = 2​

A 	�​ f(x) – a < 0,1 ⇔ ​  4
 ____ x – 1 ​ + 2 – 2 < 0,1 ​

	​ ⇔ ​  4
 ____ x – 1 ​ < 0,1 ⇔ 4 < 0,1x – 0,1 ​

	​ ⇔ 4,1 < 0,1x ⇒ x > 41​ 

	 bzw.

	​ a – f(x) < 0,1 ⇔ 2 – ​(​  4
 ____ x – 1 ​ + 2)​ < 0,1 ​

	​ ⇔ –  ​  4
 ____ x – 1 ​ < 0,1 ⇔ – 4 < 0,1x – 0,1 ​

	​ ⇔ – 3,9 < 0,1x ⇒ x < – 39​

B 	�​ f(x) – a < 0,01 ⇔ ​  4
 ____ x – 1 ​ + 2 – 2 < 0,01 ​

	​ ⇔ ​  4
 ____ x – 1 ​ < 0,01 ⇔ 4 < 0,01x – 0,01 ​

	​ ⇔ 4,01 < 0,01x ⇒ x > 401​ 

	 bzw.

	​ a – f(x) < 0,01 ⇔ 2 – ​(​  4
 ____ x – 1 ​ + 2)​ < 0,01 ​

	​ ⇔ –  ​  4
 ____ x – 1 ​ < 0,01 ⇔ – 4 < 0,01x – 0,01​

	​ ⇔ – 3,99 < 0,01x​ ​⇒ x < – 399​

C 	�​ f(x) – a < 0,001 ⇔ ​  4
 ____ x – 1 ​ + 2 – 2 < 0,001 ​

	​ ⇔ ​  4
 ____ x – 1 ​ < 0,001 ⇔ 4 < 0,001x – 0,001 ​

	​ ⇔ 4,001 < 0,001x ⇒ x > 4001​ 

	 bzw. 

	​ a – f(x) < 0,001 ⇔ 2 – ​(​  4
 ____ x – 1 ​ + 2)​ < 0,001 ​

	​ ⇔ –  ​  4
 ____ x – 1 ​ < 0,001 ​​⇔ – 4 < 0,001x – 0,001 ​

	​ ⇔ – 3,999 < 0,001x​ ​⇒ x < – 3999​

b)	​ a = – 2​

A 	�​ f(x) – a < 0,1 ⇔ ​5​​ x​ – 2 + 2 < 0,1 ​

	​ ⇔ ​5​​ x​ < 0,1 ⇒ x < ​log​ 5​​0,1 ≈ – 1,43​

B 	​ f(x) – a < 0,01 ⇔ ​5​​ x​ – 2 + 2 < 0,01 ​

	​ ⇔ ​5​​ x​ < 0,01 ⇒ x < ​log​ 5​​0,01 ≈ – 2,86​

C 	​ f(x) – a < 0,001 ⇔ ​5​​ x​ – 2 + 2 < 0,001 ​

	​ ⇔ ​5​​ x​ < 0,001 ⇒ x < ​log​ 5​​0,001 ≈ – 4,29​

6 a)	�​ f​ divergiert, da alle ganzrationalen 
Funktionen divergieren.

	 Grenzwerte: 
	​​   lim​ 

x → – ∞
​​f(x) = –  ∞​ und ​​  lim​ 

x → + ∞
​​f(x) = +  ∞​

b)	�​ f​ divergiert, da alle trigonometrischen 
Funktionen divergieren.

c)	�​ f​ konvergiert für ​x → +  ∞​ und divergiert  
für ​x → –  ∞​.

	 Grenzwerte: 

	​​   lim​ 
x → – ∞

​​f(x) = +  ∞​ und ​​  lim​ 
x → + ∞

​​​f(x)​ = – 1​

a)	�​ f​ divergiert, da alle ganzrationalen 
Funktionen divergieren.

	 Grenzwerte: ​​  lim​ 
x → ± ∞

​​​f(x)​ = +  ∞​

b)	�​ f​ konvergiert für ​x → –  ∞​ und divergiert  
für ​x → +  ∞​. 

	 Grenzwerte: 

	​​   lim​ 
x → – ∞

​​f(x) = – 3​ und ​​  lim​ 
x → + ∞

​​f(x) = +  ∞​

c)	​ f​ konvergiert, da ​​  lim​ 
x → ± ∞

​​f(x) = 1​ gilt.
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7 a)	�​ f​ konvergiert, da ​​G​ f​​​ einen beliebig schma-
len Streifen um ​y = 1​ ab einem bestimmten 
x-Wert nicht mehr verlässt.
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b)	�​ f​ konvergiert, da ​​G​ f​​​ einen beliebig schmalen 
Streifen um ​y = – 3​ ab einem bestimmten 
x-Wert nicht mehr verlässt. 

a)	�​ f​ divergiert, da ​​G​ f​​​ jeden Streifen verlässt.
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b)	�​ f​ konvergiert, da ​​G​ f​​​ einen beliebig schmalen 
Streifen um ​y = 0​ ab einem bestimmten 
x-Wert nicht mehr verlässt. 

b) links:
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8 a)	�	 Verschiebung um 3 Längeneinheiten in 
positive x-Richtung,

	� Streckung mit dem Faktor 2 in y-Richtung, 
Verschiebung um 1 Längeneinheit in 
negative y-Richtung

b)	� Verschiebung um 2 Längeneinheiten in 
negative x-Richtung

a)	​ f(x) = –  ​ 1 __ 2 ​​(x + 2)​​(x – 2)​ = –  ​ 1 __ 2 ​​(​x​​ 2​ – 4)​ = –  ​ 1 __ 2 ​ ​x​​ 2​ + 2​

	� Streckung mit dem Faktor ​​ 1 __ 2 ​​ in y-Richtung,
	 Spiegelung an der x-Achse,
	� Verschiebung um 2 Längeneinheiten in 

positive y-Richtung

b)	​ f(x) = sin ​(2x – π)​ = sin​[2​(x – ​ π __ 2 ​)​]​​

	� Verschiebung um ​​ π __ 2 ​​ Längeneinheiten in 
positive x-Richtung,

	 Streckung mit dem Faktor ​​ 1 __ 2 ​​ in x-Richtung

9 a)	�​​ G​ f​​​ ist eine Gerade mit dem y-Achsenabschnitt 
3. ​​G​ f​​​ verläuft nicht durch den IV. Quadranten, 
wenn die Gerade nicht fällt, also ​k ≥ 0​ gilt.

b)	�​​​ f​ k​​(x) = k​x​​ 2​ – k = k​(​x​​ 2​ – 1)​ = k(x – 1)(x + 1)​​. 

	�​​ f​ k​​​ besitzt unabhängig von k genau zwei 
Nullstellen, wenn ​k ≠ 0​ gilt.

a)	� Das Verhalten für betragsgroße Werte von x 
hängt vom Term ​k​x​​ 3​​ ab, daher gilt ​k > 0​.

b)	�​ f​ besitzt unabhängig von k die Nullstelle  
​​x​ 0​​ = 1​. Damit f keine weitere Nullstelle 
besitzt, darf die Gleichung ​​x​​ 2​ + k = 0​ keine 
Lösung besitzen, dies ist genau dann der 
Fall, wenn ​k > 0​ gilt.

10 a)	 Der Anfangsbestand ist 

	​​​ f​ T​​(0) = 100 · ​2​​ ​ 
0

 __ T ​​ = 100 · 1 = 100​​.

	� Der Anfangsbestand ist unabhängig von T,  
da die Potenz mit Exponent ​​ 0 __ T ​​ stets 1 ist.

a)	� Es gilt ​f(t) = 100 · ​2​​ ​ 
t
 __ T ​​ = 100 · ​​(​2​​ ​ 

1 __ T ​​)​​​ 
t
​​. 

	 Der Wachstumsfaktor ist ​a = ​2​​ ​ 
1 __ T ​​​.

	� Je größer T ist, desto geringer ist der 
Wachstumsfaktor und damit der Anstieg des 
Graphen, da die Entwicklung der Bakterien 
mehr Zeit benötigt.

11 Hat der Graph einer Funktion keine Sprungstelle, 
so ist die Funktion stetig. Dies ist der Fall, wenn 
man den Graphen ohne den Stift abzusetzen in 
einem Zug durchzeichnen kann.

Beispiel für eine stetige Funktion: 

​f(x) = ​{​​2​​ x​       für x ≤ 0​  
x + 1    für x > 0

​​​

�Eine abschnittsweise definierte Funktion ist 
stetig, wenn an der Stelle, an der die Abschnitte 
aneinandergrenzen, die Funktionswerte beider 
Abschnitte gleich sind.

�Im Beispiel: ​​2​​ 0​ = 1​ und ​​  lim​ 
x → ​0​​ +​

​​​(x + 1)​ = 1​
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12 Es muss gelten:

​k · ​4​​ 2​ – 2 = ​  1 ____ 4 – 3 ​ ​

​⇔ 16k – 2 = 1 ​

​⇔ 16k = 3 ​

​⇔ k = ​ 3 __ 16 ​​
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Es muss gelten:
​​6​​ 2​ – 4 · 6 + k = –  ​  1 ____ 6 + k ​ ⇔ 12 + k = –  ​  1 ____ 6 + k ​ ​

​⇔ ​(6 + k)​​(12 + k)​ = – 1​ ​⇔ 72 + 18k + ​k​​ 2​ = – 1​

​⇔ ​k​​ 2​ + 18k + 73 = 0​ 

​⇒ ​k​ 1/2​​	= ​ – 18 ± ​√ 
____

  ​18​​ 2​ – 4 · 1 · 73 ​  ________________ 2 · 1 ​  ​

		​  = ​ – 18 ± ​√ 
_

 32 ​ ________ 2 ​  = ​ – 18 ± 4 ​√ 
_

 2 ​ ________ 2 ​  ​​= – 9 ± 2 ​√ 
_

 2 ​​​ ​

​⇒	​k​ 1​​ = – 9 + 2 ​√ 
_

 2 ​ ≈ – 6,17; ​

	​​ k​ 2​​ = – 9 – 2 ​√ 
_

 2 ​ ≈ – 11,83​ 

​​G​ ​f​ ​k​ 1​​​​
​​​
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Hinweis: 

Die Funktion ​​f​ ​k​ 1​​​​​ besitzt eine Definitionslücke 

an der Stelle x ​= 9 – 2 ​√ 
_

 2 ​ ≈ 6,17​. 

Die Funktion ​​f​ ​k​ 2​​​​​ besitzt eine Definitionslücke 

an der Stelle x ​= 9 + 2 ​√ 
_

 2 ​ ≈ 11,83​.
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13 Die Funktion ist nicht stetig.

10 2 3 4 5 6

28
26
24
22
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18
16

x

Besuchsdauer (in h)

Preis (in €)

Gf

Die Funktion ist nicht stetig, da beispielsweise 
bei 2 Stunden der Preis sprunghaft ansteigt.

10 2 3 4 5 6

28
26
24
22
20
18
16

x

Besuchsdauer (in h)

Ermäßigter Preis (in €)

Gf
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14	 a)	� Ausschluss von ​​h​ 1​​​ und ​​h​ 2​​​: Da Tom nach unten fällt, muss auch die Parabel nach unten geöffnet 
sein. Dies ist weder bei ​​h​ 1​​​ noch bei ​​h​ 2​​​ gegeben.

		�  Ausschluss von ​​h​ 4​​​: Tom springt oberhalb des Erdbodens und nicht unterhalb desselben ab. Daher 
muss gelten ​h​(0)​ > 0​. Dies ist bei ​​h​ 4​​​ nicht gegeben. 
Der richtige Funktionsterm ist also ​​​h​ 3​​(t) = – 3 ​t​​ 2​ + 2400​​.

	 b)	� Die Funktion ist stetig, da der Graph keine Sprungstelle besitzt und sich ohne abzusetzen in einem 
Zug zeichnen lässt. 
Absprunghöhe: 2400 m 
Landezeitpunkt: ​t = 280 s​

	 c)	​ v = ​ Δh ___ Δt ​ = ​ 1200 m ______ 260 s ​  = ​ 60 __ 13 ​ ​ m __ s ​ ≈ 4,62 ​ m __ s ​​

	 d)	​ f(x) = mx + t​

		  Steigung: ​m = – v​

		  Einsetzen der Koordinaten zum Zeitpunkt der Schirmöffnung (20 | 1200):

		​  1200 = –  ​ 60 __ 13 ​ · 20 + t ⇔ 1200 = –  ​ 1200 ____ 13 ​  + t ⇔ t = 1200 + ​ 1200 ____ 13 ​  = ​ 16 800 _____ 13 ​  ≈ 1292,31​ 

		  Also ​f(x) = –  ​ 60 __ 13 ​ x + ​ 16 800 ______ 13 ​​

		  Damit ergibt sich für den Term der abschnittsweise definierten Funktion:

		​​​  f​ gesamt​​(x) = ​{​
– 3 ​x​​ 2​ + 2400         für 0 ≤ x ≤ 20

​   
 – ​ 60 __ 13 ​ x + ​ 16 800 _____ 13 ​          für x > 20

 ​​​​

15	 a)	 A 	�​​ | a |​​ ist die halbe Differenz zwischen höchstem und tiefstem Funktionswert: ​a = ​ 1 – ​(– 1)​
 ______ 2  ​ = 1​.

			   Die Periodenlänge beträgt ​2π​, damit gilt:​ b = ​ 2π ___ p ​ = ​ 2π ___ 2π ​ = 1​. 

			�​   c = 0​, da keine Verschiebung im Vergleich zur Sinuskurve in x-Richtung vorliegt. 
​f(x) = sin x​ 

		  B  	�​​ | a |​​ ist die halbe Differenz zwischen höchstem und tiefstem Funktionswert: ​a = ​ 1 – ​(– 1)​
 ______ 2  ​ = 1​.

			   Die Periodenlänge beträgt ​2π​, damit gilt:​ b = ​ 2π ___ p ​ = ​ 2π ___ 2π ​ = 1​.

			�   Der Graph ist im Vergleich zur Sinuskurve um ​​ π __ 4 ​​ Längeneinheiten in positive x-Richtung ver
schoben, damit gilt: ​c = – ​ π __ 4 ​​

			​   f(x) = sin​(x – ​ π __ 4 ​)​​

		  C  	�​​ | a |​​ ist die halbe Differenz zwischen höchstem und tiefstem Funktionswert: ​a = ​ 1 – ​(– 1)​
 ______ 2  ​ = 1​.

			   Die Periodenlänge beträgt ​π​, damit gilt:​ ​​b = ​ 2π ___ p ​ = ​ 2π ___ π ​ = 2​.

			�   Der Graph ist im Vergleich zur Sinuskurve um ​​ π __ 4 ​​ Längeneinheiten in positive x-Richtung ver
schoben: ​c = – ​ π __ 4 ​​.

			​   f(x) = sin​(2​(x – ​ π __ 4 ​)​)​​ 

		  D  	�​​ | a |​​ ist die halbe Differenz zwischen höchstem und tiefstem Funktionswert: ​a = ​ 3 – ​(– 3)​
 ______ 2  ​ = 3​.

			   Die Periodenlänge beträgt ​π​, damit gilt:​ ​​b = ​ 2π ___ p ​ = ​ 2π ___ π ​ = 2​.

			�   Der Graph ist im Vergleich zur Sinuskurve um ​​ π __ 4 ​​ Längeneinheiten in positive x-Richtung ver
schoben: ​c = – ​ π __ 4 ​​.

			​   f(x) = 3sin​(2​(x – ​ π __ 4 ​)​)​​ 

	 b)	 Streckung des Graphen mit dem Faktor ​​ 1 __ 2 ​​ in x-Richtung,

		  Verschiebung des Graphen um ​​ π __ 4 ​​ in positive x-Richtung und

		  Streckung des Graphen mit dem Faktor 3 in y-Richtung

	 c)	 Trigonometrische Funktionen sind periodisch und divergieren daher für betragsgroße Werte von x.
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16	 a)	 Wegen ​a > 1​ gilt ​​  lim​ 
x → – ∞

​​​f​ a​​(x) = 0​ und ​​​W​ f​​ = ] 0; +  ∞ [​​.

	 b)	​​ f​ a​​(x) < 1 ⇔ ​a​​ x–2​ < 1 ⇔ ​a​​ x–2​ < ​a​​ 0​ ⇔ x – 2 < 0 ⇔ x < 2​

		  Die Funktionswerte ​​f​ a​​(x)​ sind kleiner als 1, wenn ​x < 2​ gilt. 

		  Für ​x → –  ∞​ besitzt der Graph von ​​f​ a​​ ​die x-Achse als waagrechte Asymptote.

	 c)	 Es gilt ​​f​ a​ * ​(x) = – ​f​ a​​(x) = – ​a​​ x–2​​.

	 d)	� Schnittpunkt von ​​G​ ​f​ a​​​​​ mit der y-Achse: ​​f​ a​​​(0)​ = ​a​​ 0 –2​ = ​a​​ –2​ = ​ 1 __ 
​a​​ 2​

 ​;​ S​ a​​​(0 | ​ 1 __ 
​a​​ 2​

 ​)​​

		  Schnittpunkt von ​​G​ ​f​ a​ * ​​​​ mit der y-Achse: ​​f​ a​ * ​​(0)​ = – ​a​​ 0–2​ = – ​a​​ –2​ = –  ​ 1 __ 
​a​​ 2​

 ​ ; ​S​ a​ * ​​(0 | –  ​ 1 __ 
​a​​ 2​

 ​)​​

		  Die Punkte ​​S​ a​​​ und ​​S​ a​ * ​​ liegen genau dann auf dem Kreis um den Ursprung mit Radius 0,8, wenn gilt:

		​​   1 __ 
​a​​ 2​

 ​ = 0,8 ⇔ ​  1 ___ 0,8 ​ = ​a​​ 2​ ⇒ a = ​√ _ ​  1 ___ 0,8 ​ ​ = ​ 1 __ 2 ​ ​√ 
_

 5 ​ ≈ 1,28​ (da ​a > 1​ gilt)

17	 a)	� Da die doppelten Nullstellen, die allgemein in der faktorisierten Form als ​​(x – ​x​ 0​​)​​ 2​​ angegeben 
werden, bei ​​x​ 1​​ = – 3​ und ​​x​ 2​​ = 3​ liegen, muss gelten ​2k = 3 ⇒ k = 1,5​.

	 b)	​​ f​ k​​(x)	= ​ 2 __ 
​k​​ 2​

 ​ · ​​(x – 2k)​​​ 2​ ​​(x + 2k)​​​ 2​ = ​ 2 __ 
​k​​ 2​

 ​ · ​​[​(x – 2k)​​(x + 2k)​]​​​ 2​ = ​ 2 __ 
​k​​ 2​

 ​ · ​​(​x​​ 2​ – 4 ​k​​ 2​)​​​ 
2
​​

		​	   = ​ 2 __ 
​k​​ 2​

 ​ · ​(​x​​ 4​ – 8​k​​ 2​ ​x​​ 2​ + 16​k​​ 4​)​ = ​ 2 ​x​​ 4​ ___ 
​k​​ 2​

  ​ – 16 ​x​​ 2​ + 32 ​k​​ 2​​

		  Symmetrie: ​​f​ k​​(–x) = ​ 
2​​(– x)​​​ 4​

 _____ 
​k​​ 2​

 ​  – 16​​(– x)​​​ 2​ + 32 ​k​​ 2​ = ​ 2 ​x​​ 4​ ___ 
​k​​ 2​

 ​  – 16 ​x​​ 2​ + 32 ​k​​ 2​ = ​f​ k​​​(x)​​

		​​  G​ ​f​ k​​​​​ ist achsensymmetrisch bezüglich der y-Achse.

	 c)	 Das Verhalten für betragsgroße Werte von x wird von dem Term ​​ 2​x​​ 4​ ___ 
​k​​ 2​

 ​​ bestimmt.

		  Daher gilt ​​  lim​ 
x → ± ∞

​​​f​ k​​(x) = +  ∞​.

		  Schnittpunkt mit der y-Achse​: ​f​ k​​​(0)​ = ​ 2 · ​0​​ 4​
 ____ 

​k​​ 2​
  ​ – 16 · ​0​​ 2​ + 32​k​​ 2​ = 32​k​​ 2​ ⇒ ​S​ y​​ ​(0 | 32​k​​ 2​)​​

		  Schnittpunkte mit der x-Achse: ​​f​ k​​(x) = 0 ⇔ ​ 2 __ 
​k​​ 2​

 ​ · ​​(x – 2k)​​​ 2​ ​​(x + 2k)​​​ 2​ = 0​

		​  ⇒ ​x​ 1​​ = – 2k; ​x​ 2​​ = 2k; ​N​ 1 ​​​(– 2k | 0)​; ​N​ 2 ​​​(2k | 0)​​

	 d)	​​ A​ Dreieck​​ = ​ 1 __ 2 ​ gh = ​ 1 __ 2 ​ · 2​x​ ​N​ 2​​​​ · ​y​ ​S​ y​​​​ = ​ 1 __ 2 ​ · 2 · 2k · 32​k​​ 2​ = 64​k​​ 3​​

		  Es entsteht ein Kreiskegel.

	 e)	​​ f​ 0,5​​(x) = 8 · ​​(x – 1)​​​ 2​ ​​(x + 1)​​​ 2​​�
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		​​  f​ 1​​(x)	= 2 · ​​(x – 2)​​​ 2​ ​​(x + 2)​​​ 2​ = 2 · ​​(2​(​ 1 __ 2 ​ x – 1)​)​​​ 
2
​ ​​(2​(​ 1 __ 2 ​ x + 1)​)​​​ 

2
​ ​

			​   =​ ​32 · ​​(​ 1 __ 2 ​ x – 1)​​​ 
2
​ ​​(​ 1 __ 2 ​ x + 1)​​​ 

2
​​

		�​​  G​ ​f​ 0,5​​​​​ geht aus ​​G​ ​f​ 1​​​​​ durch Streckung mit dem Faktor 2 in  

x-Richtung und durch Streckung mit dem Faktor ​​ 1 __ 4 ​​ in  
y-Richtung hervor.

	 f)	 Es muss gelten: ​​f​ k​​​(0)​ = ​  8
 ____ 0 + 1 ​ ⇔ 32​k​​ 2​ = 8 ​

		​  ⇔ ​k​​ 2​ = ​ 1 __ 4 ​ ⇒ k = ​ 1 __ 2 ​​ (da ​k > 0​ gilt)

		  Anm.: Für ​​g​ k​​​ gilt ​​D​ ​g​ k​​​​ = ℝ \ ​{– 1}​​.
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18	 a)	� Das Verhalten für betragsgroße Werte von x wird von dem Term ​0,65​x​​ 3​​ bestimmt. 

		  Daher gilt ​​  lim​ 
x → – ∞ 

​​ ​f​ k​​(x) = –  ∞​ und ​​  lim​ 
x → + ∞ 

​​​f​ k​​(x) = +  ∞​.

		�  Das Verhalten für betragsgroße Werte von x ist unabhängig vom Parameter, da der Term mit der 
höchsten Potenz den Parameter nicht enthält.

	 b)	 Die Funktion ist stetig.

	 c)	� Es gilt ​f(–x) = 0,65​​(– x)​​​ 3​ – 2k​(– x)​ = – 0,65​x​​ 3​ + 2kx = – ​(0,65​x​​ 3​ – 2kx)​ = – f(x)​

		​​  G​ ​f​ k​​​​​ ist punktsymmetrisch bezüglich des Koordinatenursprungs.

	 d)	 Nullstellen: 

		​​  f​ k​​(x) = 0 ⇔ 0,65​x​​ 3​ – 2,6kx = 0 ⇔ 0,65x​(​x​​ 2​ – 4k)​ = 0 ⇒ ​x​ 1​​ = 0​

		  Für ​k > 0​ gilt ​​x​​ 2​ – 4k = 0 ⇒ ​x​ 2/3​​ = ± 2 ​√ 
_

 k ​.​

		  Für ​k = 0​ ist ​​x​ 1​​ = 0​ dreifache Nullstelle.

		  Für ​k < 0​ ist die Gleichung ​​x​​ 2​ – 4k = 0​ nicht lösbar, ​​G​ ​f​ k​​​​​ hat nur die einfache Nullstelle ​​x​ 1​​ = 0​.

	 e)	
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	 f)	 Die Gleichung hat genau eine Lösung für ​​c ∈ ​]​​ – ∞; – 2 ​[​​​​ und ​​c ∈ ​]​​ 2; + ∞ ​[​​​​.
		  Die Gleichung hat genau zwei Lösungen für ​c = –2​ oder ​c = 2.​

		  Die Gleichung hat genau drei Lösungen für ​​c ∈ ​]​​ –2; 2 ​[​​​​.

	 g)	 1 	​ g(x)	= ​f​ 1​​(x + 4) + 1 = 0,65 · ​​(x + 4)​​​ 3​ – 2,6 · ​(x + 4)​ + 1​

				​    = 0,65 · ​(​x​​ 3​ + 12 ​x​​ 2​ + 48x + 64)​ – 2,6x – 10,4 + 1​

				​    = 0,65​x​​ 3​ + 7,8​x​​ 2​ + 31,2x + 41,6 – 2,6x – 9,4 = 0,65​x​​ 3​ + 7,8​x​​ 2​ + 28,6x + 32,2​ 

		  2 	� Der Graph ​​G​ ​f​ 1​​​​​ ist punktsymmetrisch bezüglich des Koordinatenursprungs. 

			�   Da der Graph ​​G​ g​​​ aus dem Graphen ​​G​ f​​​ durch Verschiebung um 4 Längeneinheiten in negative 
x-Richtung und um 1 Längeneinheit in positive y-Richtung hervorgeht, ist der Graph ​​G​ g​​​ punkt-
symmetrisch bezüglich des Punktes ​​(– 4 | 1)​​.

19	 a)	�​​ G​ g​​​ und ​​G​ h​​​ schneiden sich in drei Punkten. 

		�  Entspricht k nun dem x-Wert eines dieser Punkte,  
so ist die Funktion f stetig.	 Beispiel mit k = 0:
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	 b)	 Mögliche Lösung: 1 statt ​​ 1 __ 4 ​​

		�  In diesem Fall haben die Funktionen ​​g​​ *​: x ↦ x​ und ​​h​​ *​: x ↦ sin ​(0,5x)​​ nur einen gemeinsamen Punkt, 
den Koordinatenursprung.
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1	 a)	 f(x) = –0,75x + 6

		  1 	​​ D​ f​​​ = ℝ
		  2 	� f(–x) = –0,75 · (–x) + 6 = 0,75x + 6 

�​​G​ f​​​ weist keine Symmetrie bezüglich des 
Koordinatensystems auf, denn es gilt   
f(–x) ≠ f (x) und f(–x) ≠ –f(x).

		  3 	� Schnittpunkt mit der y-Achse: ​​ S​ y​​​ (0 | 6)

			   Nullstelle: �f(x) = 0 
			   ⇒  0,75x = 6  ⇔  x = 8  ⇒  N (8 | 0)

		  4 	​​ G​ f​​​ besitzt keine Asymptote.

		  5 	​​ G​ f​​​ ist monoton fallend auf ganz ℝ.

		  6 	​​ W​ f​​​ = ℝ

	 b)	 f(x) = ​​ 2​​ x​​ – 3

		  1 	​​ D​ f​​​ = ℝ
		  2 	� f(–x) = ​​ 2​​ –x​​ – 3 = ​​​ (​ 1 _ 2 ​)​​​ 

x
​​ – 3

			�​​   G​ f​​​ weist keine Symmetrie bezüglich des Koordi-
natensystems auf, denn es gilt  f(–x) ≠  f(x) und 
f(–x) ≠ –f(x).

		  3 	� Schnittpunkt mit der y-Achse: ​​ S​ y​​​ (0 | –2)

			�   Nullstelle:  f(x) = 0  ⇒ ​​ 2​​ x​​ = 3  ⇒  x = ​​ log​ 2​​​ 3 ≈ 1,58

		  4 	�​​ G​ f​​​ besitzt für x → – ∞ die waagrechte Asymptote mit der Gleichung y = –3.

		  5 	​​ G​ f​​​ ist monoton steigend auf ganz ℝ.

		  6 	​​ W​ f​​​ =  ] –3; + ∞ [

	 c)	 f(x) = 3(x – 1)(x – 3)

		  1 	​​ D​ f​​​ = ℝ
		  2 	�​​ G​ f​​​ weist keine Symmetrie bezüglich des Koordi-

natensystems auf, denn die Parabel ist symmet-
risch bezüglich der Achse x = ​​ x​ S​​​. f(x) besitzt den 
Scheitelpunkt S (2 | –3), d. h. die Symmetrieachse 
ist x = 2.

		  3 	� Schnittpunkt mit der y-Achse:  
f(0) = 3 · (–1) · (–3) = 9  ⇒ ​​ S​ y​​​ (0 | 9)

			�   Nullstellen:  f(x) = 0  ⇒ ​​ x​ 1​​​ = 1; ​​ x​ 2​​​ = 3   
⇒ ​​ N​ 1​​​ (1 | 0); ​​ N​ 2​​​ (3 | 0)

		  4 	​​ G​ f​​​ besitzt keine Asymptote.

		  5 	�​​ G​ f​​​ ist monoton fallend im Intervall  ] – ∞; 2] und 
monoton steigend im Intervall  [2; + ∞ [.

		  6 	​​ W​ f​​​ =  [–3; + ∞ [
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	 d)	 f(x) = ​​   2 ____ x – 4 ​​ + 1

		  1 	​​ D​ f​​​ = ℝ\{4}

		  2 	� f(–x) = ​​   2 _____ –x – 4 ​​ + 1 = –​​  2 ____ x + 4 ​​ + 1

			�​​   G​ f​​​ weist keine Symmetrie bezüglich des Koordi
natensystems auf, denn es gilt  f(–x) ≠  f(x)   
und  f(–x) ≠ –f(x).

		  3 	� Schnittpunkt mit der y-Achse:

			   f(0) = ​​   2 ____ 0 – 4 ​​ + 1 = 0,5  ⇒ ​​ S​ y​​​ (0 | 0,5)

			   Nullstellen:  f(x) = 0  ⇒ ​​   2 ____ x – 4 ​​ =   –1

			   ⇔  2 = –x + 4  ⇔  x = 2  ⇒  N (2 | 0)

		  4 	�​​ G​ f​​​ besitzt die waagrechte Asymptote mit der Gleichung y = 1 und die senkrechte Asymptote 
mit der Gleichung x = 4.

		  5 	�​​ G​ f​​​ ist monoton fallend in den Intervallen ] – ∞; 4] und  [4; + ∞ [.

		  6 	​​ W​ f​​​ = ℝ\{1}

	 e)	 f(x) = ​​ x​​ 3​​ – 4​​x​​ 2​​ + 3x

		  1 	​​ D​ f​​​ = ℝ
		  2 	�​​ G​ f​​​ weist keine Symmetrie bezüglich des Koordi-

natensystems auf, da f(x) sowohl Potenzen mit 
geraden als auch ungeraden Exponenten besitzt.

		  3 	� Schnittpunkt mit der y-Achse: ​​ S​ y​​​ (0 | 0)

			�   Nullstellen:  f(x) = 0  ⇒  x(​​x​​ 2​​ – 4x + 3) = 0   
⇔  x(x – 3)(x – 1) = 0   
⇒ ​​ N​ 1​​​ = ​​ S​ y​​​; ​​ N​ 2​​​ (1 | 0); ​​ N​ 3​​​ (3 | 0)

		  4 	​​ G​ f​​​ besitzt keine Asymptote.

		  5 	�​​ G​ f​​​ ist monoton steigend in den Intervallen ] – ∞; 0,45] und  [2,22; + ∞ [ und monoton fallend im 
Intervall  [0,45; 2,22].

		  6 	​​ W​ f​​​ = ℝ

	 f)	 f(x) = sin (4x) – 3

		  1 	​​ D​ f​​​ = ℝ
		  2 	� f(–x) = sin (–4x) – 3 = –sin (4x) – 3 

​​G​ f​​​ weist keine Symmetrie bezüglich des Koor
dinatensystems auf, denn es gilt  f(–x) ≠  f(x) 
und  f(–x) ≠ –f(x).

		  3 	� Schnittpunkt mit der y-Achse:  
f(0) = sin (0) – 3 = –3  ⇒ ​​ S​ y​​​ (0 | –3) 
Der Graph besitzt keine gemeinsamen Punkte mit 
der x-Achse, denn es gilt ​​ W​ f​​​ =  [–4; –2].

		  4 	​​ G​ f​​​ besitzt keine Asymptote.

		  5 	​​ W​ f​​​ =  [–4; –2]

2	 a)	� Der Graph einer ganzrationalen Funktion ist punktsymmetrisch bezüglich des Koordinaten
ursprungs, wenn …

		  •  f(–x) = –f(x)  für alle x ∈ ℝ gilt.

		  •  der Funktionsterm nur Potenzen mit ungeraden Exponenten besitzt.

		  Der Graph einer ganzrationalen Funktion ist achsensymmetrisch bezüglich der y-Achse, wenn …

		  •  f(–x) =  f(x)  für alle x ∈ ℝ gilt.

		  •  der Funktionsterm nur Potenzen mit geraden Exponenten besitzt.
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	 b)	� Der Graph ​​G​ f​​​ ist punktsymmetrisch bezüglich des Koordinatenursprungs, denn f(x) besitzt nur 
Potenzen mit ungeraden Exponenten (1; 5).

	 c)	 f*(x) = 3(x + 2​​)​​ 2​​ – 4(x + 2); ​​ G​ f*​​​ ist punktsymmetrisch bezüglich P (0 | –2).

3	� ​​G​ A​​​ ist der Graph einer trigonometrischen Funktion: 
	​​ W​ ​f​ A​​​​​ =  [–1,5; 0,5] und Bezugsachse y = –0,5  ⇒  d = –0,5; a = 1

	 p = ​​  2 _ 3 ​​ π  ⇒  b = ​​  2π ___ 
​ 2 _ 3 ​ π

 ​​ = 3 

	​​ f​ A​​​(x) = sin (3x) – 0,5

	 ​​G​ B​​​ ist der Graph einer quadratischen Funktion:
	� y = a(x – 2​​)​​ 2​​ + 4  

Einsetzen der Koordinaten von ​​ B​ 2​​​ (0 | 6):  
6 = a(0 – 2​​)​​ 2​​ + 4  ⇔  6 = 4a + 4  ⇔  2 = 4a  ⇒  a = 0,5  
​​f​ B​​​(x) = 0,5(x – 2​​)​​ 2​​ + 4 

	 ​​G​ C​​​ ist der Graph einer Exponentialfunktion:
	� y = 2 waagrechte Asymptote 

Einsetzen von ​​C​ 2​​​ (1 | 6)  in y = ​​ a​​ x​​ + 2:  
6 = ​​ a​​ 1​​ + 2  ⇒  a = 4 
​​f​ C​​​(x) = ​​ 4​​ x​​ + 2 

	 ​​G​ D​​​ ist der Graph einer linearen Funktion:
	 t = 1,5 und m = ​​ 

0,5
 ___ 2,5 ​​ = ​​  1 _ 5 ​​

	​​ f​ D​​​(x) = ​​  1 _ 5 ​​ x + 1,5

4	 f(x) = ​​   a ____ x – 5 ​​ + 2

	 Einsetzen von N (3 | 0): 

	 0 = ​​   a ____ 3 – 5 ​​ + 2  ⇔  0 = ​​   a ___ – 2 ​​ + 2  ⇒  a = 4

	 f(x) = ​​   4 ____ x – 5 ​​ + 2

5	� Unterscheiden sich die Funktionswerte f(x) einer Funktion für x → + ∞ bzw. x → – ∞ ab einer bestimm-
ten Stelle ​​x​ 0​​​ um beliebig wenig von einer Zahl a ∈ ℝ,  so konvergiert die Funktion gegen a. Ihr Graph 
verlässt den – beliebig schmalen – Grenzwertstreifen für betragsgroße Werte von x nicht mehr.  
Für die abgebildete Funktion gilt ​​   lim​ 

x → ± ∞ 
​​​f(x) = –1.

6	 a)	 Die Funktion konvergiert, es gilt ​​   lim​ 
x → ± ∞ 

​​​f(x) = –3.
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	 b)	 Die Funktion divergiert, es gilt ​​   lim​ 
x → ± ∞ 

​​​f(x) = + ∞.
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	 c)	 Die Funktion divergiert.
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	 d)	 Die Funktion konvergiert für x → + ∞, es gilt ​​   lim​ 
x → + ∞ 

​​​f(x) = 4.
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7	 a)	� Schnittpunkt mit der y-Achse: ​​ f​ k​​​(0) = ​​  1 _ k ​​ · ​​0​​ 3​​ – ​​k​​ 2​​ = –​​k​​ 2​​  ⇒ ​​ S​ k​​​ (0 | –​​k​​ 2​​ )

		  Nullstelle: ​​f​ k​​​(x) = 0  ⇒ ​​  1 _ k ​​ ​​x​​ 3​​ = ​​ k​​ 2​​  ⇒ ​​ x​​ 3​​ = ​​ k​​ 3​​  ⇒  x = k  ⇒ ​​ N​ k​​​ (k | 0)

	 b)	 Für k < 0 gilt: ​​   lim​ 
x → + ∞ 

​​​f(x) = – ∞ und ​​   lim​ 
x → – ∞ 

​​​f(x) = + ∞.

		  Für k > 0 gilt: ​​   lim​ 
x → + ∞ 

​​​f(x) = + ∞ und ​​   lim​ 
x → – ∞ 

​​​f(x) = – ∞.

	 c)	 y
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8	 1 	�​​   2 ____ k + 3 ​​ = ​​ 3​​ 2​​ + k · 3 – 5  ⇔ ​​   2 ____ k + 3 ​​ = 4 + 3k  ⇔  2 =  (4 + 3k) (k + 3) 

		  ⇔  2 = 4k + 12 + 3​​k​​ 2​​ + 9k  ⇔  3​​k​​ 2​​ + 13k + 10 = 0 

	 	 ⇒ ​​ k​ 1/2​​​ = ​​  –13 ± ​√ 
___

  1​3​​ 2​ – 4 · 3 · 10 ​  _______________ 2 · 3 ​​  = ​​  –13 ± 7 ______ 6 ​​   ⇒ ​​ k​ 1​​​ = –1; ​​ k​ 2​​​ = – ​​ 10 __ 3 ​​

	 2 	� Es sind alle Werte k ∈ ℝ\{– ​​ 10 __ 3 ​​; –1} möglich, z. B. k = 1.

Aufgaben für Lernpartner

A	� Die Aussage ist falsch. Der Graph einer Funktion f ist achsensymmetrisch bezüglich der y-Achse, wenn 
f(–x) =  f(x)  für alle x ∈ ​​D​ f​​​ gilt.

B	� Die Aussage ist richtig. Die Kosinuskurve verlässt einen beliebig schmalen Grenzwertstreifen für 
betragsgroße Werte von x immer wieder.

C	� Die Aussage ist richtig. Für ​​ x​ 1​​​ , ​​ x​ 2​​​ ∈ ] – ∞; 0 [ und ​​ x​ 1​​​ < ​​x​ 2​​​ gilt  f(​​x​ 1​​​) < f(​​x​ 2​​​).

D	� Die Aussage ist falsch. Der Graph einer solchen Funktion kann innerhalb jedes Teilintervalls seines 
Definitionsbereichs gezeichnet werden, ohne den Stift abzusetzen.

E	� Die Aussage ist falsch. Der Graph wird zwar mit dem Faktor 4 in y-Richtung gestreckt, jedoch zusätzlich 
an der x-Achse gespiegelt.

F	� Die Aussage ist richtig. Es gilt ​​   lim​ 
x → ± ∞

​​​​​f​ k​​​(x) = –4.

G	� Die Aussage ist falsch, da sie für gerade n ∈ ℤ+ nicht stimmt. Dann besitzt der Funktionsterm ​​f​ n​​​(x) der 
ganzrationalen Funktion nur Potenzen mit geraden Exponenten (n; 0) und der Graph der Funktion ist 
achsensymmetrisch bezüglich der y-Achse.

H	� Die Aussage ist falsch. Beispielsweise schneidet der Graph der Funktion f mit  f(x) = ​​  sin x ___ x ​​  + 4 die 
Gerade y = 4  im Punkt P (π | 4).

I	� Die Aussage ist richtig. Die Gleichung b ∙ ​​a​​ x​​ = 0 besitzt für a ∈ ℝ+\{1} und b ∈ ℝ\{0} keine Lösung.

J	� Die Aussage ist richtig. Die Funktion f besitzt die Nullstellen ​​ x​ 1​​​ = 1 und ​​ x​ 2​​​ = 5. Für die x-Koordinate 
des Scheitels gilt ​​ x​ S​​​ = 3 und für die y-Koordinate ​​ y​ S​​​ =  (3 – 1)(3 – 5) = –4.

K	� Die Aussage ist falsch. Beispielsweise besitzt die Funktion 

f: x ↦ 3 für x < 3 
x für x ≥ 3

keine Sprungstelle.

L	� Die Aussage ist richtig. Der Funktionsterm der ganzrationalen Funktion besitzt nur Potenzen mit un
geraden Exponenten  (3; 1).

M	� Die Aussage ist falsch. An der Stelle x = 1 besitzt ​​x​​ 2​​ den Wert 1, –x + 4 hingegen den Wert 3.   
​​G​ f​​​ besitzt somit an der Stelle x = 1 eine Sprungstelle.
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N	� Die Aussage ist richtig. Für a > 0 gilt ​​  lim​ 
x → – ∞

​​​f(x) = 0.

O	� Die Aussage ist falsch. Für ​​ | d |​​ > 1 besitzt die Funktion keine Nullstelle.

P	� Die Aussage ist richtig. Für ​​ | a |​​ > 1 wird der Graph in y-Richtung gestreckt, für ​​ | a |​​ < 1 wird der Graph in 
y-Richtung gestaucht.

Q	� Die Aussage ist richtig. Da c = 4, wird der Graph ​​G​ g​​​ um 4 Längeneinheiten in positive x-Richtung 
verschoben.
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1	 a)	​ ​f​ a​​​(x)​ = 0 ⇒ ​x​​ 4​ + a ​x​​ 2​ = 0 ⇔ ​x​​ 2​​(​x​​ 2​ + a)​ = 0 ⇒ ​x​ 1​​ = 0 ; ​x​​ 2​ = – a​ 

		�  1. Fall: ​a < 0​: ​​f​ a​​​ besitzt genau drei Nullstellen: ​​x​ 1​​ = 0​ (doppelte Nullstelle) und ​​x​ 2​​ = – ​√ 
_

 – a ​​ (einfache 
Nullstelle) und ​​x​ 3​​ = ​√ 

_
 – a ​​ (einfache Nullstelle).

		  2. Fall: ​a = 0​: ​​f​ a​​​ besitzt genau eine Nullstelle: ​​x​ 1​​ = 0​ (vierfache Nullstelle).

		  3. Fall: ​a > 0​: ​​f​ a​​​ besitzt genau eine Nullstelle: ​​x​ 1​​ = 0​ (doppelte Nullstelle).

	 b)	 Der Term ​​​f​ a​​(x)​​ enthält nur Potenzen von x mit geraden Exponenten (2; 4). 

		�  Der Graph ​​G​ ​f​ a​​​​​ verläuft für betragsgroße Werte von ​x​ näherungsweise wie der Graph der Funktion ​
g : x ↦ ​x​​ 4​​, unabhängig von a. Daher gilt: ​​  lim​ 

x → ± ∞ 
​​f​(x)​ = +  ∞​.

	 c)	
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	 d)	 Breite: 4 LE entsprechen 4 m in der Realität.

		  Höhe: 1 LE entspricht 1 m in der Realität.

	 e)	 Es gilt ​r​(x)​ = ​ 1 __ 16 ​ ​x​​ 4​ – ​ 1 __ 2 ​ ​x​​ 2​ = ​ 1 __ 16 ​ · ​(​x​​ 4​ – 8 ​x​​ 2​)​​

		�  Die Streckung erfolgt mit dem Faktor ​​ 1 __ 16 ​​ in y-Richtung. Es gilt ​a = – 8​.

	 f)	 Die Bezugsachse ist ​y = – 0,5​. Es gilt somit ​d = – 0,5​ und für die Amplitude gilt ​​| a |​ = 0,5​.

		�  Aus der Zeichnung kann man ferner ablesen, dass die Periodenlänge ​p = 4​ beträgt. 

		  Somit folgt ​b = ​ 2π
 ___ 4  ​ = ​ 1 __ 2 ​ π​.

		  Eine mögliche Lösung ist ​g : x ↦ 0,5 · cos​(​ π __ 2 ​ x)​ – 0,5​.

2	 a)	​ B​(0)​ = 317 ppm​

		​  B​(t)​ = B​(0)​ · ​a​​ t​​ 

		​  346 = 317 · ​a​​ 25​ ⇔ ​a​​ 25​ = ​ 346
 ___ 317 ​ ⇒ a = ​25

 √ 
____

 ​ 346
 ___ 317 ​ ​ ≈ 1,003508​ 

		  Die jährliche Wachstumsrate beträgt rund 0,35 %.

	 b)	​ B​(50)​ = 317 · ​1,0035​​ 50​ ≈ 377,51​

		�  Die durch ​​B​(​​t​)​​​​ modellierte CO2-Konzentration liegt bei 377,51 ppm und somit unter der tatsächlich 
gemessenen ​C​O​ 2​​​-Konzentration von 390 ppm. Dies kann unterschiedliche Ursachen haben, z. B. ein 
erhöhter Bedarf an fossilen Brennstoffen.

	 c)	� Der Faktor ​​ π __ 6 ​​ streckt den Graphen der Funktion ​g : x ↦ sin x​ in x-Richtung. Es folgt eine Perioden

länge von ​p = ​ 2π ___ 
​ π __ 6 ​

  ​ = 12​.

		�  Der Faktor ​3,3​ streckt den Graphen der Funktion ​​g​ 1​​ :  x ↦ sin ​(​ π __ 6 ​ x)​​ in y-Richtung. Der Graph besitzt 
die Wertemenge ​​W = ​[​​ –3,3; 3,3​]​​​​.
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		�  Der Wert 406 verschiebt den Graphen der Funktion ​​g​ 2​​ :  x ↦ 3,3 · sin​(​ π __ 6 ​ x)​​ in positive y-Richtung.  
Der Graph besitzt dann die Wertemenge ​​W = ​[​​402,7; 409,3​]​​​​.

		�  Die Reihenfolge der Transformationen muss berücksichtigt werden. Würde z. B. zunächst die Ver-
schiebung um den Wert ​d = 406​ vorgenommen werden und anschließend die Streckung um den 
Faktor ​a = 3,3​, so würde sich die Wertemenge ändern.

	 d)	� Aus der Wertemenge der Funktion ​f​ folgt, dass das Maximum 409,3 ppm beträgt. Somit gilt für die 

prozentuale Abweichung  ​​ 
409,3 ppm – 407,18 ppm

  ___________________  409,3 ppm ​  ≈ 0,52 %​.

3	 a)	� Der Graph ​​G​ f​​​ ist achsensymmetrisch bezüglich der y-Achse, da ​f​ eine ganzrationale Funktion ist, 
deren Funktionsterm nur Potenzen mit geraden Exponenten (0; 2) enthält.

	 b)	 Maximale Höhe: ​​f​(0)​ = 18 ​[​​m​]​​​​

		  Höhe an den Endpunkten: ​​g​(– 30)​ = ​  1 ___ 100 ​ · ​​(– 30)​​​ 2​ + 0,6 · ​(– 30)​ + 22,5 = 13,5 ​[​​m​]​​​​

	 c)	 Es gilt ​f​(– 15)​ = –  ​  1 ___ 100 ​ · ​​(– 15)​​​ 2​ + 18 = 15,75​

		  und ​​​  lim​ 
x → –​15​​ 

 
​
​​g​(x)​ = ​  1 ___ 100 ​ · ​​(– 15)​​​ 2​ + 0,6 · ​(– 15)​ + 22,5 = 15,75 = f(–15)​​

	 d)	
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		�  Den Graphen der Funktion h erhält man aus dem Graphen von g durch Spiegelung an der y-Achse.  
Es gilt also: ​​h​(x)​ = g​(– x)​ = 0,01​x​​ 2​ – 0,6x + 22,5; ​D​ h​​ = ]15; 30]​​.

	 e)	 Höhe der Dachkonstruktion: 18 m

		  Horizontale Länge der Bogenkonstruktion: 60 m

		  Verhältnis: ​​ 18 m ____ 60 m ​ = ​ 3 __ 10 ​​

		  Das Verhältnis ist größer als ​​ 1 __ 5 ​ = ​ 2 __ 10 ​​.

4	 a)	​ f​(x)​ = g​(x)​ ⇔ –  ​ 1 __ 4 ​ ​x​​ 3​ + 2x = ​ 4 __ x ​ ⇒ –  ​ 1 __ 4 ​ ​x​​ 4​ + 2 ​x​​ 2​ – 4 = 0​

		  Substituiere ​u = ​x​​ 2​ :​ ​–  ​ 1 __ 4 ​ ​u​​ 2​ + 2u – 4 = 0 ⇔ ​u​​ 2​ – 8u + 16 ⇔ ​​(u – 4)​​​ 2​ = 0 ⇒ u = 4​

		  Resubstituiere: ​​x​​ 2​ = 4 ⇒ ​x​ 1​​ = – 2; ​x​ 2​​ = 2​

		​​  g​(–2)​ = ​ 4 __ –2 ​ = –2​​; ​​g​(2)​ = ​ 4 __ 2 ​ = 2​​

		  Die beiden Graphen haben die Punkte P1 (–2 | –2) und P2 (2 | 2)gemeinsam.

	 b)	� Der Graph der ganzrationalen Funktion ​f​ ist punktsymmetrisch bezüglich des Koordinaten
ursprungs, da ​​f​(​​x​)​​​​ nur Potenzen mit ungeraden Exponenten (3; 1) enthält.

		�  Der Graph der gebrochen-rationalen Funktion ​g​ ist ebenfalls punktsymmetrisch bezüglich des 

Koordinatenursprungs, da ​​f​(– x)​ = ​ 4 __ – x ​ = –  ​ 4 __ x ​ = – f(x)​​ gilt.

	 c)	� Die Funktion ​f​ divergiert für betragsgroße Werte von x, denn es gilt ​​  lim​ 
x → – ∞

​​ ​f​(​​x​)​​​ = +  ∞​ und  
​​  lim​ 
x → + ∞ 

​​​f​(​​x​)​​​ = –  ∞​.

		�  Die Funktion ​g​ konvergiert für betragsgroße Werte von x, denn es gilt ​​  lim​ 
x → ± ∞ 

​​​g​(​​x​)​​​ = 0​.  
Die Funktion g besitzt die waagrechte Asymptote ​y = 0​.

	 d)	​ h :  x ↦ –  ​ 1 __ 4 ​ ​​(x – 2)​​​ 3​ + 2​(x – 2)​ – 1​

		�  Der Graph ​​G​ h​​​ ist aufgrund der Punktsymmetrie des Graphen ​​G​ g​​​ bezüglich des Koordinaten
ursprungs punktsymmetrisch bezüglich des Punktes ​​T​(​​2 ​|​​ –1​)​​​​.
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	 e)	
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		  Der Graph ​​G​ k​​​ ist stetig, da ​f​(2)​ = –  ​ 1 __ 4 ​ ∙ ​2​​ 3​ + 2 ∙ 2 = – 2 + 4 = 2​ und ​​  lim​ 
x → ​2​​ + ​

​​g​(x)​ = ​ 4 __ 2 ​ = 2.​

	 f)	� Der Graph ​​G​ k​​​ steigt monoton im Intervall ​​​]​​0; 1,63]​​ und fällt im Intervall ​​[1,63; + ∞​[​​​​ monoton.

	 g)	� Das Dreieck ist rechtwinklig und es gilt ​A​(x)​ = ​ 1 __ 2 ​ · x · ​ 4 __ x ​ = ​ 1 __ 2 ​ · 4 = 2​. Der Flächeninhalt ist somit 
unabhängig von der Wahl des Punktes S konstant.


