











2.2 Verschieben der Normalparabel

 Enidecken 8

K2/4
Ké

® blauer Graph: y = x? - 3; griiner Graph: y = (x - 3)?
® Beispiele fiir Beobachtungen:

Wenn d > 0 ist, wird die NP in positive x-Richtung verschoben, wenn d < 0 ist, in negative x-Richtung.
Wenn e > 0 ist, wird die NP in positive y-Richtung verschoben, wenn e < 0 ist, in negative y-Richtung.

Nachgefragt

® Lucia hat nicht Recht: Fiir e < 0 hat die Funktion mit f(x) = x? + e zwei Nullstellen (+Ve), da der Graph

von fin diesem Fall die um |e| LE in negative y-Richtung verschobene Normalparabel ist.

Aufgaben

1 Ablesen der Scheitelpunkte der Funktionsgraphen an den Funktionstermen ergibt:
Der Graph von f, hat den Scheitelpunkt S, (1,5/0) = roter Graph.
Der Graph von f, hat den Scheitelpunkt S, (011,5) = blauer Graph.
Der Graph von f; hat den Scheitelpunkt S, (-1,51-1,5) = griiner Graph.
Der Graph von f, hat den Scheitelpunkt S, (1,511,5) = violetter Graph.

2

a) S,(01-7); T, (01-7)

d) S,(6,51-1); T, (0141,25)
3 a)

® Gabriel hat Recht, wenn 0 e D ist: Der Parabelpunkt P (01f(0)) liegt auf der y-Achse.

S: Scheitelpunkt; T: Schnittpunkt mit der y-Achse

b) S,(213); T,(017)
e) 55(_%"%); T5(O|‘%)

©) S;(-410);T,(0116)
f) Sc(0,61-2); T,(01-1,64)

a) und b)
. . Symmetrie- monoton monoton
A e achse fallend fiir... | steigend fiir ...
1) =x+1 1 LE in positive y-Richtung x=0 ]—o0; O] 10; oo
2 f,(x) =(x-0,5% |0,5LE in positive x-Richtung x=0,5 ]—o0; 0,5[ 10,5; oof
3 LE in positive x-Richtung
= — 2 = —09; ; ©°
3 f00) = (x-3)"+2 2 LE in positive y-Richtung x=3 J=ee3 31 B3 ol
B 52 . [2,5 LE in negative x-Richtung _ o .
b f,(= (X+ 2) L Ein negative y-Richtung X=-2,5 J7ee 2,51 12,55 oI
_ » . 1 |2 LEin negative x-Richtung _ oo Y
5 (9 = (x+2)°+3 0,5 LE in positive y-Richtung x=-2 J=ee =2 1725 ol
1 LE in positive x-Richtung
= —_ 2 —_ = —00° (o )
6 f () =(x-1)7-3 3 LE in negative y-Richtung x=1 oo 1l 11; o<l
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2 2.2 Verschieben der Normalparabel

Ki/4» 4 G,-F G,-B G,-C G,-D G-H G,-G G,-A Gy-E

m > @ Funktion Scheitel L monotgn r.nonoto'r.l Nullstellen
menge fallend fiir... | steigend fiir ...

1 f(x)=(x+2)2+1 S(-211) [1; +o9 X € J-o0; =2[ X € ]-2; o[ keine

2 g(x) = (x-3,5)? S(3,510) | [0; +oq] xe ]-00;3,5[ | xe€l3,5; 00 3,5

3 h(x) = (X+1)2— S(—1|—4) [~4; +oo] X € J-oo; —1] xe ]-1; oof -3;1

& k(x)=(x-2,5)2- S(2,51-1) | [-1;+00[ | xe€]-00;2,5[ | x€]2,5;00] 1,5; 3,5

5 [(x) =x*-1,5 S(01-1,5) | [<1,5; +0o[ | X € ]~o0; O[ x € ]0; oof ~-1,2;1,2

6& m(x)=(x-2)2+0,5| S(210,5) | [0,5;+00[ | xe€ ]-o0;2[ X € ]2; oof keine

b)
G, G,
Gy

_=8 _=6 _}4 _Iz 0 )3 é; _|3 _|2 0 } U [I‘
_2— 1__
g 24+

(K5 > 6 a) f(x)=(x+5)-
A(-215): f(-2) = (-2+5)?-1=8>5=y, = Aliegtunterhalb von G,.
B(-313): f(-3)=(-3+5)?-1=3 =y, = BliegtaufG
€(0,5131,25): f(0,5) = (0,5+5)?—1=129,25<31,25=y. = Cliegt oberhalb von G,.

b) £() = (x+1) +2

A(112): f(1) =( %)2 % 29>2=yA = A liegt unterhalb von G;.
B(%|4%) (%)=(% %) %=4%=y8 = B liegt auf G;.
C(—2%|%): f( 2%)=( 2% %)2+%=% gg—yc = Cliegt oberhalb von G,.

(K5 » 7 a) f(x)=(x—2)2+4; W, =[4; +oof; Symmetrieachse: x = 2
b) f(5) =13, also P(5/13)
Parabelpunkt Q mit Yo =13:
(xq=2)?+4=13 = x,-2=13 = x4, =5;Q,(5/13)
X =—1;Q,(-1113)

8 a) M y=x>+3

2
3 y=(x+3,52+1=x2+7x+13,25 4
5 y=(x+0,5)2+2,25=x2+x+2,5

52 Schulbuchseite 46/47



2.2 Verschieben der Normalparabel

9

b) Gf4
R AR AR v 5
o
4t
¢) @ monoton fallend fiir x € ]-oo; 0] monoton steigend fiir x € ]0; oof
2 monoton fallend fiir x e ]—oo; —% [ monoton steigend fiir x e ]—%; oo[
3 monoton fallend fiir x € ]-o0; —3,5] monoton steigend fiir x € -3,5; oo
4 monoton fallend fiir x € ]—oo; 4] monoton steigend fiir x € ]4; oof
5 monoton fallend fiir x € J-o0; — 0,5] monoton steigend fiir x € ]-0,5; oo
d) Beispiele:
1 Normalparabel um 3 LE in positive y-Richtung verschoben; Symmetrieachse x = 0;
keine Nullstelle;
Schnittpunkt mit der y-Achse (013)
2 Normalparabel um 0,75 LE in negative x-Richtung verschoben; Symmetrieachse x = -0,75;
Nullstelle x = —0,75; Schnittpunkt mit der y-Achse (0|%)
3 Normalparabel um 3,5 LE in negative x-Richtung und um 1 LE in positive y-Richtung verschoben;
Symmetrieachse x = —3,5; keine Nullstelle; Schnittpunkt mit der y-Achse (0113,25)
4 Normalparabel jeweils um 4 LE in positive x-Richtung und negative y-Richtung verschoben;
Symmetrieachse x = 4; zwei Nullstellen x; = 2 und x, = 6; Schnittpunkt mit der y-Achse (0112)
5 Normalparabel um 0,5 LE in negative x-Richtung und um 2,25 LE in positive y-Richtung verscho-
ben; Symmetrieachse x = —0,5; keine Nullstelle; Schnittpunkt mit der y-Achse (012,5)
d<o0 d=0 d>0
S liegt im Ill. Quadranten. S liegt auf der negativen S liegt im IV. Quadranten.
Die Parabel hat zwei Null- y-Achse. Die Parabel hat zwei Null-
e<0 |stellen. Die Parabel hat zwei Null- stellen.
Beispiel: f: x— (x + 1)2—=3 |stellen. Beispiel: f: x— (x—1)?-3
Beispiel: f: x — x> -3
S liegt auf der negativen S liegt im Ursprung. S liegt auf der positiven
x-Achse. Die Parabel hat eine Null- x-Achse.
e=0 |Die Parabel hat eine Null- stelle. Die Parabel hat eine Null-
stelle. Beispiel: f: x — x? stelle.
Beispiel: f: x — (x + 1)? Beispiel: f: x — (x — 1)?
S liegt im Il. Quadranten. S liegt auf der positiven S liegt im I. Quadranten.
Die Parabel hat keine Null- y-Achse. Die Parabel hat keine Null-
e>0 |stelle. Die Parabel hat keine Null- stelle.
Beispiel: f: x> (x + 1) +3 |stelle. Beispiel: f: x — (x—1)? + 3
Beispiel: f: x — x? + 3

Schulbuchseite 47
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k5/6) 10

11

12

13

14

15
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2.2 Verschieben der Normalparabel

Beispiel:

a) y=(x-1,5)? b) y=(x+V2)? G

¢ y=x2-0,5 d) y=(x-2)

e) y=(x+1,5)2-2 f) y=(x+3)?+4

8) y=(x+7)’ h) y=x-1

Die Funktionsgleichungen werden mit quadratischer _12 —io _=8 é >
Erganzung in die Formy = (x— d)? + e gebracht. An dieser

Form ladsst sich der Scheitelpunkt ablesen.

o3 -Eis(
f) y=(x+3)2+3;S(-313)
i) y=(x+5)?%5S(-510)

a) y=(x+1)2-4;S(-11-4)
d) y=(x-0,5)%5(0,510)
g) y=(x+5)2-25;S(-5/-25)

b) y=(x-2)?-8;S(21-8)
e) y=(x-1,52+3;5(1,5I3)
h) y=(x-0,52%+1,55(0,511,5)

a) Scheitel S auf der x-Achse bedeutet, dass e = 0 sein muss, d.h. ¢ = d? = (0,5b)?.
1 c=16 2 c=9 3 c=1,44
b) Scheitel S auf der positiven x-Achse bedeutet, dass e = 0 sein muss; zudem muss b = 2Vc
sein und b bzw. —b aus der Funktionsgleichung muss negativ sein.
1 b=-8 2 -b=-14,alsob =14 3 b=-2V3
¢) Wenn der Scheitel S der Parabeln aus b) jeweils auf der negativen x-Achse liegen soll, muss man
das Vorzeichen von b d@ndern.

Fehler in der zweiten Zeile: In der Klammer muss x — 8 stehen, nicht x + 8, hinter der Klammer muss —64
stehen, nicht +64. Damit lautet die Berechnung: y = (x—8)?>-64 + 5= (x-8)2-59 = S(81-59)

a) Piy=x%Pry=x"+5Pyry=x>-2 b) Piiy=(x—4)%Pry=(x-4)2+5P:y=(x-4)-2
Q) Pry=x2+4;Py=(x=3)2+4;Pyy=(x+6)+4
d) Piy=x2+1;Py=(x-3)2-11; Py = (x+ 6)? +25

1 Beispiele fiir Graphen: 2 Beispiele fiir Graphen:

AR *ﬁ/

4312 -10

Gemeinsamkeiten und Unterschiede der Graphen:
Bei allen Graphen G, liegt der Scheitel S(ole) auf
der y-Achse in unterschiedlichen ,,H6hen“ e.

Fiir e > 0 hat die Funktion keine Nullstelle,

fiir e = 0 genau eine und fiir e < 0 zwei Nullstellen.

Gemeinsamkeiten und Unterschiede der Graphen:
Bei allen Graphen G, , liegt der Scheitel S (d10) auf
der x-Achse unterschiedlich weit vom Ursprung
entfernt. Alle Parabeln der Schar haben genau
eine Nullstelle.
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2.2 Verschieben der Normalparabel

3 Beispiele fiir Graphen:
Ay

e
N

W=
bl 4

Gemeinsamkeiten und Unterschiede der Graphen:

Bei allen Graphen Gge liegt der Scheitel S (-2 |c — 4) auf der Gerade x = -2. Fiir ¢ < 4 haben die Para-
beln zwei Nullstellen, fiir c = 4 genau eine Nullstelle, fiir ¢ > 4 keine Nullstelle.

16 a) | 12+b-1+c=2;

I 0°+b-0+c=0; c=0eingesetztinl: 1+b=2=b=1
y=x>+1=(x+0,5)2-0,25
Scheitelpunkt S, (-0,51-0,25)

b) | 1+b+c=3
Il 1-b+c=11
I+l 2+2c=14=c=6 c=6eingesetztinl: 1+b+6=3=b=-4
y=x2—4x+6=(x-2)%+2
Scheitelpunkt S, (212)

c | 1+b+c=-1
Il 1-b+c=1
[+l 2+2c=0=>c=-1 c=-1eingesetztinl: 1+b-1=-1=b=-1
y=x>-x-1=(x-0,5)?-1,25
Scheitelpunkt S_(0,51-1,25)

17 a) [ b) x;=-1;
T f(x)=(—1)2+b-(—1)+b=1—b+b=1=yG
fiir jeden Wert von b € R.
A Q(119);x=1;
f(xQ)=12+b-1+b=1+2b
flxg =yVqe 1+2b=9o2b=8=b=4
d) y=x>+bx+b=(x+0,5b)2-0,25b + b;
S(-0,5b1-0,25b2 + b): Lucas hat also Recht.
e) S,(010): y=-0°-2-0=0=y, v
S,(-111): y=-(-1)?-2-(-1)=-1+2=1=y;, ¥
S,(11-3):y=-12-2-1=-3=y, , ¥

N il o

>V
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2.2 Verschieben der Normalparabel

18 a) d=-0,5;ec R b) d=0;e=-4 ¢) d=0,5;e=-4 d) d=2;e<-1

56

Bekannte Lerntechniken in Mathematik nutzen

Individuelle Bearbeitungen. Die Schiilerinnen und Schiiler vertiefen ihre Kenntnisse tiber Mindmaps
und entwickeln ein Gefiihl fiir Zusammenhadnge und Verkniipfungen der einzelnen Teilbereiche eines
Themengebiets. Dies beinhaltet hier das Uberblicken eines umfangreicheren Themengebiets und das
Einsortieren der einzelnen Themen in Unterkategorien. Die Verkniipfungen in einer Mindmap helfen
den Schiilerinnen und Schiilern, die Zusammenhéange zwischen den verschiedenen Lerninhalten zu
visualisieren und dadurch besser zu verinnerlichen.
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K1/6

Ke )

2.3 Parabeln

der Form y = ax?

L Entdecken 2

m f(x) =5x°
X f(x)
0 0
0,5 1,25
1 5
1,5 11,25
2 20

20+
15
10

5|

| |

Alternativer Einstieg: Schulbuch Seite 40

1 Firx=1,5wurde die Kugel aus einer
Hohe von 11,25 m fallen gelassen.

5140
_5__

bt 4

2 Firx = 2,0 wurde die Kugel aus einer Hohe von 20 m fallen gelassen.

® Beispiele fiir einige Graphen:
1 f,(x) =-3x2
2 falx) = —%xz
3

3 f%(x)=%
4 f(0=3
5 f,(x) =x

X2

X2

2

@ Die Graphen haben alle den Ursprung als Scheitelpunkt.
Die Graphen sind fiir a > 0 nach oben gedffnet, im Il. Quadranten monoton fallend und im I. Qua-

dranten monoton steigend.
Fiir a < 0 sind die Graphen nach unten geoffnet, im Ill. Quadranten monoton steigend und im
IV. Quadranten monoton fallend.
Die Graphen sind enger als die Normalparabel, wenn |al > 1 ist, und weiter als die Normalparabel,
wenn [al < 1 ist.
Fiir a = 0 erhdlt man keine Parabel, sondern die konstante Funktiony = 0.

Nachgefragt

® Der Graph von f: x — ax? mit a = 0 ist die x-Achse mit der Gleichung f(x) = 0.

® Spiegelung an der x-Achse: Die neue Funktionsgleichung lautet f, (x) = —2x2. Der Graph von f, ist
kongruent zum Graphen von f, aber nach unten geoffnet.
Spiegelung an der y-Achse: Der gespiegelte Graph stimmt mit dem urspriinglichen Graphen G;
iberein, da G; achsensymmetrisch beziiglich der y-Achse ist. Die neue Funktionsgleichung lautet
f,(x) = f(x) = 2x°.
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2.3 Parabeln der Form y = ax?

2

Aufgaben

1 a) f(x) =1,2x Die Parabel ist enger als die Normalparabel und nach oben geéffnet.
X +3 +2 +1 0
f(x)| 10,8 | 4,8 | 1,2 0
b) f(x) =-2x° Die Parabel ist enger als die Normalparabel und nach unten geoffnet.
X +2 1,5 +1 +0,5 0
fx)| -8 | 45| -2 | -0,5 0
¢) f(x)=0,75x2 Die Parabel ist weiter als die Normalparabel und nach oben geoffnet.
X +3 2 +1 0
fx)| 675 | 3 1075 ] 0
d) f(x) = —%xz Die Parabel ist weiter als die Normalparabel und nach unten geéffnet.
2,5 +2 +1,5 +] 0,5 0
-2,08 | -1,33 | -0,75 | -0,33 | —0,08 | 0,00

I+

X +4
f(x) | -5,33

{ 12
1 —+

; 1=
; —4 =3 =2 A1

[l |
4 -3 -2 -10

k4 » 2 A-G; ®B-G, ©-G, ©D-G E-G,

| K5 > 3 Eswerden jeweils die Punktkoordinaten in die Gleichung der Parabel P eingesetzt; aus der dadurch
entstehenden Gleichung wird der Wert von a berechnet.

a)5=a-12:>a=%=5 b) —3=a-32:>a=_3—3=—%
=2-0.52 =903 —2=a-(-4)? -2 __1
¢ 0,5=a-0,5° = a 052 2 d -2=a-(-4)? = a 78

4 a) Einsetzen des x-Wertes von P (-1,511,25) in die Funktionsgleichung ergibt:
f(-1,5)=0,5-(-1,5)? =1,125
Fiir x = —1,5 erh&lt man den Parabelpunkt Q (~1,511,125).
Der Vergleich der y-Werte von P und Q ergibt:
Yp=1,25>1,125 =y,
Damit liegt P oberhalb von Q und oberhalb der nach oben gedffneten Parabel.
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2.3 Parabeln der Form y = ax?

5

6

b) Der x-Wert von P wird in die Funktionsgleichung eingesetzt und der erhaltene Wert mit dem y-Wert

von P verglichen.
D f4,8) =-2(4,4)2=-7,26<7,26 =y,

= P liegt oberhalb des Graphen.

2 f(-4,8) =-2,5-(-4,8)>=-57,6 >-57,8=y, = P liegtunterhalb des Graphen.

3 f(-1,5) =0,2-(-1,5)2=0,45 = y,
4 f(0,5)=3,2-(0,5%=0,8>-0,8=y,

Liam zeichnet Parallelen zur y-Achse bzw. verwendet die entspre-
chenden Karolinien.

Er verdoppelt die Ordinaten (y-Werte) der Punkte der Parabel P mit
den Abszissen (x-Werte) ...-2;-1,5; -1; -0,5; 0; 0,5; 1; 1,5; 2 .... und
erhélt so die Ordinaten der entsprechender Punkte der Parabel P,.
Um Punkte der Parabel P,:y = 0,5x? zu erhalten, halbiert man die
Ordinaten der Punkte der Parabel P mit den Abszissen ...-2; -1,5;
-1,-0,5;0;0,5;1;1,5;2....

a) Der Verlauf des Skatingbodens wird durch einen Parabelast
beschrieben. Der Scheitelpunkt der Parabel liegt im Ursprung.
Um die Funktionsgleichung zu bestimmen, benétigt man einen
Punkt, der auf der Parabel liegt: (5001400). Eingesetzt in
f(x) = ax? ergibt sich: 400 = a - 500° = a =0,0016.

f(x) = 0,0016x?

= P liegt auf dem Graphen.
= P liegt unterhalb des Graphen.

b) Die Tréger sind im Abstand von 100 cm befestigt. Der erste Tréger hat also die x-Koordinate 100.

Die Hohe h der Trager ergibt sich jeweils aus den zugehdorigen Funktionswerten:

1. Tréger: x = 100 f(100) = 0,0016 - (100)2=16  h=16cm
2. Trdger: x = 200 f(200) = 0,0016 - (200)2 =64 h=64cm
3. Trdger: x = 300 f(300) = 0,0016 - (300)? =144 h =144cm
4. Trager: x = 400 f(400) = 0,0016 - (400)> =256 h=256cm
5. Tréger: x = 500 f(500) = 0,0016 - (500)> =400 h=400cm
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bl 4

59



2

2.4 Die allgemeine quadratische Funktion

@ Alle drei haben die Aufgabe richtig geldst, denn jede der drei Gleichungen beschreibt den abgebilde-

k)

ten Graphen.

Alternativer Einstieg: Schulbuch Seite 41

@ Wilmas Losung ist die allgemeine Form eines quadratischen Terms. Der konstante Summand ¢ = 1,5
gibt die Schnittstelle der Parabel mit der y-Achse an.
Daniels Losung ist die Nullstellenform eines quadratischen Terms. Sie existiert nur fiir Funktionen,
deren Graphen gemeinsame Punkte mit der x-Achse besitzen. Die x-Werte x, und x, dieser Punkte
kann man an den Klammertermen (x—x,) und (x - x,) ablesen.
Felis Losung ist die Scheitelpunktform eines quadratischen Terms, aus der man analog zu der in
Kapitel 2.2 behandelten Form f(x) = (x—d)? + e die Koordinaten d und e des Scheitels ablesen kann.

Nachgefragt

® Die Nullstellenform existiert nur, wenn die Parabel mindestens eine Nullstelle hat. Die beiden
anderen Formen existieren fiir jede Parabel.

® Wegen der achsensymmetrischen Form (Symmetrieachse a: X = Xg fiir den Scheitel S (xSIyS)) der
Parabel liegt die x-Koordinate des Scheitels in der Mitte zwischen ihren Nullstellen.

Aufgaben

y

60

Scheitelpunktform Schnittpunkt mit der y-Achse allgemeine Form
a) y=(x-1)%2+2 T(013) y=x>-2x+3
b) y=2(x-3)2-4 T(0114) y=2x2—12x+ 14
) y=0,5(x-4)2+0 T(018) y=0,5x% - 4x + 8
d) y=(x+3)2+3 T(0112) y=x2+6x+12
e) y=—(x+3,52-4 T(01-16,25) y=-x2—7x-16,25
f) y=(x-7)? T(0149) y =x2—14x + 49
g) y=-2(x-1)? T(01-2) y=—2x%+ 4x—2
h) y=-2x2 T(010) y=-2x?
i) y=0,2(x-2,5)?-3 T(01-1,75) y=0,2x>-x~-1,75

Nullstellen allgemeine Form Scheitelpunktform

a) -5;1 y=x>+4x-5 y=(x+2)?-9
b) -9;3,5 y=-2x>-11x+ 63 y=-2(x+2,75)? + 78,125
) 0;1 y=x>—x y=(x-0,5)%-0,25
d) -2;2 y=9x’-36 y =9x*-36
e) -5 y =x%+10x + 25 y=(x+5)?
f) 7 y = x> - 14x + 49 y=(x-7)?
g) 1 y=2x2—4x+2 y=2(x-1)2
h) 0 y = 3x2 y =3x?
i) -3;0 y = 0,5x> + 1,5x y=0,5(x+1,5)2-1,125
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2.4 Die allgemeine quadratische Funktion

K5 4
K s
e 6

Scheitelpunktform Scheitelpunkt Schnittpunkt mit der y-Achse
a) y=(x+1,2)? S(-1,210) T(011,44)
b) y=2(x+1,5)2+2,5 S(-1,512,5) T(017)
<) y=-(x-1)2+3 S(113) T(012)
d) y=3Kx+2)2+1 S(-211) T(0113)
e) y=-0,5(x-2)%+6 S(216) T(014)
f) y=-2(x-2)%- S(21-2) T(0l-10)

allgemeine Funktionsgleichung einer Parabel: y = ax? + bx + ¢

a) a=-1, dadie Parabel zur Normalparabel kongruent und nach unten ged&ffnet ist.
Nullstellen x; = 1 und x, = -2, also ist die Nullstellenform besonders geeignet:
y=—(x-1)(x+2).
Ausmultiplizieren ergibt die allgemeine Formy = —x? —x + 2.

b) a =1, dadie Parabel eine verschobene Normalparabel ist. Aufgrund der gegebenen Punkte ist der
allgemeine Funktionsterm besonders geeignet.
Einsetzen der Koordinaten von A in die allgemeine Form ergibt c = 3.
Einsetzen der Koordinatenvon Bergibt: 4=1+b+3 = b=0 = y=x>+3.
Der Punkt A ist der Scheitelpunkt. Die allgemeine Form ist gleichzeitig die Scheitelpunktform. Da
die Parabel keine Nullstellen hat, existiert keine Nullstellenform.

¢) a=1, dadie Parabel eine verschobene nach oben gedffnete Normalparabel ist.
Da die Parabel nach oben geoffnet ist, nimmt die Funktion ihren kleinsten Funktionswert im
Scheitelpunkt an. Somit ist S (31-10) der Scheitelpunkt. Daraus ergibt sich die Scheitelpunktform
y=(x-3)"-
Ausmultiplizieren ergibt die allgemeine Formy = x> — 6x - 1.

Mégliche Begriindungen:
A- G4: Die Parabel hat den Scheitelpunkt S (210).
,: Die Funktionsgleichung ist die einzige lineare Gleichung.
;¢ Die Parabel hat den Scheitelpunkt S (ol1,5).
,: Die Parabel hat den Scheitelpunkt S (-21-3).

5: Dies ist die einzige Funktionsgleichung mit einem negativen Vorzeichen von x?. Es handelt sich
also um eine nach unten gedéffnete Parabel.

F —G,: Dies ist die ausmultiplizierte Form von 1.

rnUﬁUJ
mmmm

a) 1.Schritt: Max hat 0,5 ausgeklammert, aber in der Klammer miisste zweimal die Ziffer 8 stehen
anstelle der beiden Ziffern 2. Die korrekte Umformung mit quadratischer Ergdanzung lautet:
f(x) =0,5x% + 4x—4 =0,5(x2 + 8x—8) = 0,5(x% + 8x + 42— 42— 8) = 0,5[(x + 4)> - 24]
=0,5(x+4)? -
Der Scheitelist S (41-12).
b) Im 2. Schritt soll quadratisch erganzt werden, der Wert muss aber 4 sein, nicht 2. Die korrekte Um-
formung mit quadratischer Ergdnzung lautet:
f(X) =—x2—4x+3 =—(C+4x) +3=—(C+4x+4—-4)+3=—[(x+2)2-4] +3
=—(x+2)2+4+3=—(x+2)2+7.
Der Scheitelist S (-217).
¢) Inder Klammer des 3. Schrittes muss x — 2 stehen, nicht x — 4. Die korrekte Umformung mit
quadratischer Ergdnzung lautet:
f(x) = —=0,5x% + 2x = =0,5(x2 = 4x) = —0,5(x2 — 4x + 22— 22) =—-0,5[(x - 2)2 - 4]
=-0,5(x-2)%+2.
Der Scheitelist S (212).
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2.4 Die allgemeine quadratische Funktion

a) Scheitelpunkt S (8150); zwei Nullstellen, denn die Parabel ist nach unten geéffnet und der Scheitel-
punkt liegt oberhalb der x-Achse.

b) Scheitelpunkt S (—=1112); zwei Nullstellen, denn die Parabel ist nach unten geéffnet und der Schei-
telpunkt liegt oberhalb der x-Achse.

¢) Scheitelpunkt S (-31-6); zwei Nullstellen, denn die Parabel ist nach oben gedffnet und der Scheitel-
punkt liegt unterhalb der x-Achse.

d) Scheitelpunkt S (210); genau eine Nullstelle, da der Scheitelpunkt auf der x-Achse liegt.

e) Scheitelpunkt S (-1,511); zwei Nullstellen, denn die Parabel ist nach unten ge6ffnet und der Schei-
telpunkt liegt oberhalb der x-Achse.

f) Scheitelpunkt S (01-10); zwei Nullstellen, denn die Parabel ist nach oben ge6ffnet und der Scheitel-
punkt liegt unterhalb der x-Achse.

a) nach unten gedffnete Parabel; groBter Funktionswert: 3
Beispiele fiir weitere Eigenschaften der Parabel:
Scheitelpunkt S (013)
monoton steigend fiir x € ]-oo; O[,monoton fallend fiir x € ]0; +oo[
zwei Nullstellen
enger als die Normalparabel
Symmetrieachse a: x=0
b) nach unten gedffnete Parabel; grofiter Funktionswert: 2
Beispiele fiir weitere Eigenschaften der Parabel:
Scheitelpunkt S (212)
monoton steigend fiir x € ]-oo; 2[,monoton fallend fiir x € ]2; +oo[
zwei Nullstellen
Symmetrieachse a: x = 2
¢) nach unten geéffnete Parabel; grofiter Funktionswert: 0
Beispiele fiir weitere Eigenschaften der Parabel:
Scheitelpunkt S (-210)
monoton steigend fiir x € ]-oo0; —2[,monoton fallend fiir x € ]-2; +oo[
eine Nullstelle
Symmetrieachse a: x = -2
d) nach oben gedffnete Parabel; kleinster Funktionswert: 5
Beispiele fiir weitere Eigenschaften der Parabel:
Scheitelpunkt S (-315)
monoton fallend fiir x € ]-o0; —3[,monoton steigend fiir x € ]-3; +oo[
keine Nullstelle
Symmetrieachse a: x = -3

e) nach oben gedffnete Parabel; kleinster Funktionswert: -5
Beispiele fiir weitere Eigenschaften der Parabel:
Scheitelpunkt S (01-5)
monoton fallend fiir x € ]-oo; O[,monoton steigend fiir x € ]0; +oo[
zwei Nullstellen
Symmetrieachsea: x=0

f) nach oben geoffnete Parabel; kleinster Funktionswert: 0,75
Beispiele fiir weitere Eigenschaften der Parabel:
Scheitelpunkt S (-0,510,75)
monoton fallend fiir x € ]-o0; —0,5[,monoton steigend fiir x € 1-0,5; +oo[
keine Nullstelle
Symmetrieachse a: x =-0,5
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2.4 Die allgemeine quadratische Funktion

Funktionsgraphen:

vA

~
€
>y

9 a) Der Funktionsgraph hat ...

e genau eine Nullstelle, wenn der Parabelscheitel auf der x-Achse liegt.

e zwei Nullstellen, wenn entweder der Scheitel oberhalb der x-Achse liegt und die Parabel nach un-
ten gedffnet ist oder der Scheitel unterhalb der x-Achse liegt und die Parabel nach oben gedéffnet
ist.

e keine Nullstelle, wenn entweder der Scheitel oberhalb der x-Achse liegt und die Parabel nach
oben gedffnet ist oder der Scheitel unterhalb der x-Achse liegt und die Parabel nach unten geoff-
net ist.

b) Die Anzahl der Nullstellen hdngt nicht von d ab.

Anzahl der Nullstellen:

e>0 e=0 e<0
a>0 0 1 2
a<o 2 1 0
K5/6)> 10 A: 2,3,%4,5,6 B: 2,6,7
: ©.060.6.6 D: 4,5,6,7
E: 3,4,6 F: 2,5,6,7

’

11 Bei verschobenen Normalparabeln besteht die Wertemenge aus allen y € R, die gréRer oder gleich
dem y-Wert des Scheitels sind.

Die Gleichung der Symmetrieachse ist x = d (S(dle)). Fiir x < d ist die Funktion monoton fallend,
fiir x> d monoton steigend.

Wenn der Scheitelpunkt bekannt ist, erhdlt man die Nullstellen der Funktion aus der Scheitelpunktform
y = (x—d)? + e der verschobenen Normalparabel (fiir e > 0 existieren keine Nullstellen):

(x-d)2+e=0 o (x-d)?=-e & x-d=:V-e & x=dzV-e.
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12 @ a) Nullstellen: x, =-2,x, =2 = Schnittpunkte mit der x-Achse N, (~210),

2.4 Die allgemeine quadratische Funktion

Berichtigte Tabelle:

Scheitelpunkt Wertemenge SVT;:_:'& n;:ll::rt&n :;z?go::: Nullstellen
1 S(01-9) [-9; +o9 x=0 X € ]-e0; 0] X € ]0; oof -3;3

2 S(51-1) [-1; +o9] x=5 X € ]-o0; 5] x € 15; oo 4;6

3 S(111) [1; +oo] x=1 X € J-o0; 1] X € ]1; oof keine

4 S(21-16) [-16; +o9] X =2 X € J-o0; 2[ X € ]2; oof -2;6

5 S(-41-4) [—4; +oo] X=-4 X € |-o0; —4] X € |-4; oo -6; -2

6 S(310) [0; +o9] x=3 X € J-o0; 3] X € ]3; oo 3

7 S(1,51-2,25) | [-2,25; +o9] x=1,5 X € ]-o0; 1,5] x € ]1,5; oof 0;3

Schnittpunkt mit der y-Achse: T(01f(0)) = T(01-4)

Scheitelpunkt S (xg | (x)): xg =

X1 t% _-2+2
2 2

Scheitelpunktform: f(x) = x> - 4

b) Da die Parabel nach oben gedffnet ist und zwei Nullstellen besitzt, sind die Funktionswerte fiir

x-Werte zwischen den Nullstellen negativ, also fiir x € ]-2; 2[.

¢) Die Funktion fist monoton fallend im Intervall ]-eo; O[ und monoton steigend im Intervall ]0; oof.
Die Bearbeitung der Funktionen 22 bis 6 erfolgt analog zu 1. Insgesamt erhdlt man:

=0 = S(01-4)

N, (210)

1 2 3
Schnittpunkte . . N (L
a) it der x-Achse N, (-210); N, (210) N, (-310); N, (110) N, (310); N, (-910)
Schnittpunkt
mit der y-Achse T(0l1-4) T(0l1-6) T(0113,5)
Scheitelpunkt S(01-4) S(-11-8) S(-3118)
Scheitelpunktform fx)=x’-4 f(x) =2(x+1)>-8 f(x) = —%(x +3)2+18
b)| f(x)<Ofiirxe .. 1-2; 2] 1-3;3[ ]—o0; =9 [U] 3; oo

mf fiir x € ]-o0; O[

mf flr x € ]-o0; —1]

ms flr x € ]-oo; —3]

9 Monotonie ms fiir x € ]0; oof ms flrx e -1; oo mf flir x € ]-3; oof
4 5 6
Schnittpunkte . A N (L 2 )
)| der x-Achse N, (010); N, (410) N, (=710); N,(-110) | N,(-0,510);N,(2,710)
Schnittpunkt _
mit der y-Achse T(010) T(0121) T(01-0,135)
Scheitelpunkt S(214) S(-41-27) S(1,11-0,256)
Scheitelpunktform | f(x) =—(x-2)?+4 f(x) =3(x+4)2-27 |f(x)=0,1(x-1,1)?-0,256
b)| f(x)<Ofiirxe .. ]—o0; 0 [U] 0; +00f -7;-1[ 1-0,5; 2,7[

ms flr x € ]-o0; 2[

mf flir x € ]-oo; =4[

mf flr x € ]-oo; 1,1]

©) Monotonie mf flir x € ]2; oof ms flr x € ]-4; oo ms fir x € 11,1; oof
13 a) b, = 10; y=x2+10x + 25; y=(x+5)%S(-510)
b, =-10; y =x%>—10x + 25; y=(x-5)%5S(510)
b) b, =1,8; y=x?-1,8x+0,81; y=(x-0,9)%5(0,910)
b,=-1,8; y=x%+1,8x+0,81; =(x+0,9)%5(-0,910)
) b, =2V5; y=x2-2V5x+5; y=Kx-V5)%SW/510)
b, =-2V5; y=x2+2V5x+5; y=Kx+V5)%S(-V510)
d) c=9; y=x2+6x+9; y=(x+3)%S(-310)
e) c=2; y=x2-2V2x+2; y=Kx-Vv2)%4s\210)
f) c=-8; y=-2x>-8x-8; y=-2(x+2)%5S(-210)

64
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2.4 Die allgemeine quadratische Funktion

ks/6) 14

allgemeine Form
y=ax>+bx+c

Scheitelpunktform
y=a(x-d)?+e

Nullstellenform

y =alx-x,) (x-x,)

a| - a >a0<u(|)13r:ed<e0>o(;jer zwei verschiedene Klammern (x, # x,)
oy @ - e=0 zweimal dieselbe Klammer (x, = x,)
c) -1<a<1 -1<a<1 -1<ax<1
drei Moglichkeiten:
e a<0und genau eine Nullstelle, die nicht null ist
d) c<O0 | e e a<0und zwei Nullstellen mit gleichen Vorzeichen

e a> 0 und zwei Nullstellen mit verschiedenen
Vorzeichen

15 Sid hat nicht Recht: f(x) =0,5- (x?=9) +2=0,5x2-2,5
Der Scheitelpunkt der Parabel ist S (01-2,5).
Auch Mike hat nicht Recht: Besitzt eine quadratische Funktion genau eine Nullstelle x,, dann hat ihre
Nullstellenform zwei gleiche Klammern (x - x,), die multipliziert in der Nullstellenform als (x - x,)?
erscheinen.
Beispiel: Die Funktion f(x) = x? - 2x + 1 besitzt die (doppelte) Nullstelle x, = 1. Die Nullstellenform von
flautet f(x) = (x-1) (x-1) = (x - 1)°.

16 @ a)-¢)

3

N
W
bl 4

g(x) =-(x+1)?=-x>-2x-1
h(x) = (-x+1)?=(x-1)?

a)-0)

g(x)=(x-3)(x+3)=x>-9

h(x) =f(x) =-x>+9

2 a)-¢)

g(x) =-2(x+2)2-4=-2x2-8x-12
h(x) =2(x-2)%+4
4 a)-c)

|

{

Gy
\

g(x) =-0,5(x—2) (x—4) =-0,5x2 +3x—4

h(x) = 0,5(-x-2) (~x—4) =0,5(x2 + 6x + 8)
=0,5(x+6x+9-9+8)=0,5[(x+3)*—1]
=0,5(x+3)2-0,5
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2.4 Die allgemeine quadratische Funktion

2

17 a) f(x) =0,5(x*~6x)-3,5=0,5(x2-6x+32-3%) 3,5
=0,5[(x-3)2-9] -3,5=0,5(x-3)2-4,5-3,5
=0,5(x-3)?-8
f)=0 < 0,5(x-3)?=8 & (x-3)?=16 = x,,,=3+V16 = x,=-1; x,=7
f(x) =0,5x+1) (x-7)
b) Schnittpunkte mit der x-Achse: N, (-110) und N, (710)
Schnittpunkt mit der y-Achse: T (01-3,5)
¢) G;monoton fallend im Intervall ]-eo; 3[ und monoton steigend im Intervall ]3; oo[;
f(x) <0 fiirxe ]-1; 7].
d)

An der x-Achse gespiegelte Funktion f*(x) = —0,5x% + 3x + 3,5
e) Die Monotoniebereiche werden vertauscht. Wenn G, monoton steigend ist, ist G, monoton fallend
und umgekehrt.

f)

Wegen der Symmetrie der Parabeln beziiglich der Achse a: x = 3 und der Spiegelung sind alle vier
Strecken AB, BC, CD und DA gleich lang. Das Viereck ABCD ist somit eine Raute.

Der Flacheninhalt A5, der Raute ABCD ist der doppelte Flacheninhalt z. B. des Dreiecks ACD mit
Grundlinie AC der Lange 8 und Hohe der Lange 8:

1
Ao =258+ 8=64
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2.4 Die allgemeine quadratische Funktion

18 a) vk b) 4

bl 4

_2__
_3__
G T
f(x) =-0,5(x-1)2-1=-0,5x2+x-1,5 f(x) =-0,5(x+3) (x-1) =-0,5(x - 1)? + 2
=-0,5x>-x+1,5

19 a) Fiir gemeinsame Punkte von G;und Gga muss die Gleichung f(x) = g, (x) erfiillt sein.

—X2—6x-9=x2-6x+a & 2x*’+a+9=0 & x’ =—%a—4,5 Q)

1 Bedingung: Beriihrung von G; und Gga im Scheitelpunkt von G, also in
S(-310)
x=-3eingesetzt: 2+ (-3)?2+a+9=0 = a=-27
Andererseits hat die Gleichung (I) nur fiir a = -9 genau eine Lésung.
Dies ist ein Widerspruch, also ist die Bedingung nicht erfiillbar.

2 Bedingung: kein Schnittpunkt. Dies trifft zu, wenn a > -9 ist.

3 Bedingung: zwei Schnittpunkte. Dies trifft zu, wenn a < -9 ist.

b) Es zeigt sich u.a., dass der Scheitel S von G fiir a = -27 ein gemeinsamer
Punkt, aber kein Beriihrpunkt ist (vgl. Teilaufgabe a), Bedingung @ )

Fiir a = -9 beriihren sich die Graphen G, und Gg, im Punkt B (01-9).

Scheitelpunkte von Funktionsscharen

® Leander hat in der allgemeinen Form der quadratischen Funktionsgleichung die Methode der qua-
dratischen Ergdnzung angewandt, um die allgemeinen Koordinaten des Scheitelpunkts zu finden.
_ —8)?
|1 xS=—%=4;ys= 7—(4%=—9 = S(41-9)
-16 (-16)°

g 6

2 XS=—H=4ZVS=5_ 4 -2 =(_2§2:> S(4|_27)
_ 10 _ X __ _ +10 —_ _
3 X =370z = 25 Ys 20)24_(_2) 7,5 = S(2,51-7,5)
-6 —6
4 Xg=-55=0,6;ys=4—4 = =22 = S(0,612,2)

® Individuelle Beschreibungen (je nach verwendeter DGS). Prinzipielles Vorgehen: Den Scheitelpunkt
einer der Parabeln (z. B. fiir a = 1) markieren und im Kontextmenii den Befehl ,,Spur* oder ,,Spur
anzeigen“ wahlen. Bei Betdtigung des Schiebereglers (also bei Verdnderung des Parameters a) wird
dann die Spurgerade der Scheitelpunkte angezeigt.

1 f,(x)=05ax’+ax; Sa(—1|—%)
Da alle Scheitelpunkte den x-Wert —1 haben, liegen die Scheitelpunkte auf der Geraden mit der
Gleichung x = -1 (Parallele zur y-Achse).

2 fa(x)=x2+ax+1;Sa(—%|1—aT2) 2x)?
Aus den Koordinaten von S eliminiert man a: xs=-5 < a=-2xg & yg=1- = :5 =1-xg
Alle Scheitel liegen auf der Parabel mit der Gleichung y = —x? + 1.

3 f,(x) =x?-2ax+2a’-1;S,(ala®-1); aeliminiert: y =x?-1
Alle Scheitel liegen auf der Parabel mit der Gleichung y = x? - 1.

2
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2.5 Losen quadratischer Gleichungen

2

Alternativer Einstieg: Schulbuch Seite 41

 Enidecken 8

S

x? = 4x +3 = 0 |6st man wie Mara mit der DGS oder durch gezieltes Probieren: X, =1,%,=3.

x* - 169 = 0 |6st man wie Phil (3. binomische Formel): (x + 13) (x—13) =0 = x, = 13,x, =-13.
2x2 - 4x = 0: Janina erkennt, dass X, = 0 eine Losung ist. Nach Ausklammern von 2x

(2x(x—2) = 0) sieht man die andere Losung x, = 2 auch schnell.

4 x%+6x+9=0:Phil nutzt die 1. binomische Formel und erhilt (x + 3)? = 0. Die Gleichung hat
genau eine Losung: x = —3.

w N -

Nachgefragt

® Fiir alle x € R hat der Term x? + 1 nur Werte groRer oder gleich 1, da x? fiir alle x € R nicht negativ ist.

Somit kann der Term x? + 1 den Wert null nicht annehmen.

® Peter hat Recht, denn ...

1 wenna>0undc<O0ist,dann ist die zugehorige Parabel nach oben geodffnet und ihr Scheitel
liegt unter der x-Achse. Somit hat die Parabel zwei Schnittpunkte mit der x-Achse. Deren Abszis-
sen (x-Werte) sind die beiden Losungen der Gleichung.

2 wenna<O0undc>0ist, dann ist die zugehorige Parabel nach unten geoffnet und ihr Scheitel
liegt tiber der x-Achse. Somit hat die Parabel zwei Schnittpunkte mit der x-Achse. Deren Abszis-
sen (x-Werte) sind die beiden Lésungen der Gleichung.

1 a) Die linke Seite der Gleichung wurde durch Ausklammern von x als Produkt geschrieben. Ein Produkt
ist 0, wenn mindestens einer der Faktoren 0 ist. Damit lassen sich die Losungen am Produktterm
ablesen.

b) Die linke Seite der Gleichung wurde nach Division der Gleichung durch 2 mithilfe der 2. binomi-
schen Formel als Quadrat geschrieben. Damit ldasst sich die Lésung ablesen.
¢) Die Gleichung wurde nach x? aufgeldst und dann die Wurzel gezogen.

2 a) 2x?-32=0; [+32 b) 5x2+15x=0; ¢) x>+10x+25=0;
2x% = 32; [:2 5x(x+3)=0; (x+5)2=0;
X2 = 16; X, =0; X+5=0; [|-5
Xy =—4;x, =4 X, =-3 Xx=-5
L={4; 4} L={3;0} L={5}

d) x?-3x=0; e) X>+9=0; -9
x(x=3)=0; x2=-9
X, =0;x,=3 L={}
L={0; 3}
f) 6x2-11x-10=0
Mithilfe der Losungsformel ergibt sich fiira=6; b =-11; ¢ =-10:
-1 2V(11)2-4-6-(-10) 11+ V1214240
X12= 26 = 12
_112V361 _ 1119
TT12 T 12 e
11+19 _30_5 . 11-19 _-8 _ 2
XN=Tp TR TSN T T T3
=J_2.
L={-3:25}
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2.5 Losen quadratischer Gleichungen

(ks ) 3

5

6

a) L={8;-6} b) L={1; 15} ¢ L={11;8}
d) L={-5;0} e) L={-1;8,5) HL={33
g) X +4x-5=0 h) x*-10x-11=0 i) X>’-x-0,75=0

L={5;1} L={1;11} L ={0,5; 1,5}
i) X*-x-6=0 k) x2—%x+%=0 ) x2+5,625=0

L={2;3 _J1 L={}

23 - )
a) X2-2,4x+1,43=0  x ,=22EPIOTN2 540, L={1,1;1,3}
-0,75 +£1/0,562 ,56

b) 1,5%2+0,75x-1,26=0 x,j,= 2 2VOBIT0 __655:0,95 L={12;0,)
0 x2—7x-2,75=0 xl/2=7”429+“z”22‘/E L=1{-3,5-V15;3,5+V15}
d) 2¢-04x-048=0  x,,=AVOIO*38 4 .05 L = {-0,4; 0,6}
e) X2—4x+4=0 P L=1{2}
£) —3x2+9x+15=0 X1/2=—9t\/§é+180:3t;/ﬁ L={3—;/§;3+;/E}
X2=2x+7=0 D=(-2)2?-4-1-7=-24<0

Die Gleichung hat keine Losung, da ihre Diskriminante negativ ist.
Die Gleichung hat genau eine Losung, wenn D = 0 ist, also muss statt 7 die Zahl 1 stehen:
x2—2x+1 = 0. Diese Gleichung besitzt als einzige Losung x = 1.

a) x2—14x+33=0;
X, =35 X, =11;

(x-3)(x-11) = 0; b)

L={3;11}

0 X*-12x=64; |-64 x2-12x-64 =0;
(x—16) (x + 4) = 0;

X, =16; x,=-4; L={-4;16}

y?+ 11y =50,75; 1-50,75 f)
y?+11y-50,75 = 0;

-11£\112-4-1- (~50,75)
Y12 = 2-1
_-11:V324 _ -11+18

2 2
Y, =3,5 v, =-14,5;
7y+14=21; |-14
7y=7;1:7
y=1;, L={1}
i) 422+9=12z; |-12z i)
472-122+9=0;

_121\/122—4-4-9=12¢\/6_Q_

212 = 2.4 g8 8
L={1,5}

d)

L={-14,5; 3,5}

g) h)

3.
2

k) 222-5=-3z; |+3z; 2z2+3z-5=0; )]

-3:\32-4.2.(-5)
2127 2-2
_—3:V9+40 _ -3£V49 _

4 4
z,=1; z,=-2,5, L={2,5;1}

37,
4 ’

X%+ 14x=207; 1-207 x%+14x—-207 = 0;
(x+23)(x-9) =0;

X;=-23; X,=9; L={23;9}
x2-10x=56; |-56 x2—10x—-56=0;
(x+4) (x—14) =0;

X, ==4; X, =14; L={-4;14}

—y? =13y =0;-y(y +13) = 0;

y,=0; y,=-13; L={-13;0}

2y2+98=28y; |-28y; 2y>-28y+98=0; |:2
Y214y +49=0

y-7?2=0y=7; L={7}
120z - 522 = 640; |-640
-522+120z-640=0; |:(-5)

22 -247+128 = 0;

(z-8)(z-16) =0;

z,=8; z,=16; L={8;16}
z+2-322=0; |- (-1)

322-72-2=0;
1»:\/12—4-3-(—2):1:\/3:1:5

2-3 6 6

21 =

z,=1; z,=
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2.5 Losen quadratischer Gleichungen

m)

b)

(9]

d)

u?-6u+5=0; n) uw>-2=0; [+2

(u-1)(u-5) =0; u?=12;

u;=1; u,=5 L={1;5} u1=\/5; u2=—\/5;L={—\/5;\/5}
0,5u=u; |-u p) u’+u-2=0;

~0,5u=0; (u+2)(u-1)=0;

u=0; L=1{0} u=-2; u,=1; L={2;1}

X2 +9x-52=0 b) x2-3x-70=0 ) ¥*-2x-5=0 d) x2-10x+21=0
L={-13; 4} L={7;10} L={2;2,5) L={3;7)

x2+8x-c=0 D=82-4-1-(-0)=64+4c>0 = c>-16

Setzt man also beispielsweise ¢ = 0, so hat die Gleichung zwei Lésungen.

x>+8x-c=0 -2istlosung: (-2)?+8-(-2)-c=0 = c=-12

Somit lautet die Gleichung x? + 8x + 12 = 0. Diese Gleichung besitzt noch eine weitere Losung, da
ihre Diskriminante D = 64 — 48 = 16 positiv ist.

nicht méglich, denn f(x) = x? + 8x = x (x + 8) ist eine Normalparabel mit den Nullstellen x, = -8 und
X, = 0, also liegt der Scheitelpunkt bei S (~41-16). Beim Schneiden mit g (x) = c ist deshalb mindes-
tens eine Losung negativ.

Da der Scheitelpunkt der Parabel f(x) = x? + 8x bei S (~41-16) liegt (vgl. c), muss fiir c gelten:
-16<c<0O.

Setzt man also beispielsweise ¢ = -1, so hat die Gleichung zwei negative Losungen.

e) D=64+4c=0 = c=-16(vgl. a))
f) Firc> 0 liegt eine positive und eine negative Lésung vor.
2 2
a) D= (—%) -4 % % -0,01<0 keine Losung b) D= (—%) -4 - % -% —3< 0 keine Losung
2 2
¢) D= (%) -4 - i 1,5 = 13454 <0 keine Lésung d) D= (—%) -4-1- 1—7 127 keine Losung
2
e) D=(%) —4-1-1=%>0 zwei Losungen
f) x?+6x+9=0 = D=62-4-1-9=0 eine Lésung
a) Nullstellen b) Nullstellenform c) Scheitelpunktform
1 3,5;-6,5 y = (x-3,5) (x+6,5) y=(x+15)-25
2 6 _ _
5 5 22 o1
3 2;-3 y=15(x-3)(x+3) y=15(x+3) -8¢
4 1£V7 y=—¢1+V7)1-V7) y=-gk-17+¢

Anmerkung zu a): Bei @, 3 und 4 werden die Nullstellen mit der Losungsformel ermittelt.
Anmerkung zu ¢): Xg ist der Mittelwert zwischen den Nullstellen; y¢ = f(xs).

a) X2+6X+ =0
6
X12=73 (5) =-3:V9-
—31\/9— =2 :x\V9-1 =1 o 9-I=1 [ =8
Die Gleichung lautet: x> + 6x + 8 = 0.
b) b2-10b-1=0
10 _1/(-10)?
by, == |(5Y) +m=5:V25+
Schulbuchseite 60/61



2.5 Losen quadratischer Gleichungen

Ks/6) 12

i) 13

Wais) 14

5£V25+011 =2 & tV25+1 =-3 & 25+11=9 & 1=-16
Die Gleichung lautet: b>~10b + 16 = 0.

¢ a?+8a-1"=0
8 8)2
a, =3¢ (5) +=-4+V16+

—4+\V16+1 =-6 © V16+ =-2 & 16+ =4 & [1=-12
Die Gleichung lautet: a? + 8a + 12 = 0.
d) 3g2-4g+n=2g2 & g2—4g+=0

4 \|(=4\? Ny
gl/ff*V(T) —h=22V4-
2¢+V4-T=-1 o zV4-I =-3 & 4-11=9 & =5
Die Gleichung lautet: 3g?2—4g-5 = 2g°.

Jana wahlt das Vorzeichen von c falsch. Verbesserung:

XX—6x=7 & x*-6x-7=0 = a=1;b=-6;c=-7

Mit der Losungsformel erhdlt man die Losungen x;, =-1und x, = 7.

Irini setzt in die Losungsformel im Zdhler b = —6 statt —b = 6 ein. Verbesserung:
6:\(-6)-4-1-(-7) 428

X112 = 2 =2

Cem klammert auf der linken Seite x aus und st die Gleichung dann so, als wiirde auf der rechten

Seite O statt 7 stehen. Verbesserung: Da auf der rechten Seite nicht 0 steht, ist das Ausklammern von x

auf der linken Seite keine sinnvolle Losungsstrategie. Mit der Losungsformel erhdlt man die Losungen

X, =-1lundx,=7.

= x,=-1lundx,=7

a) Die Aussage ist falsch. Die Diskriminante D der Gleichung f(x) = 0 ist
D = 56,25+ 16 = 72,25 > 0. Somit hat die Gleichung f(x) = 0 zwei L6sungen und f zwei Nullstellen.
b) Die Aussage ist falsch. Die Diskriminante D der Gleichung f(x) = 0 ist
D=0-4-(-3)-(-0,5) = -6 < 0. Somit hat die Gleichung f(x) = 0 keine Ldsung, und f hat keine
Nullstelle. Damit gibt es auch keine Nullstellenform fiir f.

¢) Die Aussage ist wahr. Der Scheitelpunkt S (21-12) liegt unterhalb der x-Achse und die Parabel ist
nach oben gedffnet (a = 4). Somit hat f(x) zwei Nullstellen.

d) Die Aussage ist wahr, da die Nullstellen -3 und 3 symmetrisch zur y-Achse liegen.
e) Die Aussage ist wahr. Die Diskriminante D der Gleichung f(x) = 0 ist
D=0-4 % 7 =-5,6 < 0. Somit hat die Gleichung f(x) = 0 keine L&sung, und f hat keine Nullstelle.

Alternative Begriindung: Der Scheitelpunkt S (017) liegt oberhalb der x-Achse und die Parabel ist
nach oben gedffnet (a = %). Somit hat f(x) keine Nullstelle.

f) Die Aussage ist falsch. Man kann an der Funktionsgleichung die Nullstelle x = 4 ablesen.

a) Die gesuchte Zahl seix; G = R*.

x=x-1; |-x2+1
X2+x+1=0; |-(-1)
x2-x-1=0;
1:\1-4-1-(41 + -
Xy = 3 ( )=1'2\/§; X1=1+2V§EG; Xlz1,62; X2=12\/§EG.
b) Die gesuchte Zahl sei x; G = R\{0}.
x=1+%; I x
x2=x+1; |-x-1
x> -x-1=0;vgl a:
_1+V5 1-V5

1 5 € G; x;,=1,62; x, = 5 € G; x,=-0,62.
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2.5 Losen quadratischer Gleichungen

15 Beispiele:
a) xX’-1=0; 0,5x*=0,5; 0,4x%2+Xx—-0,4=x
b) 4x?+8=8; 2x2=0; x2+x =X
) X2+x+1=0; 2x2+ 4 =0; 5x2+x=x-10
d) x*=3 9x?-27 =0; 0,3x2+0,1=1
e) x2-8x+16=0; 0,5x% = 4x—23; x(x—4)=4(x-4)
169 1k
ks gt \1al
il 12H
il o
sH i

|

A 23

—8 6 4 20 3
5 N
Nullstellen: @ «V5 @22 30,2 @2 ®=22 02

b) Die Nullstellen werden in der DGS-Grafik so genau wie moglich angegeben. Liegen sie auf Gitter-
linien, wie bei 3 bis @, so kann man sie (im Rahmen der Genauigkeit der Darstellung in der DGS)
gut ablesen. Haben sie aber nicht ganzzahlige Werte, ist das Ablesen ungenau und liefert im Allge-
meinen nur Naherungswerte.

17 Ermittle die Diskriminante der quadratischen Gleichung 2x? - 2x + 3 = 0 und begriinde dann, dass die
Losungsmenge dieser Gleichung leer ist.

2
18 a) Magliche Vermutung: p-g-Lésungsformel x, , = —g + V(%) -q

b) allgemeine Lﬁsunsgformel

_—b:Vb2-4a —bxVb>-4ac _ b2 b .1
X12=T ga s\ (F-ac) =522\ (3) -ac
In der Gleichung x? + px+qg=0ista=1,b=p,c=q = x1/2——5¢ % -q

) @ p=-16;9g=15 = Xl/2=—%6i\/(—8)—5 = X, =15;x, =
2 p=-7,5q=-85 = xl/2=—'72’5¢\/('72'5) ~(-8,5) = x,=8,5; x,=-1
3 p=3;9=-83 = x1/2=—%¢\’(%)2—(—88) = X, =8;x,=-11
bp=-3ia=1; = X, = %-V(‘%)z‘ll_z = X =3i% =%

d) Wenn man die Gleichung ax? + bx + ¢ = 0 durch a (= 0) dividiert, erhilt man die dquivalente Glei-
chung x? + %x + % = 0, die man mit der p-g-Formel l6sen kann (mit p = % und g = %).
Dies kann sinnvoll sein, wenn b und c¢ durch a teilbar sind (denn dann sind p und q ganze Zahlen)
oder wenn man fiir p und g sehr einfache Dezimalzahlen erhalt.

19 @ Eine quadratische Gleichung ist nicht [8sbar, wenn ihre Diskriminante negativ ist. Die Diskriminante
D wird durch Einsetzen von a, b und ¢ berechnet: D = 56 + 4m. Da die Gleichung fiir D < 0 keine
Losung besitzt, betrachtet man die Ungleichung 56 + 4m < 0. lhre Losung lautet m <-14.
Fur m <—14 ist die gegebene Gleichung somit nicht l6sbar.
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2 Eine quadratische Gleichung hat zwei Losungen, wenn ihre Diskriminante positiv ist. Die Diskrimi-
nante D wird durch Einsetzen von a, b und c berechnet: D = 4s? + 32. Da die Gleichung fiir D >0
zwei Losungen besitzt, betrachtet man die Ungleichung 4s% + 32 > 0 bzw. nach Umformen s? > -8.
Diese Ungleichung ist fiir jeden Wert von s erfiillt. Die gegebene Gleichung hat somit fiir jeden Wert

von s zwei Losungen.

20 a) Fiirxe N soll gelten: b) Fiirx e N soll gelten:
x+x2 =132 X+ (x+1) =812

xX2+x-132=0 x> +x-812=0
X;=-12¢N;x,=11eN X;=-29¢ N;x, =28
x=11 x=128
Die gesuchte Zahlist 11. Die Zahlen lauten 28 und 29.

c) Firx,ye Rsoll gelten: d) Firxe N soll gelten:
I X-y=7 = Xx=7+y (2x)2%+ (2x+2)2+ 2x+4)2 + 2x+6)> = 1176
Il x-y=450 16x% + 48x-1120 =0
lin Il einsetzen: x*+3x-70=0
V24 7y—450 =0 X, =-10¢ N;x,=7¢eN
y, =-25;y,=18 X,=7
Die Zahlenpaare sind (-181-25) und (25118). Die Zahlen lauten 14, 16, 18 und 20.

e) Fiirx,ye Rsoll gelten:
| x+12=y
Il x-y=864

l'in Il einsetzen:

X+ (x+12) =864
X2 +12x-864 =0
X, =—36; X, = 24.

Die Zahlenpaare sind (-361-24) und (24136).

21 Theos Losungsweg ist richtig, es gibt aber einen einfacheren Weg: Aus der gegebenen Nullstellen-
form kénnen die beiden Nullstellen der Funktion abgelesen werden (1 und -5). lhr Mittelwert xg ist
die x-Koordinate des Scheitelpunkts. Mit yg = f(xs) erhalt man die y-Koordinate des Scheitelpunkts

S(X5|\/5)1
Xg = “2(_5) =-2 = f(-2) =%(—2—1) (-2 +5) =—%=—2,25 = S(-21-2,25).
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Strategiewissen
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Concept Map
® Vorteile der Darstellungsformen:
e allgemeine Form: Die Schnittstelle mit der y-Achse ist direkt ablesbar; die Nullstellen kann man
daraus mit der Lésungsformel berechnen.
e Scheitelpunktform: Man kann die Koordinaten des Scheitels unmittelbar ablesen.
e Nullstellenform: Man kann die Nullstellen direkt ablesen.
Den Wert des Parameters a kann man aus allen Darstellungsformen direkt ablesen.
® Die gegebene Form der Funktionsgleichung ist jeweils fett markiert.
allgemeine Form Scheitelform Nullstellenform Nullstellen | Scheitel
a)| 2x2+2x-4 2(x+0,5)2-4,5 2(x-1)(x +2) 1;-2 S(-0,51-4,5)
b)| 2x2+4x-2 26+ 1)%-4 | 2x+1+V2)(x+1-V2) | -1:V2 | S(-11-4)
¢ 05x>-2x+3 0,5(-2)2+1 keine keine S(211)
2 2?25 7 7 2|25
d)| -3C+ax+7 | 3(x-3) + % -3(x+1) (x-) -1;2 s(51%)
e)| -x>+6x-8 -(x=-3)2+1 -(x-4)(x-2) 2; 4 S(311)
f) Ix2+2x+32 I(x+a)2-1 2(x+3)(x+5) -3-5 | S(-4]-%)
g -3X+3x+113 | -3(x-1)2+12 ~2(x=7)(x+5) 7:-5 S(1112)
h) 0,2x% -x 0,2(x-2,5)2-1,25 0,2x(x - 5) 0; 5 S(2,51-1,25)
i) —4X? + 4X -4(x—0,5)2+1 -4x(x-1) 0;1 S(0,511)
a) 4y
1 1 )=( 1 1 1 é
A 3 1.2 3
d) 7 e) 7 ) o
81 — AN,
4 —2 0 N6 8 X 8+
6/ 2 Gr
6_-
— _4_-
4+
—+ _6_ Gf i
i _8-- 1 1 1 1 1 1 1 é
—10/— ~12.-10. -8 -6 -4 20 |
h) A i) R
G il ] et
8-+ -6 -4 29 \2 4 6 8
_2 —
6__
4_-
2__
1 1 1 1 1 1 1 5 T
¥ 6 4 20No 4«6 s ot
_2-- Gf



22 a)

23 a)

(K5 ) 243

2.5 Losen quadratischer Gleichungen

D=16t’-4=0 = t’=
eine Losung fiirt = £0,5
zwei Losungen flirt <—0,5 bzw. t > 0,5
keine Losung fur-0,5<t<0,5
D=36k?>+24>0fiiralleke R

Die Gleichung hat stets zwei Losungen.

0,25

b)

x-(4-x) =100
4x% =100

x2 =25

Xy ==5X%x,=5
L={5; 5}

¢) Losungsmdglichkeit: Der vierte Teil einer Zahl
ist um 1,25 kleiner als das Quadrat der Zahl.

%+125=x2 = xz—lx 1,25=0

5 L9
X12 = *Vsa 4= V 3

L=1{1; 1,25}

g +3=2;1-3x D=R\{0}

x2 +9 6x; |-6x
x2-6x+9=0;(x-3)2=0;x=3€D;
Probe: L.S.:1+1=2;R.S.:2 v

Q) 25— 5=0; D=R\{0,5)

X _
2(x-0,5)  x- 05 =0; I-2(x~0,5)
L = {0}

X—4x=0;-3x=0;x=0;
Probe: L.S.:0-0=0;R.S.: 0 v

VK_n. 4. . D=
n—ﬁ,ln\/i neN; D

x=n%L={n2
Probe: L.S.: 3 =1;R.S.:p=1 Y

f) 3x6—1_1 =3§x
6(3+x)-(3x-1)(3+x)=8(3x-1);
18 + 6X—9x—3x2 + 3 + X =24x-8;
—3x2-26x+29=0; |-(-1)
3x%2+26X—-29 = 0;

~26+\262-4-3-(-29) :

x—-0

e) R*

~26+ V1024 _

= {3}

|-24x+8

4]

b)

b)

d)

:1:6x-1)-B+x) D=R\{-3;1

4x2—4x-4m-2=0

x>=x-m-0,5=0

x>=x-(m+0,5)=0
D=1+4(mM+0,5)=4m+3=0 = m=-0,75
eine Losung fiirm =-0,75

zwei Lésungen fiirm >-0,75

keine Losung fiir m <-0,75

[ x- y——124 & x——lzT4
Il x—3—§y

linll einsetzen

124

———3 = 5y & 5y +3y+124=0
y2+15y+620=0

Vi, =-7.5+\7,52-620

L={}

Es existieren keine Zahlen mit solchen Eigen-
schaften.

X §=2;I-nx neN; D=R\{0}
xZ+n2=2nx; |-2nx

x>=2nx+n’=0; (x-n)?=0; x=n; L={n
Probe: L.S.:1+1=2;R.S.:2 v

X _4—x — 1.
=12 [-(1+x)(1-x) D=R\{1;1}

x1-x)=4-x; |-4+x

x=x2=4+x=0;

X2 +2x-4=0; |-(-1)

x?—2x+ 4 = 0: die Lésungsmenge L ist die leere
Menge, da die Diskriminante
D=4-4-1-4=4-16=-12<0ist: L={}

-26£32

2-3 6
x1=1;x2=—9%
Probe ﬂjrx =1-
L.S.: 1———

R.S.:

X1 =

1=3-1=2

8 _

3+1 2—2\/

Probe fiir x, =
._6 —-_6

L.S.: - _1—1——30

R.S.: =8 -2

2
—9§:

6

’
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25 a) Anzahl der Diagonalen eines n-Ecks: z (n) =

2.5 Losen quadratischer Gleichungen

n(n-3)
2

; D, =N\{1; 2; 3}

b) 2(12) =(12-9): 2 =54; z(17) = (17 - 14) : 2 =119; z(100) = (100 - 97) : 2 = 4 850

o a

03 35, 1.2 2 203 g5 1.9

n’-3n=70; |1-70 n’?-3n=130; 1-130

n?-3n-70=0; n?-3n-130=0;

(n-10)(n+7)=0; (n-13)(n+10)=0;

n, = 10: Zehneck; n,=-7¢D, n, = 13: Dreizehneck; n,=-10¢ D,

03 435, 1.2 p 02 550 1.2

n?-3n=270; 1-270 n’?-3n=10300; [-10300
n’-3n-270=0; n’-3n-10300 = 0;

(n-18) (n+15) =0; (n-103) (n + 100) = 0;

n, = 18: Achtzehneck; n,=-15¢ D, n, = 103: Einhundertdreieck; n,=-100¢ D,

25:\2,52-4-1-1 -2,5+\2,25 -2,5¢1,5
26 a) X’~2,5x+1=0; X;,= = =2

Xq

3y2+10y +3 =0; Y12 =

Yy

2 2 2 ’

= —%; X, =—2: Eulers Aussage ist bestatigt.

_-10:V102-4-3-3 _ -10:V64 _-10+8

6 6 6

= —%; y, = —3: Eulers Aussage ist bestatigt.

b) Durch gezieltes Probieren findet man heraus, dass es sich um die Zahlen % und % handelt.
Probe:
Summe dieser beiden Zahlen: % + 12 = 4% v

15
15 4

Produkt dieser beiden Zahlen: 1 v/
Man kann aber auch (nach Euler und Vieta; vgl. S. 65 im Schulbuch) wegen x, +x, = 4% und

Xy
2

1

-X, =1vomAnsatz 1-x?—4—-x+1=0ausgehen:

60
1

X2 —4—=—=x+1=0; |-60

60

60x2—241x+60=0; D=2412—4-60-60 = 43681 = 2092

_241%209. . _ 450 _15. . _ 32 _ 4 .

X105 120 S X T120- 40 X" 100 155 X1 %=1

27 a) Luis ersetzt (substituiert) in der gegebenen Gleichung x? durch u, also auch x* durch u.

Die erhaltene Gleichung fiir u l0st Luis mit der Losungsformel und erhalt die beiden Losungen u,
und u,. Jeder dieser beiden u-Werte steht fiir x?, Luis erhélt also wegen

Xyp = 1\/u71 und X3/, = J_r\/u72 vier Lésungen der urspriinglichen Gleichung.

76

b) 1
2

(%]

O 0 N O

Substitution u = x?, Lésungsformel = L={2;-1;1; 2}

Ein Produkt hat den Wert null, wenn mindestens einer der Faktoren den Wert null hat.

Die erste Klammer ist immer # 0, die zweite hat fiir y = +8 den Wert null: L = {-8; 8}
Substitution u = Vx ergibt u;=4; u,=1 = L={1;16}

Substitution u = x? ergibt u, = 1;u, =-0,5. u<0ist unmdoglich, also L = {~1; 1}.
Substitution u = x? ergibt

Up=4+V25 X =t Va+V2; u,=4-V2; x;, =+V4-V2 = L={£2,33;11,61}

L ={}, denn der Termwert ist immer positiv (>7).

Substitution u = x” ergibt u; =1; x,, = t1;u, = —% <0ist nicht méglich = L={-1;1}
Substitution u = y? ergibt u, = 5; y, ,, = +V5; u, =-2<0ist nicht méglich = L={:V5}
Ausklammern liefert x2 (16 — x2) = 0. Wie in @ folgt X15 =05 X3 =—4und x, = 4: L= {~4; 0; 4}
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28 Anzahl der (urspriinglich) angemeldeten Personen: x e N\{1; 2; 3; 4; 5}

Fahrpreis pro Person in €:

450

Anzahl der Mitfahrer: x—5

Fahrpreis pro Mitfahrer in €:

450
x-5

_ 450

450

=+1 |- (x-5)-x

450x = 450 (x - 5) + x (x = 5);

450X = 450X — 2250 + x2 = 5x; | =450x + 2250 —x? + 5x
—x2+5x+2250=0;
x> =5x—-2250=0;
50) (x + 45) = 0;
=-45¢G

(x-

X, = 50; X,

- (=1)

Es hatten sich zunachst 50 Personen angemeldet; der Fahrpreis pro Person betrug somit zunachst
(450 € : 50 =) 9 €. Da aber nur (50 - 5 =) 45 Personen mitfuhren, betrug der Fahrpreis pro Person
(450 € : 45 =) 10 €.

Der Fahrpreis verteuerte sich somit fiir jede Person um (

Quadratische Gleichungen mit dem Satz von Vieta losen

1€ _ 1

9 9

z) 11%.

@ Individuelle Prasentationen. Informationen {iber Francois Viéte findet man in einem Lexikon oder im
Internet.

@ Bedeutende mathematische Verdienste des Francois Viéte sind z. B. die Einfiihrung der Schreibweise
mit Buchstaben als Symbolen in Berechnungen. Er veroffentlichte wichtige Arbeiten zur Trigono-
metrie, zum Beginn der Infinitesimalrechnung, zur Kreiszahl i, zum Gregorianischen Kalender und zu
dem nach ihm benannten Satz von Vieta.

®m Das Vorgehen ergibt sich aus den Spalten der Tabelle

zerlegt in uadratische .. .. Losungsmenge

Term Linearfaglftoren queichung Losungx, | Losungx, ﬁbefG = IRg
a) | X*-4x-21 | (x-7)(x+3) | x*-4x-21=0 7 -3 3; 7}
b) | x?+3x-10 | (x+5)(x—2) | x*+3x-10=0 -5 2 {-5; 2}
€ | xX>+3x—4 (x+4)(x=1) | x*+3x-4=0 —4 1 {~4; 1}
d| x>+x-6 (x+3)(x=2) | x*+x-6=0 -3 2 {-3; 2}
e)| x’+8x+7 (x+7)(x+1) | x*+8x+7=0 -7 -1 ~7;-1}
f) | x2-15x+26| (x-13)(x-2) | x*-15x+26=0 13 2 {2; 13}
g) X’ +5x+6 (x+2)(x+3) | xX2+5x+6=0 -2 -3 3;-2}
h) | x>-5x-6 (x-6)(x+1) | x>’-5x-6=0 6 -1 {-1; 6}
i) | xX>-5x+6 (x-2)(x-3) | x2-5x+6=0 2 3 {2; 3}
j) | x2+5x-6 (x+6)(x-1) | x>+5x—6=0 -6 1 {-6; 1}
k) | x?+x-2 (x+2)(x-1) | x>+x-2=0 -2 1 {-2; 1}
) x*-3x+2 (x-1)(x-2) | x*-3x+2=0 1 2 {1; 2}

® 1 Dac=x,-x, gilt, wei man: Ist ¢ >0, so haben die beiden Losungen das gleiche Vorzeichen,
ist c <0, so sind ihre Vorzeichen verschieden.
2 Aufdiese Gleichung ist der Satz von Vieta nicht anwendbar, da a # 1 ist. Wegen D = -103 < 0 hat
die Gleichung keine Losung.
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was) 1
waie) 2
wais) 3

Trainingsrunde ... differenziert

xa=(-5,52=30,25 =y,

= Aliegt auf der Normalparabel.
xg=122=144#y,

= B liegt nicht auf der Normalparabel.
xe=(1,52=2,25#y,

= Cliegt nicht auf der Normalparabel.

a) fx)=x?+1

\ y4 /
\ . /
\ /
\ T/
3. 1110 X

Der Graph ist eine um eine Einheit in posi-
tive y-Richtung verschobene Normalparabel.

b) ~\yu
\ /
\ /
N\ /
TN /
TN /
3.5 1.0 X

I

o
2

Der Graph ist eine um zwei Einheiten in
positive x-Richtung und um eine Einheit in
negative y-Richtung verschobene Normal-
parabel.

f(x) =x?-2; S(01-2)
g(x) = (x+2)?+2; S, (-212)
h(x) = (x-3)% S, (310)

Aliegt auf der Normalparabel, day, = xf\ ist.
B liegt unterhalb der Normalparabel, dayg < sz ist.

C liegt oberhalb der Normalparabel, day. > xg ist.

a) f(x)=(x+1)?

\ Gt vr ]
\
\

[%,]
——

L
w
T~

_—
N
T~

[=5Y

b 4

3. ..-51_110

1
1

Der Graph ist eine um eine Einheit in negative
x-Richtung verschobene Normalparabel.
b) Beispiele fiir e € {~2; 0; 2}:

VA \ /

i ANA /1]

> ATAN an

: \ /

N \\ /]

3 \\ Al

2 \| | G, |/

) \ /

! \ NG /
0 \ IR

2 G,

oY
2

Die Graphen sind um vier Einheiten in posi-
tive x-Richtung und um e Einheiten in posi-
tive y-Richtung (fiir e > 0) bzw. in negative
y-Richtung (fiir e < 0) verschobene Normal-
parabeln.

f(x) = (x-1)% S¢(110)
g(x) = (x+2)?+0,5; S (-210,5)
h(x) = (x-3)2-2; S, (31-2)




Trainingsrunde ... differenziert

4 @) y,=0-1

(K5 5

6

b) y,=(x-1)?+3

\ vA
\ \
\Va \

~

~ gt
—

w

N

w

a) f(x)=x2+c
P eingesetzt in f ergibt:
1=0%+c = c=1

b) f(x)=(x+2)2+c
P eingesetzt in f ergibt:
1=(1+2)+c => c=-8

@ Die Aussage ist wahr.

2 Die Aussage ist i. Allg. falsch; sie stimmt nur,
wenn ¢ > 0 ist.

3 Die Aussage ist im Sinne der Verschiebung
der Parabel y = ax? wahr.

@ Die Aussage ist wahr. Fiir lal > 1 ist G enger
als die Normalparabel, fiir lal < 1 ist sie
weiter als die Normalparabel.

5 Die Aussage ist wahr. Fiir a = 1 ist G die
um c Einheiten in y-Richtung verschobene
Normalparabel.

© Die Aussage ist falsch. Fiir a = 0 ist G, die
Gerade y = ¢ (Parallele zur x-Achse).

a) y,=x’-4
b) y,=(x+2)?-4
\ \ 2 [
V2 V1 5
\ \ ., / [
\ \ My /
\ \ Ny /
\ ° /
\ 2T
\ \ / /
\ \ dl /
5 % 3.9 1.0 X
N /T
\ \ / /
\ \ 72 /

a) flx)=x2+c
P eingesetzt in f ergibt:
6=22+c = c=2
b) f(x)=x+c)?+4
P eingesetzt in f ergibt:
4=(1+02+4 & 0=(1+¢? = c=-1

@ Die Aussage ist wahr.

2 Die Aussage ist i. Allg. falsch. Sie stimmt nur,
wenn die y-Koordinate des Scheitelpunkts
positiv ist. ,

3 Die Aussage ist falsch, dennys = c -3

@ Die Aussage ist wahr. Fiir lal > 1 ist G, enger
als die Normalparabel, fiir |al < 1 ist sie weiter
als die Normalparabel.

5 Die Aussage ist wahr. Fiir a = 1 ldsst sich f(x)
mit quadratischer Erganzung schreiben als

f(x) =x2+bx+c=(x+%)2+(—t%+c).

Gy ist damit eine um 3 in negative x-Richtung
2
und um —% + c in y-Richtung verschobene

Normalparabel.

© Die Aussage ist falsch. Fiira = 0 ist G die
Geradey = bx +c.
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Trainingsrunde ... differenziert

7 [f(x) = (x-5)2+2| -2x*>+x f(x) = x*+2x-8 |-2x*>+2x-4
D R R D R R
w [2; oo ]_oo; % w [9; oo ]-e0; 3,5]
Scheitelpunkt S(-1l- s(i|-Z
Scheitelpunkt S(512) S(% %) chette’pan (-11-9) (2 2)
Anzahl N 2
Anzahl Nullstellen 0 2 nzshGulistellen 0 1
-~ N 1 monoton fallend x<-1 firx>3
monoton fallend fiirx<5 fiir x>+ 2
o -1 f l
monoton steigend flirx>5 fUrx<% monoton steigend x> urx<s
. _ =l
Symmetrieachse x=5 X =% Symmetrieachse x=-1 X7
(k5 > 8 a) f(x)=(x-3)2 S(310) a) fX=x-32+1 S(311)
b) f(x) =2x?+2x S(—% —%) b) f(x) =2x>+4x+6 S(-1l4)
(K5 > 9 a) z.B.f(x) = (x-2)? a) z.B.f(x)=-x*-1
b) f(x)=3-(x+1)%-6 b) f(x)=-0,5-(x-1)2+1
¢ z.B.f(x)=x2 € zB.f(x)=x-2)(x-4)
10 x2—16x+2 %X2—9X+%
=x2—162x+82—82+2 %x2 ox+92_92 .4
= (x-8)%-62 2 , 5
_ (%x—9) 401
11 a) Ausklammern: a) Ausklammern:
x(x-9,5)=0 = x=0o0derx=29,5 x(2x+5)=0
L ={0; 9,5} = x=0o0der2x+5=0 & x=-2,5
b) Ausklammern: L={2,5; 0}
x(7-x)=0 = x=0o0derx=7 b) Termumformung:
L={0;7} 9x? +6x+1—49(:)x+§x—13—6 0
¢) Losungsformel: Losungsformel:
x> =5x+6,25=0 1 2 1\2 16
5 5\2 12=72°3*% (?) t3
= x; =5+ \(3) -6.25 g
Xp =25 X, =-3
= X= 2,5
(4]
L ={2,5} 35
d) Losungsformel: ¢) Termumformung:
x?+12x-108=0 %x2—9=3-(x2—3)+x@—%xz—x=0
2 .
= Xy = _122+ (12_2) +108 Au_sEIaT;ne:n(.)
= X, =6, x,=-18 X( 3% )_7 ,
L={18; 6} = X =0v-3x-1=0 = x,=-3

-3
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Trainingsrunde ... differenziert

I |

d) Termumformung: R
5 8. 16 _ 25 4\2_ 25
Xo3X+9 =1 < (X‘§) 121
iarans x4 = 4 O
Radizieren: x—3 = £33
_4 5 59
X =3+11733
x.=4_5_29
273711733
=[29.59
L= {33 * 33
12 x2=-x+2 -0,5x2=0,5x—2
Zeiche die Funktionen f(x) = x? und Zeiche die Funktionen f(x) = —0,5x? und
g (x) = -x + 2, betrachte die x-Werte der Schnitt- g(x) = 0,5x - 2, betrachte die x-Werte der Schnitt-
punkte: x; =-2; x,=1. punkte: x; =-2,5; x, = 1,5. Dies sind die Lésun-
Dies sind die Losungen der Gleichung, d. h. gen der Gleichung, d.h.
L={2;1) L={-2,5; 1,5}
g \\f v / Xy =—2,5 & X2 = 1,5 _
\ 5 / 4 31 170 L2 | 3K
RN / e
2 / 3
\ 1 / . 7 A \
X / ° \
4| -3 =7_ _1_40 L X £/ )
K5 ) 13 a) x,=-1,5 x,=3,5 a) x,=—4; x,=-1
b) x,=-1; x,=4 b) x,=-3; x,=5
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Trainingsrunde ... kreuz und quer

14 a) x -3 -2 -1 0 1 2 3
1| f(x)=x>-1 8 3 0 -1 0 3 8
2 | f(x) =x2-0,25 8,75 3,75 0,75 -0,25 0,75 3,75 8,75
3 f(x)=x%>+5 14 9 6 5 6 9 14
4 | f(x)=x2+1,5 10,5 5,5 2,5 1,5 2,5 5,5 10,5
v | |\ y4 [ ]
| Al i Al
1 II 1
\ N Il \ N |
\ T | \ T 1]
\ b | \ b [1]
1Z \ 1Z / l
\ 11 \ 11 I
\ 1l l \ 1l /
i . i Y /
\ Il \ /]
\ | \ |
\ ’ / \ \ ” / //
| B J \ [ PT®
\\ L il \ _ /
\\ ! I VNS /]
\ i \ /
\ c /
\\ ° Ik \ ° /
Wb / L
. f
\\. SRRy \ L1/
\RE R/ @V
s / B
® \& " [ #/ )
— -3 . -2 -1 X _ 3.2 1 0 X
b) @ S(0l-1) 2 S(01-0,25) 3 s(ols) &4 s(l1,5)
X, =-1; x,=1 X, =-0,5; x,=0,5 keine Nullstellen keine Nullstellen
[ K5 » 15 a) x, eingesetzt ergibt: x> = 1,9 = 3,61 <3,9 A liegt oberhalb der Parabel.
b) x, eingesetzt ergibt: x*-3,25 =1,52-3,25=-1=y, Aliegt auf G,.
) x,eingesetzt ergibt: x? - 12=3?-12=-3<3 A liegt oberhalb der Parabel.
d) x, eingesetzt ergibt: x> + 20 = (-V5)?+20 =25 =y, Aliegt auf G,.

16 a) Die Aussage ist wahr. Fiir a > 0 ist die Parabel nach oben ge&ffnet und fiir a < 0 nach unten.

b) Die Aussage ist wahr. Fiir a > 0 ist die Parabel nach oben geéffnet, der Scheitelpunkt ist somit der
tiefste Punkt der Parabel.

c) Die Aussage ist wahr. Der Parameter e gibt die Verschiebung der Parabel in y-Richtung an. Flire =0
ergibt sich der Ursprung.

d) Fiire € Rist die Aussage falsch, denn fiir negatives e ist die Parabel nach unten verschoben.
Die Aussage ist fiir e € Ry wahr.

e) Die Aussage ist falsch. Wenn a = 0 und e = 0 sind, ergibt sich die Gleichung f(x) = 0x + 0, also
y = 0. Man erhalt die x-Achse.

f) Firae Ristdie Aussage falsch, Gegenbeispiel: verkleinert man a von 10 auf 0,5, so wird dabei die
Parabel6ffnung breiter, nicht schmaler. Die Aussage ware wahr, wenn man nur a € R~ zuliefe.

g) Die Aussage ist wahr. Flir e < 0 ist die Parabel langs der y-Achse in negative y-Richtung verschoben
und fiir a> 0 nach oben geoffnet. Der Scheitelpunkt ist also der Tiefpunkt der Parabel, und da diese
symmetrisch beziiglich der y-Achse ist, schneidet sie die x-Achse in genau zwei Punkten.
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h) Die Aussage ist wahr. Fiir a = 0 ergibt sich f(x) = e. Dies ist die Gleichung einer Geraden, die paral-

lel zur x-Achse verlauft.

i) Die Aussage ist falsch. Der Koeffizient a gibt an, um welchen Faktor die Parabel im Vergleich zur
Normalparabel gestaucht (weiter) oder gestreckt (enger) ist. Der Summand e gibt an, um wie viele
Einheiten die Parabel in y-Richtung verschoben wird.

17 a) Die Tropfen fallen nach einer Strecke von 1dm, 4dm, 9dm, 16 dm usw. Die MaBzahlen dieser
Strecken sind die Quadratzahlen.

ka/5) 18

b) Fahrtzeit t (in Viertelsekunden) 0 2 3 4 5
Entfernung s des Tropfens vom Startpunkt (indm) | 0 4 9 | 16 | 25

0 40_“_ Entfernung/s in dm

30+

20+ I

10 .

. tinViertelsekunden
N N N N
d) f(x) = x? mit D = Ry, x in Viertelsekunden und f(x) in dm bzw.
f(x) = (4x)2 = 16x? mit D = Ry, x in Sekunden und f(x) in dm.
a) b) 0 d)
Funktion f(x) =-x2 f)=x2+4 |f(x)=-0,5x2+4| f(x)=(x-1)?
Scheitelpunkt S(olo) S(0l14) S(0l4) S(110)
Wertemenge R, [4; o |-o0; 4] [0 oo
Schnittpunkt mit der y-Achse P(I10) P(0l4) P(0l4) POI1)
Symmetrieachse x=0 x=0 x=0 =1
monoton fallend 10; o[ ]-o0; O[ 10; oo ]—o0; 1]
monoton steigend ]—o0; O[ 10; oof ]—o0; O] 11; oo
Nullstellen x=0 keine X}(Z _ \/\/g_ x=1
e) f) g h)
Funktion fF)=x>+4x+1| fX)=x>-x+1 [f(X)=-x2+1,5| f(x) =2x?-8
Scheitelpunkt S(-21-3) S(0,510,75) S(011,5) S(01-8)
Wertemenge [-3; o [0,75; oo ]=o0; 1,5] [8; oo
Schnittpunkt mit der y-Achse P(0l1) P(0l11) P(0I11,5) P(01-8)
Symmetrieachse X=- x=0,5 x=0 x=0
monoton fallend ]—o0; -2[ ]—o0; 0,5[ 10; oo ]—o0; O[
monoton steigend 1-2; oof 10,5; oo ]—eo; O[ 10; oo
x,=-V3-2 . x, =-V1,5 X, =-2;
Nullstellen x,=V3-2 keine x, = VL5 X, =2
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Trainingsrunde ... kreuz und quer

\ v4 / [\ ve Il
\ / \ A /
\ b / \ /
R / / \ \ /
i / / \ \ /
\ L 0/
\ / / e) | "1 |
\ [ld) \ \ \b 1/ yan
W\ / \ | | |
| ; |
| 5 /
\ 5 / \ / .
\’ / AN AN \ X
b \
\ \ Ve \
/ AN \
5 \ /7 /
/ \ . N |
AR YN X / r \
X ] / \
/ 5 \ \ [\
/1L \ \ | g
e [P /
/ /N \ \ / \
/ /TP \ \ / o
, a / \, 11/ \
/ / \ \
/ / il \ \ | \
i) )] k)
Funktion fx)=0,5x2+2x-1 | f(x)=-2x2+x+3 | f(x) =—%x2—4x—5
Scheitelpunkt S(-21-3) 5(0,2513,125) S(=1,21-2,6)
Wertemenge [-3; oo |-e; 3,125] |-e0; -2,6]
Schnittpunkt mit der y-Achse P(01-1) P(013) P(0l-5)
Symmetrieachse x=-2 x=0,25 x=-1,2
monoton fallend |-o0; -2[ 10,25; oo 1-1,2; oo
monoton steigend 1-2; oo ]—o0; 0,25] ]=e0; 1,2]
Nullstellen X, = 0,45; xy=—4,45 X, =-1; x,=1,5 keine
\ va /
\ /
\ /
i) 2
i /
\ /
/L \
\ /R VAR
5l s N 51 5 0]/ ] X
L \ 7
[ \
[l 4 \
| /f \
7l %
[ \
/] \
/1] \
/ \
| \ \
/ \ |
/ A
K)/ | i )
| \ |




wais) 19

k2/5) 21

ka/5 ) 22

a) f(x) =(x+4)2-2=x%+8x+14

b) f(x) =ax?>+cmita>1undc>0,also beispielsweise f(x) = 3x? + 2 oder
f(x) = ax?+cmita<-1undc<0, also beispielsweise f(x) =-3x? -2

¢ f(x)=a-(x-3)?+e=ax?-6ax+(9a+e) mit—1<a<0und e beliebig, also beispielsweise
f(x) =-0,5x>+3x+5

d) fx)=(x+2)-(x-5)=x>-3x-10

e) f(x) =ax(x-5)=ax?-5ax mita<O0, also beispielsweise f(x) = —x (x - 5)

a) D=32-4-4-(-1)=9+16=25>0
457 +3x-1=0; %, = 225 %, =0,25; x,=-1; L={-1;0,25)
b) D=(-18)2-4-81-1=324-324=0
0 D=(-1)2-4-1-1=1-4=-3<0
d) D=42-4-2-15=16-120=-104<0
e) D=(-4)>-4-2-(-30) =16 +240 =256 >0
2x2—4x-30=0; |:2
x?-2x-15=0; (x+3)(x-5)=0; x,=-3; x,=5; L={3;5}
f) D=(-53)2-4-14-1=2809-56=2753>0
1432 =53x41=0; x,, = 222753 _377: x,-0,02; L =1{0,02;3,77}
Folgende Funktionsterme besitzen jeweils denselben Graphen: 3 und 4; 5 und @8.

Begriindungen:

e Nur wenn der Koeffizient a ibereinstimmt, ist es méglich, dass Funktionsterme denselben Graphen
besitzen. Deshalb kann G¢, mit keinem anderen Graphen tbereinstimmen.

e Wandelt man f, aus der Scheitelform durch Auflésen der Klammer in die allgemeine Form um,
so erhdlt man f;. f, hat zwar denselben a-Wert, hat aber einen anderen Scheitelpunkt.

e Wandelt man fg aus der Scheitelform durch Auflésen der Klammer in die allgemeine Form um,
so erhdlt man f.

* Wandelt man f, ebenso um, so erhdlt man nicht f,, die Vorzeichen des linearen Terms 16x sind
verschieden.

a) b) ) d)
allgemeine Form %xz —%x +1 -2x®+3x+5 X2+ 4x-7,5 0,3x2-V6x
i 1(,_57%_09 321 Ve
Scheitelpunktform Z(x_f) -3¢ _2(X_Z) +65 ~(x-2)2-3,5 O,B(X—T) _5
Nullstellenform %(x —4)(x-1) | -2(x-2,5)(x+1) _ 0,3x (x _ %)
i _ _ 5V6
Scheitelpunkt S(2,51-0,5625) | S(0,7516,125) S(21-3,5) S (T|‘5)
Nullstellen x=1; x,=4 X,=-1; X,=2,5 - X, =0; X, = %
monoton fallend ]=e0; 2,5 10,75; oo 125 oo ]—oo; #
monoton steigend 12,5; oo ]—o0; 0,75] ]-o0; 2[ ]¥; oo[
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Trainingsrunde ... kreuz und quer

\\ v /]
; /
\ 1\ /
)\ \ /
/
\ /
WA /
\ /I
\/
\
| / N
4 H |0 6 4 10 12 X
A \ / T
T‘
[, L
f
e l/o I\
Pl \\\
b)| 1\
. 1\
§ IR
| |
e) f) g) h)
allgemeine Form 2x2-3x-9 -0,5x% +1,75x -0,4x% + 4 %xz +%x—4
. 3)2 1 | -0,5(x-1,75)° ) 1 2 el
Scheitelpunktform z(x—4) -103 153175 -0,4(x-0)%+4 5(x+2)?-53
Nullstellenform 2(x+1,5)(x=3) | -0,5x(x-3,5) |-0,4(x-V10)(x+V10) %(x—z) (x+6)
Scheitelpunkt 5$(0,751-10,125) | 5(1,7511,53125) S(0l4) s(-z|-%)
Nullstellen X, =-1,5; %,=3| x,=0; x,=3,5 | x,=V10; x,=-V10 | x,=2; x,=-6
monoton fallend ]—oo; —0,75] 11,75; oo[ 10; oo ]—oo; =2[
monoton steigend 10,75; oof ]—oo; 1,75] ]—oo; O[ ]-2; oo
\ VA
\ 1
\ I /
\ | I/
\h) | l’
\ /
\ el |, Il
1, |
\ AR
\ \ .
_10 8 4/l 5\ > [\, | 6 | X
VER/AN A
T [\
A [\
/ /| [\
/ \
g |/ \
/ JAA \
/ / / \\\
n \
23 a) @ f(x)=(x+1)2+2 S(-112) arx=-1 W =[2; oo
2 f(x)=-0,5-(x-8)?+50 S(8150) a:x= W = J-o0; 50]
3 f(x)=-3-(x+1)2+12 S(-1112) arx=-1 W = }oo; 12]
@ fx) =3 (x+3)2-6 S(-31-6) arx=-3 W =[-6; oo
5 f(x)=3-(x-5)2-5 S(51-5) a:x=5 W =[-5; oo
© f(x)=—4-(x-2)? S(210) arx=2 W = J-o0; 0]




waBs) 24

k2/6) 25

k2/6 ) 26

k2/4) 27

f(x) =—(x+1,5)2+1 S(-1,511) arx=-1,5 W = J-oo; 1]
f(x)=5-x*-10 S(01-10) a:x=0 W =[-10; oo
F() =-2-(x—3)2+37 S(3137) a:x=3 W = J-o0; 37]

b) keine Nullstelle, da Parabel nach oben gedffnet und yg > 0.

zwei Nullstellen, da Parabel nach unten gedffnet und y¢ > 0.
zwei Nullstellen, da Parabel nach unten gedffnet und y¢ > 0.
zwei Nullstellen, da Parabel nach oben geéffnet und yg <0.

zwei Nullstellen, da Parabel nach oben ge6ffnet und y¢ < 0.

eine Nullstelle (x = 2), days = 0.

zwei Nullstellen, da Parabel nach unten gedffnet und y¢ > 0.
zwei Nullstellen, da Parabel nach oben getffnet und yg < 0.

zwei Nullstellen, da Parabel nach unten gedffnet und y¢ > 0.

O 00 N OV UT &M WN P O 0 N

Diskriminante: D = 4 — 4k

a) D =0;wennk = 1ist, hat die Gleichung tiber G = R genau eine Losung.
b) D >0; wenn k< 1 ist, hat die Gleichung iiber G = R zwei Losungen.

¢) D<O0;wennk>1ist, hat die Gleichung tiber G = R keine Losung.

Durch Weglassen des konstanten Summanden ¢ = 7 verschiebt Ida die Parabel G; (in der Zeichnung
blau) um 7 LE nach unten (griine Pfeile); damit erhélt sie den roten Graphen G, mit dem Funktionsterm
f* (x) = 3x? — 6x. Die x-Koordinate des Scheitelpunkts von f* stimmt mit der x-Koordinate des Scheitel-
punkts von f iberein.

Um die x-Koordinate des Scheitelpunkts von f* zu ermitteln, bestimmt Ida zundchst die Nullstellen x, *
und x,* von f*. Diese lassen sich durch Ausklammern von 3x schnell ermitteln. Der Mittelwert von x,*
und x,* ist die x-Koordinate x des Scheitelpunkts von f* und damit auch die x-Koordinate des Scheitel-
punkts von f. Die y-Koordinate yg des Scheitelpunkts von fist damit y¢ = f(xs).

Gleiches Verfahren fiir g (x) = —0,5x% + 2x + 3:

g*(x) =-0,5x% + 2x=—0,5x (x — 4)

g*(x) =0 & —0,5x(x—4) = x,*=0;x,*=4 = X = 0;4 =2 =y =8gx)=5=

Scheitelpunkt S der Funktion g: S, (215)

12x2 - 11x + 2 = 0; Beispiel fiir eine Vorgehensweise:
Berechne die Nullstellen der Gleichung 12x> - 11x +2 = 0:
(1) 2V(11)2-4-12-2  11:V25 _ 1125, _2

=1,
X112 = 212 2 2% X173 X Ty

Bestimme die Kehrwerte: Xil = %; x% =4,

Notiere die zugehorige faktorisierte (,,Nullstellen-“)Form und multipliziere aus:
(x—%)(x—l;) =0; x2—4x—%x+6 =0; xz—%x+6 =0;1-2

2x?>—11x + 12 = 0; dies ist die Gleichung 3 der Angabe.

a) @ A*+ A, s = Anrnc b) 2x(8+x)+x-6=(6-8):2; |-24
2 A*=Agu tAsixg | G | XA 16;<+2x2+6x—24=0;
3 A* = Agync + ALy s % U::_’_Y 2X5+22Xx-24=0; |:2
- 2 -0

4 A*_ATrapezLRAU x“+11x-12=0;

+ ATrapez SUAG 6 X (x+12) (x-1) = 0;

X, =-12 <0 (keine Losung)
P 8 LR x=1

Fur x = 1 ist der Flacheninhalt des Sechs-
ecks1-8+8-2=8+16=24=(6-8):2.
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(x)2-5x2+4=0 = z2-52+4=0
Losungsformel: 2y,= %(5 +\25-16)
2,=4 =2 x=2,x=-2,2,=1 =2 x,=1; x,=-1 = L={2,-1;1;2}

Man nutzt die Nullstellenform einer quadratischen Funktion, setzt den Funktionsterm gleich null und
multipliziert die linke Seite der Gleichung aus.
Falls notig (Teilaufgabe c) multipliziert man die Gleichung noch mit einem konstanten Faktor.

a) 2(x+2)-(x-3)=0 b) (x+7)(x-3)=0
o 2x2-2x-12=0 o X2 +4x-21=0

¢) x+3,5-(x-1,5=0 d) 5(x+0,1)-(x-0,5)=0
& x2+2x-525=0 < 5(x2-0,4x-0,05) =0
o 2x?+38x-2=0 & 5x2-2x-0,25=0

Lina hat Recht: Die iiber R unlésbare Gleichung x* + 1 = 0 hat zwei L6sungen, wenn man eine neue
nicht reelle Zahl definiert, deren Quadrat den Wert —1 hat. Diese Zahl wird i genannt (,,imaginére Ein-
heit“). Es gilt also i? = -1.

Die Losungsmenge der vorher unldsbaren Gleichung lautet dann L = {~i; i}.

Alle Zahlen ci, c € R, sind imagindre Zahlen. Die Vereinigung der Menge der reellen und der Menge der
imagindren Zahlen, d. h. alle Zahlen der Form z = a + bi, mit a, b € R, bildet die Menge C der sogenann-
ten komplexen Zahlen.

Wurzelgleichungen werden durch Quadrieren geldst, was keine Aquivalenzumformung ist. Deshalb ist
eine Probe mit der urspriinglichen Wurzelgleichung immer nétig.

a) Vx-2=4-x D
Quadrieren der Gleichung ergibt x> - 9x+ 18 =0 = x,=3€D ,undx,=6€D__
Probe fiirx, =3: LS=1, RS=1, also ist 3 Losung.

Probe fiirx, = 6: LS =2, RS =-2, also ist 6 keine Losung.
= L={3}

b) 2x-5=-Vx-1; D,
Quadrieren der Gleichung ergibt 4x*> - 21x+26 =0 = Xx,=2eD,,undx,=3,25€D__.
Probe fiirx, =2: LS=-1; RS =-1, also ist 2 Losung.

Probe fiir x, = 3,25: LS =1,5; RS =-1,5, also ist 3,25 keine Losung.
= L={2}

¢ 7-Viax+1=2x Doy = [=0,25; +o9
7-Vax+1=2x & 7-2x=Vh4x+1
Quadrieren der Gleichung ergibt 4x*> —32x+ 48 =0 = Xx,=2€D_undx,=6€D__
Probe fiirx, =2: LS =4, RS =4, also ist 2 Losung.

Probe fiirx, = 6: LS =2, RS =12, also ist 6 keine Losung.
= L={2}

=[2; +oo|

=[1; +oof
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(ks ) 1 A(1,211,44)
2 2 - vk

3,119,61)

Gy G,

C(1,813,24)

bl 4

D(2,415,76)

b) Die Normalparabel @ wurde ...

2 um 2 LE nach rechts verschoben.

3 um 6 LE nach unten verschoben;
die Parabel ist enger als die Normalparabel
(Faktora =1,5).

4 an der x-Achse gespiegelt und um 3 LE nach
oben verschoben; die Parabel ist weiter als
die Normalparabel (Faktor a = -0,5).

3 a) Scheitel: S(210); Funktionsgleichung: f(x) = (x—2)?; Nullstelle: S (210)

Schnittpunkt mit der y-Achse: T(014); um 2 LE nach rechts verschobene Normalparabel

b) Scheitel: S(01-3); Funktionsgleichung: f(x) = x? - 3; Nullstellen: N, (-<V310) und N, (V310)
Schnittpunkt mit der y-Achse: S (01-3); um 3 LE nach unten verschobene Normalparabel

) Scheitel: S(011); Funktionsgleichung: f(x) =-x*+ 1; Nullstellen: N, (-110) und N, (110)
Schnittpunkt mit der y-Achse: S (011); an der x-Achse gespiegelte und um 1 LE nach oben verscho-
bene Normalparabel

d) Scheitel: S(212); Funktionsgleichung: f(x) = (x—2)? + 2

keine Nullstellen

Schnittpunkt mit der y-Achse: T(016); um 2 LE nach rechts und um 2 LE nach oben verschobene

Normalparabel

4

>y

bl 4

Hinweis:

Bei der Parabel @1 kann man die Nullstellen der
Abbildung entnehmen und den Ansatz

P:y = a(x—x,) (x—x,) wéhlen, bei den Parabeln 2
und 3 kann man die Scheitelkoordinaten x_ und y,
der Abbildung entnehmen und den Ansatz

P:y =a(x—x)?+y, wahlen; setzt man dann die
Koordinaten eines weiteren Parabelpunkts (geeig-
nete Gitterpunkte sind in der Abbildung hervorge-
hoben) in die Gleichung von P ein, so ergibt sich
der Wert des Parameters a. Bei jeder der Geraden
konnen der Abbildung die Koordinaten zweier
Punkte entnommen werden.

5 a) Magliche Losung: f: x+—>—x? + 4 (allgemein: f,: x> ax? + 4 mit a < 0)
b) Mégliche Losungen: f: x — x% — 9 oder f: x — —x? + 9 oder f: x — %xz -1 usw.
¢) Mégliche Losung: f: x — %(x +2)? (allgemein: f: x—>a(x+2)? mit0<a<1)

Gleichungen:
a) y=0,25(x-1)?+2: 3@ b)y=1: 4
¢) y=0,5x+1,5: 5 d) y=2x2+2: 2
e) y=-0,4(x-3)(x+1): @
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6 a) f(x)=—(x+1)(x-3)=-(x2-2x-13)
X2+ 2x+3=—[(x-1)2-4]
=—(x=1)2+4

Schnittpunkt mit der y-Achse: T(013)
Schnittpunkte mit der x-Achse:

N, (-110), N, (310)

VA

Gy

T

S W
"

—~
[miy
L

N, N,

>y

|
N

) f(x)=—%x2+3x—4=—%(x2—12x+ 16)=—% (x-6)2-20] =—%(x—6)2+5
fX)=0 = —L(x-6)2=-5 = (x-6)2=20 = x-6=+120 = x1/2=612\/§

%

F) =2 [x-(6-2V5)] [x- (6 + 2V5)]
Schnittpunkt mit der y-Achse: T(01-4)

f) =0 = x;), =

=3:\9-7=3:\2
f) =0,5[x-B-V2) [x- 3+V2)]
Schnittpunkt mit der y-Achse: T(013,5)

Schnittpunkte mit der x-Achse:
N, (1,5810), N, (4,4110)

b) f(x) =0,5(x-3)>-1=0,5(x>-6x+9) -1
=0,5(x*=6x+7) =0,5x>=3x+3,5

_3:\(32-4-05-3,5

2-0,5

G

\ Ay

T

(o
2

27\

1
1

Ny

Ny

) 1
1

bl 4

Schnittpunkte mit der x-Achse: N, (1,5310), N, (10,4710)

173
, G¢
4
o}
Z
N, N, R
4 ) . 1 19 44 X
2 A 10\ 12 1
27/ \
4
T

7 a)D=(-7)?-4-4-(-3)=49+48=97>0

Da die Diskriminante D > 0 ist, besitzt die Funktion zwei Nullstellen.

b) Eine Nullstelle, da der Graph eine Gerade mit negativer Steigung ist (fist eine lineare Funktion).

¢) Keine Nullstelle, da der Graph parallel zur x-Achse verl4uft (fist eine konstante Funktion.)

d) Eine (doppelte) Nullstelle, da der Graph eine nach unten gedffnete Parabel mit Scheitel S (110) ist.

e) D=(_8)2_4.2.12=64—96=—32<0

Da die Diskriminante D < 0 ist, besitzt die Funktion keine Nullstelle.
f) Zwei Nullstellen, da der Graph eine nach unten gedffnete Parabel mit Scheitel S (014) ist.

(K5 > 8 a) 4x?+12x-91=0;
-12+\144 -4 - 4 (=91) _-12 +V1600 _ -12:40

90

%12 = 24 8 8
X, =3,5; x,=-6,5; L={-6,5; 3,5}

b) 6x2-12x=0;6x(x—2) =0;
X, =0; x,=2; L={0;2}

¢) x>+10x+16=0;

-10:V102-4-1-16 _ -10V36 _ -10:6

X1/2= 21 2 2
X, =-8; x,=-2; L=1{-8;-2}

’



d) —3V7y+42-3y2=0; |:(-3)
v +\V7y-14=0;

_ V7 VW72-4-1- (1) _ V7 Ve _ V7 £3V7

2

1/2

2 2
v, =V7; y,=-2V7; L={-2V7;V7}

9 Der Graph gehdrt zu einer quadratischen Funktion mit den Nullstellen x, = 1 und x, = 2. Der Graph
schneidet die y-Achse im Punkt (012).

Julius hat die Lsung der Gleichung (x— 1) (x - 2) = 0 bzw. der Gleichung x> — 3x + 2 = 0 graphisch
ermittelt. Hierzu hat er den Graphen der Funktion f: x — x? — 3x + 2 gezeichnet und die Nullstellen
abgelesen. Diese Gleichung besitzt daher die Losungsmenge L = {1; 2}.

10 Die Losungsformel fiir eine allgemeine quadratische Gleichung der Form ax? + bx + ¢ = 0 (a # 0) lautet

-b+VbZ-4ac

12= > . Der Radikand D = b? - 4ac ist die Diskriminante der Gleichung. Der Wert bzw. das

Vorzeichen der Diskriminante entscheidet Uiber die Anzahl der Losungen der Gleichung:
D < 0: keine Losung

D = 0: genau eine Losung

D > 0: zwei Losungen.

X

Aufgaben fiir Lernpartner

K1/6 Die Aussage ist falsch. Die Parabel hat den Scheitel S (311).

K1/5 Die Aussage ist richtig.

Die Aussage ist richtig, da f(0) = -5.

A

B
K1/5 C Die Aussage ist richtig,daa=5> 1.

K1/5 D

E

a) Die Aussage ist falsch, da x nur in der ersten Potenz vorkommt (lineare Funktion).
b) Die Aussage ist richtig. Die Gleichung ldsst sich in der Form y = x? + 1 schreiben.
c) Die Aussage ist richtig. Die Gleichung ldsst sich in der Formy = %xz schreiben.

K1/5

Die Aussage ist falsch. Der Graph ist eine nach unten geéffnete Parabel mit Scheitel S (413), und es gilt
f(0) =-5. Demnach liegen beide Nullstellen auf der positiven x-Achse. Somit verlduft der Graph nicht
durch den 2. Quadranten.

VA

1 1 1 1 »
—4—2 24 6\ 8 10 12 14 X
_2--
_4- Gf
_6/_

Die Aussage ist falsch. f besitzt die Nullstellen x, = -2 und x, = -4.

-

K1/2

K1/5

Iz @

Die Aussage ist falsch. Der Graph zur Gleichung y = x (x + 5) verlduft durch den Punkt P(010). Eine
mogliche Gleichung zu einer verschobenen Normalparabel, die durch den Punkt T (01-5) verluft,
lautet z.B. y = x> - 5.

K1/5

Die Aussage ist falsch. Gegenbeispiel: f(x) = (x— 1)2. Die Aussage gilt nur fiir quadratische Funktionen,
deren Scheitel auf der y-Achse liegt z. B. (f mit f(x) = x> + 4).

K1/2
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K1/6

K1/5

K1/5

K1/5

K1/2

K1/5
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—

Die Aussage ist falsch. Gegenbeispiel: Folgende Funktionen haben alle den Scheitel S (010): f(x) = x%;

g(x) = 0,5x%; h(x) = —3x% Es gibt unendlich viele verschiedene Parabeln mit dem gleichen Scheitel.

Die Aussage ist richtig. Die x-Koordinate des Scheitels ist das arithmetische Mittel der x-Koordinaten
der beiden Nullstellen.

Die Aussage ist richtig. Der Graph von f hat den Scheitel S (211) und ist nach unten geéffnet. Daher ist
im Intervall ]2; e[ monoton fallend.

Die Aussage ist richtig. Dies ergibt sich aus der Losungsformel fiir quadratische Gleichungen (siehe
auch Aufgabe 10).

Die Aussage ist falsch. Gegenbeispiel: Die Gleichung x?> = 5 hat die Lésungen X, = V5 und Xy = -5,
obwohl 5 keine Quadratzahl ist.

Die Aussage ist falsch. Die Diskriminante zu dieser Gleichung lautet D = g>— 4 - 0 = g2. Falls g = O ist,
hat die Gleichung nur eine Lésung (x = 0). Falls g # 0 ist, hat die Gleichung stets zwei verschiedene
Losungen (x, =0 und x, = —%). Es ist nicht moglich, dass die Gleichung keine Losung hat.

Die Aussage ist richtig. x? + 12x— 13 = (x + 13) (x— 1). Die Gleichung kann somit in der Form
(x+13) (x— 1) = 0 geschrieben werden. Daran lassen sich die Lésungen x, =13 und x, = 1 direkt
ablesen.







