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1

a)

b)

)

d)

e)

a)

b)

Gleichungen der Form ax? + bx =0, a, b € R\{0}, l6st man durch Ausklammern von x.
Ein Produkt besitzt den Wert null, wenn mindestens ein Faktor den Wert null besitzt.
3x2-12x=0 & 3x(x-4) =0
= X, =0;x,=4 = L={0; 4}
Gleichungen der Form ax?2 + bx+ ¢ =0,
a € R\{0}, b, c € R, 16st man mithilfe der Losungsformel fiir quadratische Gleichungen:
5%2+3x=2x2+6 & 3x2+3x-6=0
3:\32-4.3.(6) 3
= Xy, = 3 32.433 (6)= 369
= x,=-2; x,=1 = L={2;1}
Gleichungender Formx2=a,a ¢ IRB, [6st man durch Radizieren. Die Gleichung besitzt keine
Lésung, wenn a <0 ist:
2X2=x2-4 & xX2=-4 = L={}
Die linke Seite dieser Gleichung kann mithilfe der binomischen Formeln als Produkt dargestellt
werden:
X2+9=6Xx & x2-6x+9=0
& X-3)2=0 = x=3 = L={3}
Das Vorgehen in e) und f) entspricht dem Vorgehen in Teilaufgabe b):
3-4x-2x2=0 & 2x2+4x-3=0
4:\[22-4.2-(3) 4+
= Xy, = 4 42'422 3) _ -4 zm
= X, =—1—%\/ﬁ;x2 =-1 +%\/ﬁ
= L= {1—%@; 1 +%\/ﬁ}
2X2+3X—2=-X2+2x+3
& 3x2+4x-5=0

—1:m -1:+V61
= X = 23 =76
—1—Vax=—1+\/a

6 72 6
—1—\/5.—1+\/a
6 6 }

= X, =

:>L={

f(9) = 2 + 325, D = R\{3} Ly

f0)=2+525=2-3=1%T(0|13)

=0 2=—315 & x-3=—3

= x=2,5;N(2,510) ' Nl
senkrechte Asymptote: x = 3
waagrechte Asymptote: y = 2 -3 -2 -1 1
W, = R\{2}

N
v
o
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fx) = 272 =3-2,D,= R\{0} Vi
f(x) ist fiir x = 0 nicht definiert, d. h. es existiert kein
Schnittpunkt mit der y-Achse.

fX)=0 & 3x-2=0 = x=%; N(%IO)
senkrechte Asymptote: x =0

waagrechte Asymptote: y = 3

W, = R\(3} LTL /% EEED RN

=)
bl 4
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d)

f(¥) = 1 +27, D= R\{-4}

_ 2 _ 2 _ .
f(O)—1+0+4—1+Z—1,5,T(O|1,5)

=0 1=—32, & x+4="2

= x=-6; N(=610)
senkrechte Asymptote: x = -4
waagrechte Asymptote: y =1
W, =R\{1}

f(x) =55 — 7, D= R\{0}
f(x) ist fiir x = 0 nicht definiert, d. h. es existiert kein
Schnittpunkt mit der y-Achse.
fx=0 & %=—% & 4 =-2x
= x=-2; N(=210)
senkrechte Asymptote: x=0
1

waagrechte Asymptote: y = 4
1
We=R\(-7}
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k>3 Zur Ermittlung méglicher Schnittpunkte zweier Funktionsgraphen setzt man die zu den Graphen geh-
renden Funktionsterme gleich und ermittelt die Lésung(en) der Gleichung. Die Losung(en) setzt man in
einen der beiden Funktionsterme ein und berechnet den zugehdrigen y-Wert des Schnittpunkts.

a)

b)

Df=R9Dg=R
fx) =g < 4—X=%X+%
S %X=% = x=2

fQ)=4-2=2;5012)

Di=R,D,=R

fx) =g(x) & 2x2+x-1=5-3x

S X2 +4x-6=0 & x2+2x-3=0
& X-1)X+3)=0 = x;=-3;x,=1
g(-3)=5-3-(3)=14;S, (-3114)
g1)=5-3-1=2;5,(112)
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R e

) Di=R,D, =R
fx) =g(X) & 4x2-3x+2=x2+3x+2
& 3x2-6x=0 < 3x(x-2)=0
= X, =0;x,=2
g(0)=0%+3-0+2=2;5,(012)
g(2)=2%+3-2+2=12;S,(2112)

d) D;=R\{2}, D, =R
fx)=gx) < 2—ﬁ=2,5—x

= x—%=$ & (x—%)(x—2)=1

= x2—%x—2x+1=1 & x2-2,5x=0
& x(x=2,5)=0 = x,=0;x,=2,5
g(0)=2,5;5,(012,5)
g(2,5)=0;5,(2,510)

e) D,=R\{1}, D, = R\{1}
fx=gkx) < 1—%=ﬁ—0,5
3

= 1,5=ﬁ<:>X—1=2 = x=3

f3) =1-5%7=0;5(10)

f) D =R\{2}, Dg=IRR\{O}
_ 1 _ 3
f(X)—g(X) <:>—3+m——7—1
o ﬁ+%=2 & x+3(k=-2)=2x(x-2)
& X+3X—6=2X2-4X & 2x2-8x+6=0
& X2-4x+3=0 & X-3)x-1)=0
= X, =1;x,=3
g(1) =-3-1=-4;S, (11-4)
gB) =-2-1=-2;5,31-2)

KX 4 a) Die Aussage ist falsch, z.B. besitzt die quadratische Funktion f mit f(x) = x2 + 1 keine Nullstelle.

b) Die Aussage ist richtig, da bei jeder gebrochen-rationalen Funktion dieser Form das Nennerpolynom
flir x =—b den Wert null annimmt, d. h. an dieser Stelle nicht definiert ist. Auflerdem besitzt jede
gebrochen-rationale Funktion dieser Form die waagrechte Asymptote y = ¢, die der Graph der Funk-
tion nicht schneidet. Deshalb nimmt diese Funktion den Funktionswert c nicht an.
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a)

b)

b)

9]

d)

Bei ganzrationalen Funktionen kann das Symmetrieverhalten beziiglich des Koordinatensystems
auf zwei verschiedene Arten bestimmt werden:

1

Man betrachtet f(-x). Gilt dann f(-x) = f(x) fiir alle x € D¢, so ist der Graph achsensymmetrisch
beziiglich der y-Achse. Gilt f(-x) = —f(x) fiir alle x € D¢, so ist der Graph punktsymmetrisch be-
ziiglich des Koordinatenursprungs.

Man betrachtet die Exponenten der im Funktionsterm auftretenden Potenzen von x. Besitzt
der Funktionsterm nur gerade Exponenten (einschlieflich null), so ist der Graph der Funktion
achsensymmetrisch beziiglich der y-Achse. Besitzt der Funktionsterm nur ungerade Exponen-
ten, so ist der Graph der Funktion punktsymmetrisch beziiglich des Koordinatenursprungs.
f(x) besitzt ausschlieBlich gerade Exponenten (4; 2 und 0), d. h. der Graph ist achsensymme-
trisch beziiglich der y-Achse.

f(x) besitzt sowohl gerade (2) als auch ungerade Exponenten (1), d. h. der Graph weist keine
Symmetrie beziiglich des Koordinatensystems auf.

f(x) besitzt nur ungerade Exponenten (1; 5), d. h. der Graph ist punktsymmetrisch beziiglich des
Koordinatenursprungs.

f(x) besitzt nur gerade Exponenten (0; 4), d. h. der Graph ist achsensymmetrisch beziiglich der
y-Achse.

Der Graph der Funktion f wird um 2 Langeneinheiten in positive x-Richtung verschoben, mit dem
Faktor 3 in y-Richtung gestreckt und um 1 Langeneinheit in positive y-Richtung verschoben.

3

h¥=0& -=5=a= —%=x—2

X—2

= x=2 —%. Die Nullstelle der Funktion h_ ist abhdngig von der Wahl des Parameters a.

Fiir ungerade positive natiirliche Zahlen a besitzt die Funktion nur ungerade Exponenten, so dass
ihr Graph punktsymmetrisch beziiglich des Koordinatenursprungs ist.

f*(x) = —f(x) = x2—4x+2
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Gebrochen-rationale
Funktionen — Grenzwerte
und Asymptoten

Einstieg

Die Auftaktseite eines Kapitels enthalt zwei verschiedene Elemente:

Zunéachst werden die Schiilerinnen und Schiiler mit einem offenen Einstiegsbeispiel an das neue
Kapitel herangefiihrt. Zentral ist dabei immer der Anwendungsbezug: Kein Lehrplaninhalt ist rein
innermathematisch, sodass den Schiilerinnen und Schiilern von Beginn an gezeigt werden sollte,
dass Mathematik nichts Abstraktes ist, sondern oft in ihrem Leben vorkommt. In einem Unterrichts-
gesprdch zur Auftaktseite kdnnen viele der kommenden Lerninhalte schon heuristisch erarbeitet,
Vermutungen gedufiert und Zusammenhange erschlossen werden.

m Wird der Abstand r zwischen zwei Ladungen sehr grof3, so wird der Quotient%betragsméﬁig sehr

klein und hat stets positive Werte. Da die Ladungen Q, und Q, sowie k konstant sind, wird die Kraft

Q,-Q, . . .
F=k- 1r2 2 mit zunehmendem Abstand der Ladungen immer geringer.

m Da die Ladungen als punktformig angenommen werden, wiirde ein Abstand von O m bedeuten,
dass sich die beiden Ladungen am selben Ort befinden. Dies ist in der Realitdt nicht moglich.
Wird der Abstand zwischen zwei Ladungen sehr klein, wird der Quotient r1—2 beliebig grofs.

o Q,-Q,. . . .
Somit wird die Kraft F=k - 1r2 2 immer gréfer, wenn sich der Abstand der Ladungen verringert.

Ausblick

Die Aufzdahlung am Ende der Seite bietet einen Ausblick auf die wesentlichen Lernziele des Kapitels
und schafft so eine hohe Transparenz fiir Lernende und Lehrkrafte. Durch einen informierenden
Unterrichtseinstieg konnen sich Lernende und Lehrkréfte auf das Kommende einstellen.
Idealerweise wird im Unterricht der Bezug hergestellt zwischen der Einstiegssituation und den

im Ausblick angegebenen Lernzielen.
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Die Linsengleichung

b f
o om t=griors b+gg<:>bg=bf+gf<:>bg—bf=gfc»b-(g—f)=gf=>b=%

Begriindung: In der Abbildung findet man zwei X-Figuren, auf die man den 2. Strahlensatz anwendet.

B_b B__f_
G 8 G g-f
G G
b b
9 B g-f foiB B
l\ \ ¥

Durch Gleichsetzen der beiden Terme auf der jeweils rechten Seite erhdlt man % = é und damit die
gesuchte Gleichung: b = gg—_ff.

KX B Esgilt laut Aufgabenstellung g € R*. AuBerdem darf der Nenner nicht den Wert 0 annehmen.
Daher gilt D, = R"\{f}.

® /m g 3f of 15 | 1,2f f

b(g) 1,5f 2f 3f 6f nicht definiert

Interpretation:

Je mehr sich die Gegenstandsweite der Brennweite anndhert (fiir g > f), desto groBer wird die Bild-
weite. D. h. je ndher der Gegenstand an den Brennpunkt der Linse riickt (fiir g > f), desto weiter riickt
das Bild von der Linse weg.

Gedrdnge in der Umlaufbahn
KX m Individuelle Ergebnisse, z.B.:
e Einsatzgebiete: Navigation, Wettervorhersagen, Telekommunikation
e Hohe:
Erdbeobachtungssatelliten (ca. 800 km),
Navigationssatelliten (ca. 20000 km),
geostationdre Satelliten (ca. 36 000 km).

kx > m Erdradius: r = 6371km
Erdoberflache: Ay = 4nr2 = 41+ (6371km)” = 510064 471,91 km”

o 2 280km 2
A, (280km) = 2m - (6371km) 280km + 6371km ~ 10736584,88 km

A, (280km)
kAim ~2,1%
E
o 2 400km _ 2
Ak(400 km) = 2w - (6371 km) Z00km + 6371km = 15066 148,93 km
A, (400km)
Tz 3,00/0
— . 2. 36000km _ 2
Ak(36 000km) =21 - (6371 km) 36000km + 6371km ~ 216685008,48 km
A, (36000 km)
N S 42,5%
E
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KX

KX

KX

Eine Raumsonde kann maximal 50 % der Erdoberfldche beobachten. Im Term 2n ré . % gibt der
E

Faktor 2w r% die Hélfte des Inhalts der Erdoberflache an. Im Bruch % ist der Nenner fiir alle Werte
E

von h grofer als der Zahler, so dass der Wert des Bruchs stets kleiner als 1 ist. Je grof3er h ist, desto
naher liegt der Wert des Bruchs bei 1.

) . 1
Esgiltalso lim A =2nrZ=>A;

h—+oo

Fiir den beobachtbaren Anteil an der Erdoberfldche gilt der Zusammenhang

1 h
f(h)=5'h+rE'

Der Graph von f ndhert sich fiir h — +oo der waagrechten Asymptote mity = %

Dopplereffekt in Optik und Akustik

Individuelle Ergebnisse
Es gilt 0 <v < c und daher 0 <c-v < c. Daher ist == > 1. Also gilt f, > f. Der Ton wird also héher.

Nahert sich v der Schallgeschwindigkeit c, so gilt \&imc (f . C_LV) = +oo, Die Frequenzverschiebung

gegeniiber der Originalfrequenz ist umso grofer, je naher die Geschwindigkeit v an der Schall-
geschwindigkeit c liegt.

Es gilt 1365 ~ 37,82

Bewegt sich die Schallquelle auf den Beobachter zu, hort dieser einen Ton mit der Frequenz

. ¢ 34329 B . . o oo .

fi=fc== 313,,0-3780 f=1,12 - f. Die wahrgenommene Frequenz ist etwa 12 % groRer als die
urspriingliche Frequenz.

Bewegt sich die Schallquelle vom Beobachter weg, hort dieser einen Ton mit der Frequenz
f=f-S =~ ﬂ
2 C*+V 343,27 +37,8%
urspriinglichen Frequenz.

-f=0,9 - f. Die wahrgenommene Frequenz betrdgt nur noch etwa 90 % der

Der Beobachter nimmt also einen Sprung in der Tonhdhe wahr; der rund 21 % der urspriinglichen
Frequenz entspricht.

Individuelle Ergebnisse
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Gewdsserverunreinigung

L .

L m

Es gilt 5(0) = =62 +6=6[$].

02+16
: — i -36t _
tlL"LS(D a tl—|>T.>o(t2 +16 6) 6.

Langfristig stellt sich (wieder) ein Sauerstoffgehalt von 6$ ein.

St =3 3% Lg=3 3% 3 36t=-3(2+16) = 3t2—36t+48=0

+16 416
+ 2_4.3. * *
=>,[%=36 V362.34 3-48 _ 36 6\/720=36 ézvg=6¢2\/§=>t1=6—2\/§z1,53;

t,=6+2V5~10,47
Ab dem 2. Tag kdnnen die Fische nicht tiberleben, ab dem 11. Tag ist ein Uberleben wieder méglich.

Der kleinste Funktionswert von S(t) gibt den niedrigsten Sauerstoffgehalt (in ?

) des Gewdssers an,
bevor das Gewadsser sich wieder erholt.

S(t) in mg/l
1
S(0)
Gs
N\ _— |
T ! in Tagen
] t
h 5 10 112 14 16 |18 20|22 24 26 28

Individuelle Ergebnisse




2.1 Definitionsliicken und Nullstellen gebrochen-rationaler Funktionen

KX

m Bei der Hinfahrt (flussaufwarts) hat das Boot eine Geschwindigkeit Viin

= x—5 gegeniiber dem

Ufer. Bei der Riickfahrt (flussabwarts) hat das Boot eine Geschwindigkeit v, = x + 5 gegeniiber

dem Ufer.
Fiir die Bewegung des Bootes gilt jeweils v = % ot= %
Fiir die Gesamtzeit der Schifffahrt gilt
— 5
tgesamt = thin * truck *+ thause = th Viick +0,5= X+ 5 +0,5.

_ 20 20-2-(x+5) 20-2'(X—5) xX=5x+5)
00 =305+ 505+ 05 =555 a5 G 7 65t T DG D
_ 40x+200  40x-200 x2=25 x2+80x 25 _ h(x)

2(x2-25) " 2(x-25)  2(x*-25)  2(x*-25)

Eine Geschwindigkeit von x < 5 ist nicht sinnvoll im Sachzusammenhang, da das Boot bei der
Hinfahrt nicht gegen die Strémung anfahren kann, wenn es langsamer ist als diese.

Nachgefragt

KX

KX

m Die Aussage ist falsch. Gegenbeispiel: Die Funktion f mit f(x) =

Definitionsliicke.

1’

D= R, hat keine

m Der Term der Funktion f mit f(x) = %x enthélt zwar einen Bruch, es handelt sich aber um eine

lineare Funktion.

Aufgaben

KX

1

a)

b)

maximale Definitionsmenge:
2x2=0=x=0; D= R\{0}
Nullstelle:

X2+hx+h=0 x+2?=0
= X, =—2 (doppelte Nullstelle)

x +2)2
2x2

X2 +4x+4
fx) = T

maximale Definitionsmenge:
-4=0K+2Kx-2 =

=X, =-2;X,=2; D, =R\{-2; 2}

Nullstelle:

X=3= O =X,=3

xX-3
foo = X122 k=2

x24

=

2+ &1
1+
N S — e NS O | | | | | | o
T T T T T T 0 ! T T T T >
6 -5 4 -3 -2 -1, 1 1.2 3 4 5 6 x
o Ny \
T T T T T =
1 2/ 3 4 516 x
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2.1 Definitionsliicken und Nullstellen gebrochen-rationaler Funktionen

)

d)

e)

maximale y A
Definitionsmenge: 71
x2-1=0 64

S X+DX-1D=0
:>x1=—1;x2=1;

4__
D, =R\{-1; 1}
Nullstelle: T
2X+5=0=x,=-2,5 T Ge
_2x+5_ 2(x=2,5) 14
= 1=t oD
| | | | | IN 1 | O | | | | | | | | o
1 1 1 1 I— 1 T 0 T T T T T T T T P
-8 |-7 -6 -5 -4 -3 -2 —1_1__ 1 2 3 4 5 6 7 8 X
-2 1
_3__
_4__

maximale Definitionsmenge: y
x2+1 =0 x?=-1nichtosbar; D, =R
Nullstelle:

X2—2X+1=O<2(X—1)2=0 } } } } 00 ¢ T } }
= X, = 1 (doppelte Nullstelle) A R ) ‘\‘ 172 3 4 x

f(x) =X2—2X+1 _ (X—l)2

x2+1  x2+1

~

maximale Definitionsmenge:

xX2-16 =0 k+4KX-4) =0=x, =-4;x,=4; D = R\{~4; 4}
Nullstellen:

X2=5x+6=0 xk-2K-3)=0=x,=2;x,=3

f(X) = xX2-5x+6 _ x—-2(x-3)

x2-16 = X+&K-4)

Y A

5__

4__

Gr 51

2+

1 4

NN

| | | | | | | | | | O | & L | | | | | | o
T T T T T T T T T T ,Q/—Y T T T T T T e

10 -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -
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2.1 Definitionsliicken und Nullstellen gebrochen-rationaler Funktionen

f)

g)

h)

maximale Definitionsmenge:
X-Dx+5=0

=X, =-5;X,=1; D= R\{-5; 1}
Nullstellen:
X2+2x=0x-&+2) =0
=X, =-2;%x,=0

O X2+2x . xkx+2
= D69 = a-Dx s 5

maximale Definitionsmenge:
4x2+8x=04xx+2) =0
=X, =-2;X,=0; D, =R\{-2; 0}
Nullstellen:

3x°-3=0=3K2-1)=03-1DKX+1) =0

:x1=—1;x2=1
_ 3x2-3 _ 3x-Dx+1
f(X)_l;x2+8x_ 4x(X + 2)

maximale Definitionsmenge:
4x2-36=04(2-9)=0

S 4k+3)x-3)=0

=X, =-3;X,=3; D, =R\{-3; 3}
Nullstelle:

5x” = 0 = x, = 0 (doppelte Nullstelle)

52 5x2
¥ =36 = 26s 99

Y A
51
44
Gr 3T
24
14
1 1 1 L‘ONZI 1 1 L
T T T f T T T >
-8 -7 -6 -5 -4 4£3 -2 —1_1__ 1 2 3 4 x
21
34
4+
YA
44
Ny
1 ] Lo
T T >
1 2 3 4 x
—2
-3
—4
y A
5 |
4
3
Gt 2
14
1 | | | | L
T T T T >
1 37475 6 x
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86

2.1 Definitionsliicken und Nullstellen gebrochen-rationaler Funktionen

10
11
12
13
14
15

a)

b)

4]

d)

e)

g

h)

6x—2 _ 2x(x+3) - (6x=2) _ 2x2+6X—6X+2 _ 2x2+2

2X-53 3 3 3 Aquivalente Terme:
x+D? _ x2+2x+1 2,10 und 13
X+3 X+3
Y+ 1 _x&xk+3)+1 _ x2+3x+1 3 und 6
X+3 X+3 X+3 4 und 8
2k-Dx+1) _ 2x2-2
X;'B T x+3 5,12 und 14
X = 2—6x+
(x2+3; == x26+x3 : 7 und 15
X2+3x+1 9 und 11
X+3
36k+1) _ 3x+3
x(x+3)  x2+3x
2x2-2
X+3
X=Dx+2) _ x2+x-2
XX +3) x2 + 3x
X2+ 2x+1
X+3
X2+ x-2
x2 + 3x
X2—6x+9
X3
=1+ 4 =(x—1)(x+3)+4=x2+2x+1
X+3 X+3 X+3
1_6x—6=x2+3—(6x—6)=x2+3—6x+6=x2—6x+9
x2+3 x2+3 x2+3 X2+ 3
l_'_ 2 _ X+3+2x _ 3x+3

XTx+3 7 x&X+3) ~ x2+3x

maximale Definitionsmenge: x = 0; D, = R\{0}
Nullstellen: x + % =0o ’(ZT+2 =0 = x2+2 = 0nicht [8sbar; f hat keine Nullstellen.
maximale Definitionsmenge: x? + 1 = 0 nicht [8sbar; D= R

5

Nullstellen: 5-5"—=0 5 —-=5x2+1=1=x,=0

X2+ 1 x2+1 0
maximale Definitionsmenge: x—2 = Ound x = 0; D; = R\{0; 2}
Nullstellen:$+%=O@X;(X(X__z)z) =0=>2X-2=02K-D=0=x,=1
maximale Definitionsmenge: x = 0 = D= R\{0}
Nullstellen: x + = 0 < 2 %*1 = 0 = x2 + 1 = 0 nicht [6sbar; f hat keine Nullstellen.

maximale Definitionsmenge: 3x = 0; D, = R\{0}
Nullstellen: x2-x-2=0 X-DKx+1D =0=x, =-1;x,=2

maximale Definitionsmenge: x? = 0; D, = R\{0}
Nullstellen:%—%=0@%=%:>x2 =2=x,=-V2;x,=V2
maximale Definitionsmenge: x-1=0= D= R\{1}

) 1 Qx-Dx-D+1 _
Nullstellen.2x—1+m—0<:)—x_l =0
= 2x-1DKX-1) +1=0«2x2-3x+2 =0 ist nicht [6sbar,
da fiir die Diskriminante gilt D = (-3)2 -4 - 2 - 2 = -7 <O0. f hat keine Nullstelle.

maximale Definitionsmenge: D, =R

Nullstellen: x2 + % =0=x2= —% nicht losbar; f hat keine Nullstellen.

maximale Definitionsmenge: x + 3 = 0; D, = R\{-3}

Nullstellen:x—2+%=0@%+33)+4=0

SK-DX+3)+4=0=2xX+x-2=02X-DX+2D=0=x,=-2;x,=1
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2.1 Definitionsliicken und Nullstellen gebrochen-rationaler Funktionen

a) Mogliche Terme: f,(x) = x)g:i), f,00 = Xg:?

2
b) Mégliche Terme: g, (x) = ﬁ—i‘l‘ g, = 3x"+8

5x2+2
.. . 2 A 2
) Magliche Terme: h,(x) = izj, h,() = %
. . . x? _ 3x4 + x2
d) Magliche Terme: k,(x) = T k() P

G, = Gf3, da f; nur die Nullstelle x, = 1 hat und dies nur auf G, zutrifft.

Gg= sz, da f, die Nullstellen x, =-1und x, =1 hat und dies nur auf G zutrifft.
G.= Gf1’ daf, nurdie Nullstelle x, = -1 hat und dies nur auf G zutrifft.

Damit gilt: G, = szf

Abbildung | Funktionsterm |Begriindung

Der Graph G, entsteht aus dem Graphen G, durch Spiegelung an der
A h(x) x-Achse und anschlieende Verschiebung um 1 Einheit in positive
y-Richtung.

Der Graph G, entsteht aus dem Graphen G; durch Verschiebung um

B k() 2 Einheiten in positive y-Richtung.
Der Graph G, entsteht aus dem Graphen G durch Verschiebung um
c g 2 Einheiten in positive x-Richtung.

a) Die Aussage ist wahr. Die Definitionsliicken sind nur von den Nullstellen des Nennerpolynoms
abhéngig. Der Graph von g entsteht aus dem Graphen von f durch Verschiebung um 3 Einheiten
in positive y-Richtung. Dabei dndert sich die Lage eventueller Definitionsliicken nicht.

Es gilt also D¢ = Dg.
b) Die Aussage ist wahr. Angenommen f hat eine Nullstelle bei x,, dann gilt f(x,) = 0.
Damit gilt auch g(x,) = 2 - f(x;) = 2 - 0 = 0. Somit ist x, auch eine Nullstelle von g.

Hat g umgekehrt eine Nullstelle bei x, dann gilt g(x,) = 0. Aus 2 - f(x,) = 0 folgt f(x,) = 0 und
somit ist x, auch eine Nullstelle von f.

c) Die Aussage ist falsch. Gegenbeispiel: Die Funktion f mit f(x) = % hat die Definitionsliicke x, = 0.
Aber die Funktion g mit g(x) = fx-1) = ﬁ hat die Definitionsliicke x, = 1.

d) Die Aussage ist wahr. Angenommen die Funktion g hat (mindestens) eine Nullstelle x;.

Dann gilt f(x,) - g(x,) = f(x,) - 0 =0 1im Widerspruch zur Voraussetzung.

a) Einsetzen der Koordinaten der gegebenen Punkte:
A(4120): f(4) = 20 & 1%= = 20 & 10 = 80a + 20b ()

4a +
B(1011): f(10) =1<:>10;0+b=1@10=10a+b:b=10_10a an
(I) einsetzen in (I): 10 = 80a + 20(10 - 10a) < 10 = 80a + 200 - 200a <> 120a=190=a = %

=19 . ; .b=10-10.%2 —_33
a =5 einsetzen in (I:b=10-10 5= b= A
b) Es gilt f(X) = 45 10 35 = 19}(2_070.
1276
Der Graph von f* geht aus dem Graphen von f durch Spiegelung an der y-Achse hervor.
Daher gilt f'(x) = f(~x), also f'(x) = TP (1_2)8 0= 19}<2+070

¢) Schéatzung: Es passen etwa 1,2 Liter Wasser in die Vase.

Vorgehen: Man kann das Volumen der Vase mit dem eines Zylinders mit der Hohe 1,5dm und dem
Grundkreisradius 0,5dm anndhern. Fiir dieses Volumen gilt:

V=G-h=r2rh=(0,5dm)’ - m-1,5dm=1,2dm3 = 1,21
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10

2.1 Definitionsliicken und Nullstellen gebrochen-rationaler Funktionen

a)

b)

a)

b)

d)

Es gilt ka =R.
2
f (0) = % = % =1 ist unabhéngig von k.

Daher ist P (011) gemeinsamer Punkt aller Graphen Gg, .

Nullstellen: f(x) =0 = 2x> +kx+3 =0

Die Anzahl der Nullstellen hdngt von der Diskriminante ab. Es gilt D = k% -24.
1.FallD = 0: k*-24 = 0=k, , = V24 = 2V/6.

Furk, = -2V6 und k,= 2V6 hat f, genau eine Nullstelle.

2. Fall D> 0: Fiir k <-2V6 oder k > 26 besitzt f, zwei Nullstellen.

3. Fall D < 0: Fiir—2V6 < k < 26 besitzt f, keine Nullstellen.

Fiir jeden Wert von x € D¢ ist sowohl der Zahler wie auch der Wert des Nennerterms positiv,
also f(x) > 0.

Fiir jeden Wert von x € D;ist der Wert des Nennerterms grofer oder gleich 9 und somit der
Funktionswert f(x) kleiner oder gleich 3.
27 27

f(x) = 910 9 f(x) fiir alle x € D;. G;ist symmetrisch beziiglich der y-Achse.

A
Gy

|
T
-4 -3 -2 —1_1 1 112134 x

27 —ax2 27 =ax2- (9+x2) @ ax4+9ax’>—=27=0

9 +x2
_ —9a+V81a2+108a

Substitution u =x2: au2 +9au-27=0= Uy = a

Fiirjeden Wert von a € R, gilt 2a> 0 und 81a2 + 108a > 0 sowie V81a2 + 108a > 9a, also

- V81az . —9a-\81a2 . . . "
jst 23 8;: +1083 (). Somit istu, = 22 8;: +108a negativ, so dass dies zu keiner Losung

-9a+V81a2+108a

2a

fur x fihrt. Es gilt u, = > 0. Somit haben G, und die Parabel P, fiir jeden Wert von

a € R* zwei Punkte (X1/2 = i\/u_z) gemeinsam.

VP Y A
ST

U] l’
ot
T

Py
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2.1 Definitionsliicken und Nullstellen gebrochen-rationaler Funktionen 2

KX 11 a) f(-x) = fz(:x; = —x28f2 = —f(x) fiir alle x € D;. Daher ist G; punktsymmetrisch beziiglich des
Koordinatenursprungs.
DIyl 3 2wzl st s 0o los| 1 | va| 2| 3
24 16 8 16 16 8 16 24
| -7 | —% [2V2| -5 | -9 | 0 | T | 3 [2V2| ¢ | 3

¢) Gesucht sind die Werte des Parameters a € R, fiir die G; mit der Parallelen p zur x-Achse mit der
Gleichung y = a mindestens einen Punkt gemeinsam hat:
8X
X2 +2
Fir die Diskriminante gilt D = 64 — 8a2. G, und p haben entweder einen oder zwei gemeinsame
Punkte, wenn D >0, also wenn 64 — 8a2 > 0; d. h. wenn 64 > 8a2, also 8 > a2 und damit |al <2 V2 ist.

Hieraus folgt, dass fiir jeden Wert von x € R stets —2V2 < f(x) <2V?2 gilt.

=a&axl+2a=8xeax2-8x+2a=0.

y

Gy
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2.2 Verhalten gebrochen-rationaler Funktionen im Unendlichen

KX

KX

2000n + 60000

B HM) <600 & =, =2 <600 KC) A
2000 + 60000 < 2400n + 3000 & 57000 <4000 00 |
=n>142,5 900 +
Ab einer Stiickzahl von 143 liegen die Produktions- 800
kosten unter 600 €.

700 4
Fiir sehr groBBe Stiickzahlen werden die Laptops zu 600 - Gf
einem Stiickpreis von rund 500€ hergestellt und
mussen, um Gewinn zu erzielen, fiir mehr als 500 € 500
verkauft werden. 400 -

300 4

200 -+

100 +

100 200 300 400 500 600 700 800 x

Nachgefragt

KX

KX

Eine gebrochen-rationale Funktion besitzt dann eine waagrechte Asymptote, wenn ihr Zahler-
grad kleiner oder gleich dem Nennergrad ist. In diesem Fall gilt Xﬂ)rpmf(x) = XE)rpmf(x), so dass
es hochstens eine waagrechte Asymptote geben kann.

Die Aussage ist falsch. Gegenbeispiele:

Die Funktion f mit f(x) = ﬁ, D, =R, hat die waagrechte Asymptote y = 0, schneidet sie aber
im Punkt S (010).

Die Funktion g mit g(x) = x + ﬁ, D¢ =R, hat die schrage Asymptote y = 1, schneidet sie aber
im Punkt S (010).

Aufgaben

KX

90

1 a)

b)

d)

maximale Definitionsmenge: D; = R\{0}

lim f(x) = lim (—%) =0, da der Zahlergrad kleiner als der Nennergrad ist; die Funktion
X—>*oo X—>too X

konvergiert.
waagrechte Asymptote: y =0

maximale Definitionsmenge: D;= R

lim f(x) = lim 22 =0, da der Zahlergrad kleiner als der Nennergrad ist; die Funktion
X—too x—Foo X2 +1

konvergiert.

waagrechte Asymptote: isty =0

maximale Definitionsmenge: D, = R\{-3; 3}
2

lim f(x) = lim == =0, dader Zdhlergrad kleiner als der Nennergrad ist; die Funktion
X—>Foo x>+ X2 =9

konvergiert.
waagrechte Asymptote: y =0

maximale Definitionsmenge: D, = R\{-1; 1}

lim fx) = lim 2 5> =0, da der Zdhlergrad kleiner als der Nennergrad ist; die Funktion
X—>teo X—teo 1 — X

konvergiert.
waagrechte Asymptotey = 0
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2.2 Verhalten gebrochen-rationaler Funktionen im Unendlichen

e)

g)

h)

)

k)

0

a)

maximale Deﬁnitionsmenge: D, = R\{0; 2}

l|m f(x) = lim = 0, da der Zahlergrad kleiner als der Nennergrad ist;

X(X 2 x—yibox?—2X

d|e Funktlon konverglert.

waagrechte Asymptote isty =0

maximale Definitionsmenge: D; = R\{0; 1}

im f) = i )2((’; +11) ngoozx); *1_ 2 da der Zihlergrad gleich dem Nennergrad ist;

dle Funkt|on konverglert.
waagrechte Asymptote isty = 2

maximale Definitionsmenge: D;= R

3¢-1_ %, da der Zdhlergrad gleich dem Nennergrad ist; die Funktion konvergiert.

llm f(x) = lwpwzx

waagrechte Asymptote isty = %

maximale Definitionsmenge: D; = R\{-1; 1}
l|m f(x) = | 12¢x2 +§ = 2, da der Zahlergrad gleich dem Nennergrad ist; die Funktion konvergiert.

waagrechte Asymptote isty =2
maximale Definitionsmenge: D, = R\{0}
Xlemf(x) = Xlew(x—%) = +o0o und Xirpwf(x) = xErpm(x —%) = —oo; die Funktion f divergiert.
Wegen xﬂ)rpw% = 0 hat der Graph G; die schrdge Asymptote y = x.
maximale Definitionsmenge: D; = R\{0}

1\ o . _ B A1) 2y o
im £ = lim (<0,5x+5) =—cound lim f( = lim (<0,5x+5) = +oo;

die Funkt|on f divergiert. Wegen Xﬂrpeo% = 0 hat der Graph G, die schrage Asymptote y = -0,5x.
maximale Definitionsmenge: D; = R\{0}
lim f(x) = lim (x+ 1 +%) =+ocound lim f(x) = lim (x+ 1 +%) = —oo; die Funktion f divergiert.
X—>+00 X—>+00 X——o00 X——o0
Wegen Xli)mm% = 0 hat der Graph G; die schrdge Asymptote y = x + 1.
maximale Definitionsmenge: D; = R\{2}
. T 10\ _ . T I S
lim = lim (x+5+525) =+eound lim f®) = lim (x+5+525) =—oo;
die Funktion f divergiert. Wegen Xli)rpwﬁ = 0 hat der Graph G; die schrdge Asymptote y = x + 5.

f()_3x_+5_3;(x22 3_,_ Zﬂ
Wegen XE}T‘mf(x) =3 konverglert die Funktion. 5
waagrechte Asymptotey = 3 Gy

s

___________________ s T
21
11

y oy 40 I T T B T

—t——"F—1+——+—+—"+>

-4 =32 -1 T2 3 b X
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2 2.2 Verhalten gebrochen-rationaler Funktionen im Unendlichen

4x-x2+3 _4x _x2 3 4 3
b) f(X)=T=ﬁ_ﬁ+ﬁ=_1+Y+ﬁ' A
Wegen lim f(x) =1 konvergiert die

Funktion.
waagrechte Asymptotey = -1 T

Gy

—x2 2
I N B S8 S RERS

Wegen lim f(x) =—ocound lim f(X) = + oo divergiert
X—>+00 X—>—o0

die Funktion.

Wegen XE}q_}m% = 0 hat G die schrage Asymptote

y=-Xx+3.
| | | \\‘l | -
T T T T ls\ T ol
-4 -3 =2 -1_\__ 1.2 3 \
_x+2 _xX+3)-1_x+43 1 _ ., 1
d) f(X)_x+3_ X+3  X+3 Xx+3 x+3 Z_“_
Wegen Xﬂ)rp f(x) = 1 konvergiert die Funktion.
T oo 3__
waagrechte Asymptotey =1 -
f 2+
””””””””””””””” N e
1 1 1 1 /E)— 1 -
T T T T T 0 T T o
-6 -5 -4 -3 F2 —1_1 11 2 X
24
_4x=-3 _4x+2)-11 _4G+2) 11 _ , 11
e) fl9 = X+2 © X+2 Tox+2  x+2 x+2

Wegen lim f(x) = 4 konvergiert die Funktion.
X—>too

waagrechte Asymptotey = 4
YA
8+

Gy T

64

! ! ! ! ! ! ! 0 1 ! !

IIIIIIIOIII=I==V
—7—6—5—4—3—2—1_1_/1 2 3 4 5 6 7 x
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2.2 Verhalten gebrochen-rationaler Funktionen im Unendlichen

f) f(x)=3X2—4=3(X2—1)—1_3(X2—l)_ 1 _3 1

x2-1 x2-1 x2-1  x2-1 ~ x2-1
Wegen xi@wf(x) = 3 konvergiert die Funktion.
waagrechte Asymptotey = 3
g) f(x =W=%—’f+%+%=x+3+%
Wegen XETWF(X) = + oo und XE}rpwf(x) = —oco divergiert die

Funktion. Wegen Xinijm% = 0 hat G die schrdage Asymptote

y=Xx+3.

_x2 _x2
h)f(x)=x+2x+3_x 2Xx 3 1 1, 3

4x Tax taxtax T Tt 2t ax
Wegen lim f(x) =—-ocound lim f(X) = +co divergiert
X—>+oo X——00
. . .3 . y
die Funktion. Wegen xll)rpooﬂ = 0 hat G die schrage

Asymptotey = —%x + %

. 3-x-2x2 _ -3 +x+2x°
i) f0) =~ 4x? = 4x2
_ -3 X o 2x2_1 1 3

St ha e T2 4

Wegen Xli_)rrlmf(x) = % konvergiert die Funktion.

waagrechte Asymptote y = %

Gt

N4

< Y

| o
>
AR
14
0 T T T 7
1 2 3 4 X
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2 2.2 Verhalten gebrochen-rationaler Funktionen im Unendlichen

KX 3 a) Esgiltf(x) >0 < x> 2.

1 fX) <155 © xo3 <7a5 & X—2 > 100 = x> 102

2 f(x)<101W<:> 1 <10100<:>x 2>1000 = x> 1002

1 1 1
3 f(X)<m<:>m 10000(:)X 2>10000 = x>10002

b) Es gilt f(x)>0f'L'lr allexe D

1 1(1)0<:>x2>100:>|x|>10 d. h.x<-10 oder x > 10

2 f(x)<10004:i<101W@x2>1000=>|x|>10\/ 0,d.h.x<-10V10 oder x> 10V10

1
3 f(x)<—10000<:>ﬁ<10000@x2>100002>|x|>100 d.h. x<—-100 oder x > 100
1 1

Fiir G; bedeutet das Ergebnis, dass der Graph einen Streifen der Breite 1 155, 2 W’ 3 10000
um die x-Achse fiir alle xmit 1 Ix/>10, 2 Ix|>10V10, 3 IxI> 100 nicht mehr verlésst.
Die Funktion konvergiert.

1 fX) <=5 100 e

KX 4 a) maximale Defmltlonsmenge D;=R\{-1; 1}
Nullstellen: f(x) = 1 = 0 nicht losbar; f hat keine Nullstelle.

lim f(x) = lim % = 0, da der Zahlergrad kleiner als der Nennergrad ist.
X—Foo X—>to0 X2 —1

waagrechte Asymptotey =0
b) maximale Definitionsmenge- Di=R

Nullstellen: f(x) =0 & 5"~ 2 =0&Xx,=0

lim f(x) = lim 2X = 0, da der Zdhlergrad kleiner als der Nennergrad ist.
X—>Foo X—>to0 X2 + 1
waagrechte Asymptotey =0
¢) maximale Definitionsmenge: D, = R\{0}

Nullstelle: f(x)=O<:>X2+42++1=0<:>x2+2x+1=O<:>()(+1)2=0:x0=—1

X2+2x+1 _
4x2
waagrechte Asymptote isty ==

Xli_r)niwf(x) = Xli_)m 1 da der Zahlergrad gleich dem Nennergrad ist.

d) maximale Definitionsmenge' De=R\{-1; 1}
Nullstelle: f(x) =

—O@6x 0=x,=0

lim f(x) = lim 2 5= O, da der Zahlergrad kleiner als der Nennergrad ist.
X—>too X—to0 1 —X

waagrechte Asymptote isty =0

KX 5 a) Mogliche Terme: f, (x) =—x+ﬁ;f ® =—X+%+X11
. 2
b) Mégliche Terme: g,(x) = 1, g,(x) = [;); ++42
¢) Mogliche Terme: h,(x) = 1 h L) = +§

2
) = =2 36 z) k() = 302

d) Magliche Terme: 2+ d
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2.2 Verhalten gebrochen-rationaler Funktionen im Unendlichen

6 a)

b)

)

. = |i 3) =
Asymptote: Xl|_>rrlwf(x) = Xl|_>rrlm<2 + x2> =2
waagrechte Asymptote: y = 2
G¢ verlduft im Intervall | oberhalb der Asymptote,

da % fir alle x e Dy positiv ist.

. im L — i i
Asymptote: Wegen lenlw <=3 = 0 besitzt G die

schrdge Asymptotey = —x + 1.
G verlduft im Intervall | unterhalb der Asymptote,
da % fiir alle x € | positiv ist,

sodass f(x) =-x+1 —%<—x+ 1 gilt.

Asymptote: f(x) = % _4x2 2x 1

1

Wegen xﬂrﬂ,ﬂ = 0 besitzt G; die schrdge Asymptote

y=4x+2.
G verlduft im Intervall | oberhalb der Asymptote,

da % fiir alle x e I negativ ist, so dass
f(X) = 4x +2 -+ > 4x + 2 gilt.

_ 1
X +T—7—4X+2—7.

YA
7 <+
6+
54
41 G
34
R e
1+
0 | | | |
0 1 1 1 1
o 12 3 4

Gy

\i

N
TS —
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KX

KX

96

2.2 Verhalten gebrochen-rationaler Funktionen im Unendlichen

d)

7 a)
b)
)
d)
8 a)

b)

W)

Asymptote: xﬂrp Zx’é = 2, da der Zdhlergrad gleich
dem Nennergrad ist; waagrechte Asymptote y = 2.

. _2X2-5_202+D-7 _ 5 7
ESgIlti:(X)_x2+1 T ox2+1 x2+1°
G verlduft im Intervall | unterhalb der Asymptote, da ﬁ

fir alle x € | positiv ist, so dass f(x) = 2 —%1 <2 gilt.

Xli_rpm I;X:'BZ =k, da der Zahlergrad gleich dem Nennergrad ist.
Daher gilt k = 3.

XEI’P (k an 5) k.

Daher gilt k =0.

Aim §X +k2 = % da der Zéhlergrad gleich dem Nennergrad ist.

Dahergilt—5 =4 =k =-8.

Jmm (kzl);; Ly k+ 1 , da der Zahlergrad gleich dem Nennergrad ist.
Daher gilt — M—3(:>k+1 =-6=k=-7.

Gf3 = Gy, da die Funktion f, die Definitionsliicke x; = 0 und die Funktion f, die Definitionsliicke
X, =-1, aber der abgebildete Graph keine senkrechte Asymptote mit x = 0 oder x = -1 hat.
Anm.: Im 1. und 2. Druck der 1. Auflage des Schulbuchs ist der Funktionsterm von f, falsch an-

gegeben. Er muss richtig lauten: f5(x) = 2x -1 -+ 1

sz = G, da der abgebildete Graph keine senkrechte Asymptote besitzt, die Funktionen f, und f,
aber jeweils (mindestens) eine Deﬁnitionsl[jcke haben.

Gy, = G Es gilt (0 = >+ 1 undf(x) —1=—x—%.

Dle Funktion f, entfallt, da l|m f,(x) =1 gilt und der abgebildete Graph nicht die waagrechte
Asymptotey = —1 besitzt.

Die Funktion f, entfallt, da fiir x> 0 gilt f, (x) =
schrdagen Asymptote verlduft.

=-1++

-X +%> -x und der abgebildete Graph unterhalb der

Einsetzen der Koordinaten von (1126):

F(1) = 26 & 4512 = 26 <> a+ 15 = 26(b + 15)

= a=26b+375 (Gleichung 1)
Einsetzen der Koordinaten von (5186):

f(5) = 86 < 2012 = 86 < 52 + 15 = 86(5b + 15)

= a=86b+255 (Gleichung 2)

Gleichsetzen der Gleichungen (1) und (2):
26b +375=86b+255< 60b=120b =2
b =2 einsetzen in (1):

a=26-2+375=427

_ 427x+15
f0) =515
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2.2 Verhalten gebrochen-rationaler Funktionen im Unendlichen

b)

10 a)

b)

A Verkaufte Stiickzahl

| | | | | | | | | | -

5 10 15 20 25|30 35 40 45 50 Wochen

Der Graph ist monoton steigend und nahert sich der Asymptote y = 213,5 an.

Mogliche Griinde: Die Zahnpasta wird bekannter, so dass mehr Kunden die Zahnpasta kaufen;
die wochentlichen Verkaufszahlen steigen. Die langfristig in diesem Modell zu erwartende
wdchentliche Verkaufszahl betragt 213,5. Es tritt also eine Sattigung des Marktes ein.

Der Graph einer gebrochen-rationalen Funktion besitzt genau dann eine waagrechte Asymptote,
wenn der Zahlergrad kleiner oder gleich dem Nennergrad ist.

Es gilt also: n e {0; 1}.

In beiden Fallen ist der Zahlergrad gleich dem Nennergrad und es gilt JiLn+mf(x) = —4; waagrechte
Asymptote: y = —4. N

Der Graph einer gebrochen-rationalen Funktion besitzt genau dann eine schrage Asymptote, wenn
der Zahlergrad um 1 gréf3er ist als der Nennergrad.

x3-4x2+5

Es gilt also n =3 und mit f;(x) = 2

=X—-4+ % folgt die schrage Asymptote y = x — 4.
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2 2.3 Verhalten in der Umgebung von Definitionsliicken

KX u

KX u
KX u

Individuelle Ergebnisse, z.B.:

Newton hat mit dem Gravitationsgesetz allgemein die Anziehungskraft zweier Massen
(m, und m,) im Abstand r beschrieben, wenn die Massen als punktférmig (bzw. ihre
Ausdehnung klein gegeniiber ihrem Abstand) angesehen werden kdnnen.

Die Konstante G ist die allgemeine Gravitationskonstante G = 6,67 - 10_11m—3

%
Fiir r — 0" wird die Gravitationskraft beliebig grof. e
Mogliche Ergebnisse: y Al
Beide Graphen haben dieselben Asymptoten: 4
waagrechte Asymptote ist y = 0, senkrechte Asymptote 5
istx=0. :

Fiir x — 0™ gilt f(x) — —oo und fiir x — 0" gilt f(x) — +oo. ’,"2 ]
Die Funktion f wechselt an der Stelle x, = 0 das Vor- 1
zeichen. ey O
Firx — 0" gilt g() — +eound fiirx — 0" gilt g(x) —» +o0. -4 -3 =<1 , |
Die Funktion g wechselt an der Stelle x, = 0 das Vor- Gf
zeichen nicht. T

Nachgefragt

KX u

KX u

Die Aussage ist fiir die senkrechte Asymptote falsch. Gegenbeispiel: Der Graph der Funktion f

mit f(x) = le_ 1= %o 1)1(X+ 7y hat zwei senkrechte Asymptoten x =-1 und x = 1.

Der Graph kann keinen gemeinsamen Punkt mit seiner senkrechten Asymptote x = x, haben, da
an der Stelle x,, nur dann eine senkrechte Asymptote vorliegt, wenn x, eine Definitionsliicke ist.
Daher gibt es keinen Punkt des Graphen, dessen x-Koordinate x, ist.

KX 1 a)

b)

4]

d)

Polstelle: x, =5
senkrechte Asymptote: x=5

Verhalten an der Polstelle: lim_% =—oound lim % = +o00
Xx—5-X—5 x5t X5

Polstelle: x, =5

senkrechte Asymptote: x=5

Verhalten an der Polstelle: lim — 5 =+ocound lim 5 =+00
x—5 X=5) x—>5* (X—15)

Polstellen: x; =-2; x, =2

senkrechte Asymptoten: x =-2; x =2

Verhalten an den Polstellen:

X, =-2: xi’}ﬁ = +co und Xgrpfﬁ =—o0

Xy=2: Xli)n}le_4 =-oo und Xliﬁrg”@_4 =+o0

Polstelle: x, =-1

senkrechte Asymptote: x = -1

Verhalten an der Polstelle: lim =+ocound lim 5=+

x—-1" X+
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2.3 Verhalten in der Umgebung von Definitionsliicken

a) x2+ 4 =0ist nicht [3sbar. Die Funktion f hat keine senkrechte Asymptote.
b) X?-9=0Kx+3)x-3)=0=x,=-3;x,=3
senkrechte Asymptoten: x =-3; x = 3
0 x+Dx-3)=0=>x,=-1;x,=3
senkrechte Asymptoten: x=-1;x =3
d) 2x=0=x,=0
senkrechte Asymptote: x=0
&) x-2°=0=x,=2
senkrechte Asymptote: x = 2
) 2+2x+1=0 x+1D’=0=x,=-1
senkrechte Asymptote: x = -1

a) Mogliche Terme:
F00=2F00=1+1

b) Mogliche Terme:

4x2 + 25 x2-75
fl(x) (x—5)? 2(X) 4+ (x—5)?

8 1012 14 16 x
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2 2.3 Verhalten in der Umgebung von Definitionsliicken

¢) Mogliche Terme:
— 1 = 1 5
i =G Ts&e 19 ~x-225

f,0 =2+ =225

d) Mogliche Terme:
f09 =-—

x—-52

3
£(X)=-
=70 -+

KX 4 a) maximale Definitionsmenge: X—2)(x+3) =0
=X, =-3;X,=2; D;=R\{-3; 2}
senkrechte Asymptoten: x =-3; x =2
Nullstellen:
f)=0=x2-1=0X-DX+1D =0
=>x=-1x,=1
waagrechte Asymptote: y =1

b) maximale Definitionsmenge:
22X+ 2x-4=022x+2Dx-1) =0
=X, =-2;X,=1; D= R\{-2;1}
senkrechte Asymptoten: x=-2; x =1
Nullstellen: f(x) = 0 < x2 + 3 = 0 nicht losbar;
f hat keine Nullstellen.
waagrechte Asymptote: y = %
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2.3 Verhalten in der Umgebung von Definitionsliicken

)

d)

e)

maximale Definitionsmenge:

32 +6x=03xx+2 =0

=X, =-2; X, =0; D¢=R\{-2; 0}
senkrechte Asymptoten: x =-2; x=0
Nullstellen: f(x) =0 <= x-2=0
=X,=2

waagrechte Asymptote: y =0

maximale Definitionsmenge:
X2 + 4 = 0 nicht l6sbar; Di=R
Nullstellen: fX) =0 < 2x?+2 =0

= x2 = -1 nicht |6sbar; f hat keine Nullstellen.

waagrechte Asymptote: y = 2

maximale Definitionsmenge: x—1=0
=x;=1; D=R\{1}

senkrechte Asymptote: x =1

Nullstellen: f(x) =0 @ﬁ =2&1=2x-2
=X,=15

waagrechte Asymptote: y = -2

Es gilt f(x) =*52 =1x2 -1,

d.h. die Funktion f ist ganzrational.
maximale Definitionsmenge: D;= R
Nullstellen: f(x) = 0 & %XZ -1=0=x2=2

=x,=-V2;x,=V2
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7

2.3 Verhalten in der Umgebung von Definitionsliicken

a) G;= Gy, da die Definitionsliicke x, = 0 doppelte Nennernullstelle ist und lim _ (1 + %) =+o0

x—0
und lim (1 +%)= +oo gilt.

x—0"
b) G;= G, da die Definitionsliicke X, = 2 einfache Nullstelle ist und lim ,(ﬁ— 1)= +oo und
xX—
lim (52;-1)=-cogilt.

x—2"

Funktionswerte grof3er als 10:

f(x)>10<:>%>10=>0<x<% “T

g(x)>10«:))(2—2>10:>0<x2<%:>0<|x|<%=§\/§

Funktionswerte groer als 100:

f(x)>100<:>%>100:>0<x<i

50
g(x)>100(:»%>100:>O<x2<51—0:>0<|x|<ﬁ=%\/5 T
Geometrische Deutung:

Die y-Achse ist senkrechte Asymptote beider Graphen.
G¢ hat einen Vorzeichenwechsel, G, nicht.
Fiir x— 0" schmiegt sich G¢ schneller an die y-Achse an als Gg.
a)
1 2 3
D¢ R\{2} R\{-2; 2} R\{-1}
senkrechte ) C9xen _ 4
Asymptote(n) |* = X==4X= X=-
waagrechte
A y=0
symptote
Yy A
3+
2+
14 G
25—+
Tl__o 17 3
-2+
b)
A: G, entsteht aus G durch Verschiebung um 1 Einheit in positive x-Richtung.
1 2 3
D, R\ {3} R\{-1; 3} R\{0}
senkrechte _3 mqx.=3 -0
Asymptote(n) |* = Xp=-1X= X=
waagrechte -0 P -0
Asymptote a y= y=
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2.3 Verhalten in der Umgebung von Definitionsliicken

B : G, entsteht aus G, durch Verschiebung um 3 Einheiten in positive y-Richtung.

1 2 3
D, R\ {2} R\{-2; 2} R\ {-1}
senkrechte -3 —3ix=? _ 4
Asymptote(n) X= X==4X= X=-
waagrechte 3 : 3
Asymptote y=3 y=3 y=3
C : G, entsteht aus G durch Spiegelung an der x-Achse.

1 2 3
Dy R\{2} R\{-2; 2} R\{-1}
senkrechte i e 3x=3 _ 4
Asymptote(n) |* = X==aX= X=-
waagrechte _o _o _o
Asymptote |V~ y= y=
D : G, entsteht aus G; durch Spiegelung an der y-Achse.

1 2 3
D; R\{-2} R\{-2; 2} R\{1}
senkrechte _ Cpixen 4
Asymptote(n) |* =~ X=—4X= x=
waagrechte -0 -0 —0
Asymptote |V~ y= y=
1
2 y A
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2.3 Verhalten in der Umgebung von Definitionsliicken

-4 =32 -1

a)

)

Dy

R\ {0}

R\{-1}

Asymptoten ...

e senkrecht

x=-1

e waagrecht

y=3

e schrdg

a)

Dy

Asymptoten...

senkrecht

waagrecht

schrag

d)
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9

10

2.3 Verhalten in der Umgebung von Definitionsliicken

a) Fiir die Funktion O gilt lim O(r) = lim (énﬂ +@) = +oo: Der Oberflacheninhalt nimmt also

3

r—o° r—0°

beliebig groBe Werte an flir r— 0. Deswegen sollte ein geeigneter endlicher Wert fiir die untere

Grenze der Definitionsmenge gewdhlt werden, z.B. 1 bzw. D, =[1;3,5].

b) Den kleinsten Wert O .. erhélt man fiirr_. = 2,7 [cm].
) 0,1,= O i) = 272,77 + 22 = 112,4[cm?]
180 4
0@ =21-22+ 232 ~120,9[cm?]
0@ -0, 120,9-112,4
0. 1124 0,076 1401
Mit r = 2cm wird ca. 7,6 % mehr Material verbraucht als mit 120 1+
M in = 2,7 CM. Job

d) Die Variablen fiir das neue Flischchen werden mit dem Index
»heu“ gekennzeichnet.
Wegen V =100 [cm?] gilt V= 105 [cm?].
Fiir das Volumen eines Flaschchens gilt
1 4 2
Halbkugel = 12 - h+5 -3 =nrzh+ sme.

V'=Vyinder +V
AusV , =105folgtmr2, -h +%nr§eu =105 und damit

2 2 3
105-%5mr3 105-%5m-2
_ 3 neu _ 3 ~

neu Tcr%eu - 22 7,02 [Cm]

Das neue Parfiimfldschchen ist ca. 7,02 cm grof.

Die Nullstellen des Zahlerpolynoms sind die Nullstellen der
Funktion:

X, =-1;x,=1.
Die Nullstellen des Nennerpolynoms sind die Polstellen:
X, ==2;%x,=2. |
Méglicher Funktionsterm:

200+

160

A Oincm?

Go

0O 1,2 3 4 5

Gy

=D&+ _x2-1 _ . —t
f¥) = G2xe 2 ~xr-a e = R\ 2

Probe: f(0) =

Der Graph von f stimmt ndherungsweise mit dem angege-
benen Graphen iiberein, z.B. f(3) = 1,4.
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11

12

13

14 a) EsgiltfQ+x +f1-x0 =1

2.3 Verhalten in der Umgebung von Definitionsliicken

. . 22+a
Ausfa,b(2)=0erg|bt5|ch b =0=>4+a=0=a=-4.
2
Aus f—4,b(0) = —4 ergibt sich SZZE =-4=-4=-4b=Db=1.

Mogliche Eigenschaften:

* G;ist monoton fallend im Intervall ]-eo; 0] und monoton steigend im Intervall [ 0; +eo[.
* G;ist achsensymmetrisch beziiglich der y-Achse.

* G, besitzt die waagrechte Asymptote y = 1.

a) Bei Abbildung 1 wird c variiert, da die Graphen unterschiedliche Polstelle besitzen.

Bei Abbildung 2 wird b variiert, da die Graphen unterschiedliche Nullstellen besitzen.

Bei Abbildung 3 wird a variiert, da die Graphen unterschiedliche waagrechte Asymptoten besitzen.
b) Der Graph verlduft durch den Koordinatenursprung:

f*(0)=0<:>a'8;_tc)=0:>b=0

Der Graph verlduft durch die Punkte P(111) und Q (-214).

fF)=1loa-—t—=1=a=1-c (1)

1-c
FD=boa 52 =be-2a=-8-4ca=4+2c (2)

Gleichsetzenvon (1) und () ergibt 1-c=4+2c = 3c=-3=c=-1.
¢ =-1einsetzenin (1) ergibta=1- (1) = 2.
Damit folgt f'(x) = 2 - ==

X+ 1
x _ 1 1 _ x—1 x+1 _x=1+x+1_ 2%
a) o0 =f+ D = T+ T = G DD G D&s D~ x-1 -1
Symmetrie: f'(-x) = (_i;x_) 1= —Xzzfl =—f'0= G ist punktsymmetrisch beziiglich des

Koordinatenursprungs. Damit ist G; punktsymmetrisch beziiglich des Punkts (O11).
b) 1 Verschiebung des Graphen Gy um?2 Einheiten in positive x-Richtung:

e = oty ) 2 _ 2 _ 2
g0 =8gk-2 K=D2+4(x—=2) +5 X2—4X+4+4x-8+5 x2+1

(—x)22 1 x22+ 1
Damit ist Gg ist achsensymmetrisch beziiglich der Parallelen zur y-Achse durch den Punkt (-210).
2 senkrechte Asymptote: x=0
schrdage Asymptote: y =x+1
Schnittpunkt der Asymptoten: (01 1)

Verschiebung des Graphen G, um 1 in negative y-Richtung:

' =hX-1=x+1+s-1=x++

Symmetrie: h*(-x) = —x -+ = —(x + %) =-h"(0 = G, ist punktsymmetrisch beziiglich des
Koordinatenursprungs. Damit ist G, punktsymmetrisch beziiglich des Schnittpunkts der beiden
Asymptoten.

Symmetrie: g*(-x) = =g*(x) = G,. ist achsensymmetrisch beziiglich der y-Achse.

1 1
taeo-1 I rao-1
=2 +%—%= 2 unabhéngig von x € D;.

Aus f(1 +x + f(1 -x) =2 fir alle x e D, folgt

fl+x -1=1-f(1-x), woraus die Punktsymmetrie

von G beziiglich des Schnittpunkts der Asymptoten
(111) folgt.
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2.3 Verhalten in der Umgebung von Definitionsliicken

b)

15 a)

16 a)

b)

X2+4x+7 _ 3 =143
X2+ 4x+ 4 X2+ 4x+ 4 x+22
senkrechte Asymptote: x = -2

Die Achsensymmetrie beziiglich der senkrechten
Asymptote wird beschrieben durch

g2+ =g2-0 g2+ -g2-x =0.
Probe:

3
GE2+X-g2-x=1 -1
C2+0-82-% " [2+% + 2] * [2-% +2]2]

Es gilt gx) =

3 3
=1+X—2—1—ﬁ=0

1 und C: Ausf(x) = 2folgtf() %

2 und D : Von den verbleibenden sechs Graphen sind nur G, und 61 mit g(x) = x2 und —~ =1

2
achsensymmetrlsch bezughch der y-Achse. ( ) x

3 und A : Aus h(x) = x folgt == 7, also z.B. aus h(2) = 2 der Funktionswert —

-1
h() h(2) 2
4 und B : Die Zuordnung der {ibrigen Paare wurde begriindet; also miissen 4 und B nach dem
Ausschlussprinzip einander zugeordnet sein.

Die Funktionen besitzen nicht dieselben Definitionsmengen.
Die Funktion f, besitzt genau eine Definitionsliicke, namlichx, = -1, also Df = R\{-1}.

. . . 1 1 1
Die Funktion f, mit f,(x) = 1. L xe2 =3

x+1 X+1

ndmlichx, =-1und x, =-2, also sz =R\ {-2;-1}.

Man kann z. B. mithilfe der CAS-Funktion einer DGS die Funktionsterme vereinfachen.

hat zwei Definitionsliicken,

_ X+2 _ 3
fB(X) 2x+3? D R\{ 27 }

_ 2x+3 _ 5
f4(x) - 3X+5’ Df4 R\{ § }

3x+5
fs(x)_5x+8’D —IR\{ }usw
Man kann fiir n > 2 folgende Struktur erkennen-
ax+b, ]

f.(x)= m und damit D¢ -1} mita,=b,=1und

a,,,=b, sowieb  , =a +b.

Die Folge der Zahlen (a,) bzw. (b,) ist die sogenannte Fibonacci-Folge. Die neben —1 weitere
Definitionsliicke der Funktion f_ ndhert sich damit dem Goldenen Schnitt an.

Diese Aufgabe ermdglicht weitere Ankniipfungspunkte z. B. zu Kettenbriichen, zur Fibonacci-Folge
und zum Goldenen Schnitt.
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2 2.3 Verhalten in der Umgebung von Definitionsliicken

2

[ Ausblick /

KX Stetig hebbare Definitionsliicken
m Mogliche Funktionsterme:

2 = a 5 ong -
f(x) = x2)i3x1+2 = g_g&ig = it% X, = 1ist hebbare Definitionsliicke.

_ o X2-1  _ x=D&x+1D _ x-1 _ a4 e ..
8 =7, 313 = i DGs 2 = x+ 2 Xo =1 ist hebbare Definitionsliicke.

h(x) = x);z;zi(x = i(&:g = X=X, = 0 ist hebbare Definitionsliicke.

Es gilt f(x) = 2= =X = <15, D, = R\{0; 2}.

Der Graph G, weist an der Stelle x, = 0 ein ,,Loch“ auf.
Dieses ist in der Darstellung einer DGS nicht zu erkennen.

y

4
3 G
2
1
| I I S
T
3 4 5 6 x
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2.4 Eigenschaften gebrochen-rationaler Funktionen analysieren

KX

KX

ya
, Plateau
-6 -4 -2 2 46X

8 _ 8

8

Funktionsterm: g(x) = f(-x) =

8
x-3)?

20-3)7 2x-37 x+3)
® Man berechnet den x-Wert, an dem die Funktion f den Funktionswert 2 hat:

=2o4=02x-3)°=2x-3=4%2 =X, = 2,5; X, =0,5 (im Sachkontext nicht sinnvoll)

Wegen der Achsensymmetrie der Rampe beziiglich der y-Achse ergibt sich fiir die Breite der

Rampe 2 -2,5m =5m.

Nachgefragt

m Dies st nicht der Fall. Gegenbeispiel: Mit der Geraden g: y = 0 (x-Achse) hat G keinen gemein-

KX

KX

samen Punkt.

m Die Aussage ist falsch. Gegenbeispiel: Der Graph der Funktion f mit f(x) = % D¢ = R\{0},
ist punktsymmetrisch beziiglich des Koordinatenursprungs, hat aber eine Definitionsliicke

bei x = 0, insbesondere gilt daher auch nicht f(0) = 0.

Aufgaben

KX

1

a)

b)

maximale Definitionsmenge: x2-1=0&x2=1
=x;=-1;x,=1; D,=R\{-1; 1}

Polstellen: x; =-1;x, =1

Nullstelle: x, =0

senkrechte Asymptoten: x =-1; x =1
waagrechte Asymptote: y =0

Symmetrie: f(-x) = — 27 = =% = (0
G¢ist punktsymmetrisch beziiglich des

Koordinatenursprungs.

maximale Definitionsmenge: x2 + 1 = 0 nicht l6sbar;
D;=R

keine Polstellen, keine senkrechten Asymptoten
Nullstelle: x, =0

waagrechte Asymptote: y = 4

407 4@
02+1 x2+1 f)
G¢ist achsensymmetrisch beziiglich der y-Achse.

Symmetrie: f(-x) =

|y A
1o
131
2T 1\ Gy
i | | ] e
| T T T e
172 73 4 x
Yy A
,,,,,,,,,,,,,,,,,,, 4_-<,<,,,,,,,,,,,,.,<,<
3__
21 G
| | | | | | | -
T T T 0 T T T T r
e M A SO I AR E
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2.4 Eigenschaften gebrochen-rationaler Funktionen analysieren

)

d)

e)

maximale Definitionsmenge: x2-1=0sx2=1
=x;=-1;x,=1; D= R\{-1; 1}

Polstellen: x;, =-1;x, =1

o —0=202-1D+1=0

Nullstellen: 2 +

x2-1
1 1 1
2 21 __1vAr, 21
e2xX=lexl=5=X= 2\/2,x2 2\/2

senkrechte Asymptoten: x =-1; x=1

waagrechte Asymptote: y = 2
1
0?-1

. 1
Symmetrie: f(-x) =2 + =2+ 1= f(x)

G¢ist achsensymmetrisch beziiglich der y-Achse.

maximale Definitionsmenge: x = 0; D = R\ {0}
Polstelle: x, =0
Nullstellen: %—é =0 = teox2=16

=X =—4X,=4
senkrechte Asymptote: x =0

schrage Asymptote: y = %x

Symmetrie:
=X 4 4 4
00 - kst~ (2-4) -0

G ist punktsymmetrisch beziiglich des
Koordinatenursprungs.

maximale Definitionsmenge: x—1 = 0 oder
x=2=0=x,=1;x,=2; D, =R\{1; 2}
Polstellen: x; =1;x, =2

Nullstelle:ﬁ+ﬁ=0:>x—2+x—1=0
<:>2x—3=0=>x=%

senkrechte Asymptoten: x=1; x =2
waagrechte Asymptote: y=10

Symmetrie: ¢
=T+ &2~ %1 _x+2{¢ f(=x)

Gist nicht symmetrisch beziiglich des
Koordinatensystems.

maximale Definitionsmenge: 1-x> =0 < x2 =1
=x;=-1;X,=1; D= R\{-1; 1}

Polstellen: x;, =-1;x, =1

Nullstelle: x, =0

senkrechte Asymptoten: x =-1; x =1
waagrechte Asymptote: y = -1

. _ =
Symmetrie: f(-x) = -1 -1 f(x)

Gist achsensymmetrisch beziiglich der y-Achse.
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2.4 Eigenschaften gebrochen-rationaler Funktionen analysieren

a)

b)

9]

d)

e)

g)

h)

maximale Definitionsmenge: D; = R\{-2}
Schnittpunkt mit der y-Achse: f(0) = 032 =1; Sy(Oll)
Schnittpunkt mit der x-Achse: f(x) = 0 & % = 0 nicht l6sbar;

G, hat keinen Schnittpunkt mit der x-Achse.

maximale Definitionsmenge: D, = R\{2}

Schnittpunkt mit der y-Achse: f(0) = 0 + ﬁ = —%; Sy(O |—%)

Schnittpunkt mit der x-Achse: f(x) =0 < x + ﬁ =0=x2-2X+1=0 x-1>=0
=>X%x,=1 N0(1|0)

maximale Definitionsmenge: D; = R\{1}
Schnittpunkt mit der y-Achse: f(x) = %_ZIO =0; Sy(O [0)

Schnittpunkte mit der x-Achse: f(X) =0 < 3x’ +x=0 < xBx+ 1) =0
=x,=-5x,=0;N,(-3[0); N, 0l0) =5,

maximale Definitionsmenge: D= R\{0}

Es gibt keinen Schnittpunkt mit der y-Achse, da 0 ¢ D, gilt.
Schnittpunkte mit der x-Achse:

f(x) =O<:>x—4+%=0:>x2—4x+1 =0

=Xy, =2 Varza-11 _422V5 5L \35N,(2-V310); N, (2 + V3 10)
maximale Definitionsmenge: D, = R\{~1}

Schnittpunkt mit der y-Achse: f(0) =2-0-3 + 0%1 =0; Sy(O 10)

Schnittpunkte mit der x-Achse: f(x) =0 < 2x-3 + % =0=>2x-3)x+D+3=0

S 2X-x=0x2x-1)=0=x, =0;x2=%:> N, (010); Nz(%|0)

maximale Definitionsmenge: D, = R\{0}
Es gibt keinen Schnittpunkt mit der y-Achse, da 0 ¢ D gilt.
Schnittpunkt mit der x-Achse: f(x) = 0 < x2 + 1 = 0 nicht l6sbar; kein Schnittpunkt mit der x-Achse

maximale Definitionsmenge: D; = [R{\{—\/f; \/5}
Schnittpunkt mit der y-Achse: f(0) = 1 + 02—4_2 =-1; Sy(O -1)
Schnittpunkte mit der x-Achse:

f=0=1+ ﬁ =0 = x2+2 = 0nicht [8sbar; kein Schnittpunkt mit der x-Achse

maximale Definitionsmenge: D, = R\{-1}

Schnittpunkt mit der y-Achse: f(0) = ole_ 2:0=2; Sy(0I2)
2

Schnittpunkte mit der x-Achse: f(x) = 0 & 1 2X=0=2- 2x2-2x=0
&-2(x*+x-1)=0

_-1 V12-4-1-c1D -1 i\/g, Nl<—1;\/§|0>; Nz(ﬁ‘o)

=X = 2 =7

maximale Definitionsmenge: D; = R\{0}

Es liegt keinen Schnittpunkt mit der y-Achse vor, da 0 ¢ D gilt.

Schnittpunkte mit der x-Achse:

fx) =03+ % =0 = 3x% + 2 = 0 nicht l§sbar; kein Schnittpunkt mit der x-Achse
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2.4 Eigenschaften gebrochen-rationaler Funktionen analysieren

3 a) f(x)=g(x)<:>);t% =2xX-1&x+1=2x-DX-1

Sx+1=22-3x+1 2% -4x=0=2xx-2) =0
=X, =0;x,=2

Schnittpunkte:

g0 =-1=5,01-1;g@ =3=5,Q213)

b) f(x) = g(x) 4:)2x+%= 1+Xx&2x2+1=x+x2
& X2 =X+ 1 =0 nicht l6sbar,
daD=E1?-4-1-1<0;
es gibt keine Schnittpunkte.

c) fx) =gkx) < 0,5 =1i—2xzi:)0,5 +0,5x2=x2x2=1
=>x=-1x,=1
Schnittpunkte:
f-1) =0,5=5,(-110,5);

f(1) =0,5=5,(110,5)

d) Esgitg®) =231 =X L -1, L -fx
Gfund G, sind identisch und haben unendlich

viele Schnittpunkte.
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2.4 Eigenschaften gebrochen-rationaler Funktionen analysieren

4 a) InRechnung A wird der Nenner der Funktion f zundchst in Linearfaktoren zerlegt, so dass beim
Multiplizieren mit dem Nenner der Faktor (x + 1) gekiirzt werden kann.
In Rechnung B wird nicht gekirzt. Die ,,L6sung® x, = -1 liegt nicht in der Definitionsmenge und
muss daher ausgeschlossen werden.

b) 1

_2x2 2x2
=57 = DasD
2
f(X)=g(X)@m=ﬁ@2x2=x+l(:)2x2—x—1=O
1:V12-4-2- 1D _ 1+3 1
=X1n= 3.2 =X =-5(x,=1¢ D)
N1 2, ¢(_1|_2
g(‘f)‘_%_l‘ 3’5( 5| 3)
1 1
¥ = i3 = ® oD

_ 1 _ 1 - -
=80 S 5D =TS 1=x+3=x=-2

g2 =5-5=-1;5¢21-1

_ 3 _ 3
() Tx2-x  x&x-1

fX) =80 &3 =50 ©X-1=1=x=2
@) =3:5(213)
_ 1 _x2+2x+1
g(X)_l-'-x2+2x_ XX +2)
f(x)=g(x)<:>%=x2x}'x2—+x2+)l<:>x+2=x2+2x+1<:>x2+x—1=O
—1:Ven?—4-1- €D _—1V5 -1-V5 -1+V5
=X = 2 =7 PN XT3 "
-1 ___ 2 “1-V5| 2
fo) = = 2y = 5150 )
2
__ 1 2 -1+V5| 2
f(xz)—_“\/g—_“vg:sl( 3 _1+\/§)

N

5 a) Nullstellen: 1—%=0<:)x2=4:>x1 =-2;X,=2

Polstelle: x2 =0 =x,=0
senkrechte Asymptote: x=0
waagrechte Asymptote: y =1

b) f-x)=1-—5=1-2=f(x

02 x2

G¢ist achsensymmetrisch beziiglich der y-Achse.
¢) ImIntervall |, = ]-eo; O[ ist Gy monoton fallend, im Intervall |, = ]0; eo[ ist G; monoton steigend.

d) f(x

=g(x)<:>1—% 3@%=%@x2=16=x1=—4;x2=4

T4
Schnittpunkte: Sl<—4|%) und 52(4&)

6 | Abbildung | Funktionsterm | Begriindung
1 D i hat bei x, = 2 eine Definitionsliicke und dies ist nur bei G, der Fall.
2 C h(x) besitzt als einzige Funktion bei x, = -2 eine Definitionsliicke.
3 E G; hat als einziger Graph eine schrage Asymptote y = x— 1.
g(x) hat bei x, = -1 eine Polstelle ohne Vorzeichenwechsel und dies ist
4 B :
nur bei G, der Fall.
- _2 . A .
: A Es glltxlgrgwf(x) 2— 3 und G ist der einzige Graph mit der waagrechten
Asymptotey = 3
6 F G, besitzt als einziger Graph die schrage Asymptote y = 0,5x - 1.
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2.4 Eigenschaften gebrochen-rationaler Funktionen analysieren

7 a)

b)

8 a)

b)

9 a)
b)

4]

f hat die Eigenschaften 2, 6, 9, 11.
g hat die Eigenschaften 3,5, 8 ,12.
Verbleibende Eigenschaften: 1, 4, 7,10
Mdoglicher Funktionsterm: h(x) =

maximale Definitionsmenge: D, = R
N . .
Symmetrie: f(-x) = I X2+1 —f(x)

G¢ist punktsymmetrisch bezughch des Koordinatenursprungs.

—ax=4x=ax3+ax = x@x2+a—-4) =

Schnittpunkte: f(x) = g(x) &
= X, = 0 unabhdngig von a
Esgiltax2+a—4=0<:>x2=%.

x2+1

Fiira> 4 gilt %< Ound x2 = % hat keine Losung.
G;und g haben genau einen Schnittpunkt S (010).

Fira=4giltx2 = = 0. G;und g haben genau einen Schnittpunkt S,(010).
F[lr0<a<4gilt—>0 und aus x2 =—folgtx1/2 = :\/%.

G;und g haben drei SchnlttpunkteS ©l10),s (V |V4a az) und S < \/ | Via- a2>
Fira<o0 gilt —< Oundx2= a hat keine

Losung.
G, und g haben genau einen Schnittpunkt S, (010).

1-0,6 m
v(06)=1+06=025[—]
l|m01 Tm = 1: Hat die Kugel B eine Masse, deren Ma3zahl gegen Null geht, bewegt sich die Kugel A
m—

nach dem Stof3 mit nahezu unveranderter Geschwindigkeit weiter.

1=M _ 1. Hat die Kugel B eine Masse, deren MafBzahl gegen unendlich geht, prallt die Kugel
A an der Kugel B ab und bewegt sich mit gleichem Geschwindigkeitsbetrag in die entgegengesetzte
Richtung.

Gesucht sind dieienigen Werte von m, fiir die v(m) positiv ist.

v(m)>0<:> >O=>1 m >0, da 1 +m > 0 gilt. Damit ergibt sich m < 1.

Fiir eine Masse von Kugel B, die kleiner ist als 1 kg, bewegt sich die Kugel A nach dem Stofs weiter-
hin nach rechts.
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2.4 Eigenschaften gebrochen-rationaler Funktionen analysieren

a)

b)

(9]

a)

b)

)

d)

e)

Die Funktion f hat nur fiir c = 0 genau eine Definitionsliicke. Diese ist dann aber x, = 0. Fiir ¢ > 0 hat
die Funktion f keine, fiir c < 0 zwei Definitionsliicken. Deshalb kann der abgebildete Graph nur G,
sein.

Polstelle: x,=1=c=-1
waagrechte Asymptote:y =4 =a =4

. . . _ b
Damit ergibt sich g(x) = ll;+—(x_1)2
Es gi - _ -
sgiltg0) =04+ 2 5=0=b
; ___ 4
Daher gilt g0 = 4 D

_ 1 4 1 4 e _
f(X)—g(X)@Xz_l—(X+1)2<:>(X_1)(X+1)—(X+1)2<:>x+1—4(x 1) e3x=5

x5 -G
4-0+5

Schnittpunkt mit der y-Achse: f(0) = 01 =-5;5,001-5)
Schnittpunkt mit der x-Achse: f(x) =0 < 4x+5=0=x = —%; N(—%|O)

Polstellen: x; =-1;x, =1

. . 4X+5 . 4X+ 5 s s 4X+5 . 4x+5
Es gilt xl_@yx)?(:rl = +o0 und XE)TrX’Z‘:'l = —oco sOWie Xll_[q*x)?(; = —oo und Xl|_>rr;+x’2(:'1 = 400,
senkrechte Asymptoten: x=-1; x =1
Es gilt lim 4;“ 2 =0 (Zahlergrad kleiner Nennergrad).

X—too X2 =1

waagrechte Asymptote: y =0
Die Funktion f hat positive Funktionswerte fiir x ] —%; -1 [ und x e ]1; +oo].
Die Funktion f hat negative Funktionswerte fiir x ] —oo; —%[ undxe ]-1; 1[.
X -4 -2,5 -2 -0,5 0 1,5 2 3 4
fx) | -0,733 -0,952 -1 -4 -5 8,8 4,33 2,125 1,4

Gy

il -5 unabhangig von k.
senkrechte Asymptoten: Die Polstellen x, = -1 und x, = 1 sind unabhangig von k.
Daher sind die Geraden x = -1 und x = 1 senkrechte Asymptoten unabhangig von k.
waagrechte Asymptote: Fiir alle k ist der Zahlergrad kleiner als der Nennergrad.
Daher ist die x-Achse (y = 0) waagrechte Asymptote fiir alle Gy,

Punkt T(015): Es gilt f, (0) = g';j -3
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2.4 Eigenschaften gebrochen-rationaler Funktionen analysieren

12 a) Nullstellen:
XX-16=0=x2=16=Xx,=-4;X,=4
Polstellen:
X2-9=0=x2=9=x,=-3;x,=3
G¢ist monoton fallend fiir x € |-oo; =3[ N
und x e 1-3; 0].

G ist monoton steigend fiir x € [0; 3[
und x € ]3; +oo].

b) 1 Fiirc <0 hat die Funktion f keine Nullstelle,
flir c = 0 genau eine Nullstelle und fiirc >0
zwei Nullstellen.

2 Fird <0 hat die Funktion f keine Polstelle,
flir d = 0 genau eine Polstelle und fiir d > 0 zwei Polstellen.

A Mogliche Werte:c=1;d=-3
B Maogliche Werte: c=-4;d=1
C Mogliche Werte: c=-2;d=-1

¢) Die Graphen G, und G besitzen jeweils zwei Nullstellen und zwei Polstellen. Nach den Ergebnissen
aus Teilaufgabe b) sind daher jeweils die Parameterwerte ¢ und d positiv, es gilt also ¢ - d > 0.
Bei Funktion B sind die Nullstellen betragsmafiig grofier als die Polstellen und daher 0 <d <c.
Graph G besitzt zwei Polstellen, aber keine Nullstelle. Daher gilt d >0 und ¢ <0, woraus c-d <0
folgt.

d) Individuelle Ergebnisse

13 a) maximale Definitionsmenge: 4(x-3) = 0 = x, = 3; D;= R{3}
. . 0°-5 5 5
Schnittpunkt mit der y-Achse: f(0) = 4 0-3 " 12 Sy(0|ﬁ>
Schnittpunkte mit der x-Achse: f(X) = 0 & x2=5 = 0 = x, =-V5; x, = V5; N, (- V510); N, (V510)
Die Funktion f hat positive Funktionswerte fiir x e | =V/5; V5 [ und x € ]3; +oo].

Die Funktion f hat negative Funktionswerte fiir x e | —oo; —\V/5[ und x € | V5;3[.
b) lx+§+L_x(x—3) 3(x—3) 4 X2-3x+3x-9+4 _ x2-5 = f(x)

AT ETX3T A Tax-3) Tax-3) T 4k-3)  4kx-3)
senkrechte Asymptote: x = 3 schrage Asymptote: y = %x + %

0 fx) =gk < %x + % + % =0,75+0,25x & % = 0 nicht [6sbar;

G und g haben keine gemeinsamen Punkte.

14 a)

| | | | | | 0 | | | | |
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

I
T
-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 172 345 67

X

b) Fir die Breite am FuB des Walls benotigt man den Abstand der Nullstellen:

_ 120 5 _ 60 _ — 2 2 —
f(x)—O(:»X2+2O 2=015, 55=1©60=x2+20=x2 =40

= x, =-2V10; x, = 2V10 = x, - x, = 4V10 = 12,65

Der Wall hat an seinem Fuf3 eine Breite von etwa 12,65 m.

0 X =36 522--2=3 6 520-=5c120=5x2+100 & X2 = 4=> X, , = +2
Der Fahrradweg hat eine maximale Breite von 4 m.
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2.4 Eigenschaften gebrochen-rationaler Funktionen analysieren 2

KX 15 a) Symmetrie: f(-x) = 2(-x) 2 = 2 =2 _9x2= f(x);

(—x)2=X2
G¢ist achsensymmetrisch beziiglich der y-Achse.
y
4
3 6
2
1
[ [ 0 [ [
T T T T |0 T T T LI
-4 -3 -2 -1 12 3 4 x

b) Wegen der Symmetrie von G, haben die Schnittpunkte von G, mit p die x-Koordinate -0,5 bzw. 0,5.

Daher gilt p = f(0,5) = OLSZ =8.

k16 a) Moglicher Funktionsterm: f(x) = 22

f(10) =500 &1+ =500 « 10a+ b= 5000 +500¢

& 10a +b-500c = 5000 (1)

f(50) =300 &392+2 =300 & 50a+b =15000+300c

& 50a+b-300c=15000 (2)
f(100) =200 & X020 — 200 & 100a + b = 20000 + 200
& 100a + b -200c = 20000 (3)

(1)-(2): —40a-200c =-10000

< 120a + 600c = 30000 @
(1)-(3): —90a -300c =-15000
< 180a + 600c = 30000 5)

(5)-(4): 60a=0=a=0
a =0 einsetzen in (4): 600c = 30000 = ¢ =50
a=0und c =50 einsetzen in (1): b-500 - (50) = 5000 = b = 30000

Also: f(x) = 22%09

b) Individuelle Ergebnisse
¢) 1 Produktionskosten pro Stiick: f(100) = W =175 [Stﬁck]

Gesamte Produktionskosten fiir 100 Stiick: 175 - 100 = 17 500 [€]
Gesamtumsatz: 100 - 400 = 40000 [€]

Gewinn: 40000 — 17 500 = 22 500 [€]

Der Designer macht einen Gewinn von 22 500 €.

2 f(x) =150 @W =150 < —100x + 80000 = 150X + 45 000

< 35000 = 250x = x = 140
Ab einer Stiickzahl von 140 liegen die Produktionskosten pro Stiick unter 150 €.
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2 2.4 Eigenschaften gebrochen-rationaler Funktionen analysieren

KX 17 a) Fiir die maximale Definitionsmenge gilt De =R, da 1+ 4x2>0 unabhdngig von k gilt.

Daher hat keine Funktion der Schar eine Definitionsliicke und damit auch kein Graph eine
senkrechte Asymptote.

b) fo(x) — 2x-1

1+4x2
Nullstelle: f,(x) =0 & 2x-1=0=x,=0,5
c) Ja, es gibt Werte fiir k, sodass f zwei Nullstellen besitzt:
X2+ 2x-1
1+4x2
Nullstellen: f,(x) =0 < x2+2x-1=0
_2:\22-4-1-¢1D _—2:V8
- T2

2
1=—1—\/§;x2=—1 +V2

Beispiel: f,(x) =

NI

()

X
X
d)
e)

< =
Il

NA N

Ist k # 0, so ist der Zahlergrad und der Nennergrad gleich 2. Daher gilt fiir die waagrechte
Asymptotey = %
Fiir k = 0 ist der Zahlergrad kleiner als der Nennergrad und damit gilt fiir die waagrechte Asymptote

y=0.
KX 18 a) 1 maximale Definitionsmenge: D= R\{0; 1} y
senkrechte Asymptoten: 104
x=0;x=1 9
waagrechte Asymptote: g
Es gilt f(x) = 221 und damit fiir die S 1
waagrechte Asymptote y = —1. 6L

Es gibt keinen Schnittpunkt mit der y-Achse,
da 0 nicht in der Definitionsmenge ist.

Schnittpunkt mit der x-Achse: T
=0 1+x%=0 3T
=X, =-1;N(110) 24
2 Schnittpunkt mit der Geradeny = p: 1+
00 =p > &= p L
& x2+2x+ 1 =px—px2 T B 2 0\ W I M A A e

S x2(1+p)+x2-p)+1=0

Diese Gleichung hat genau dann genau eine

Losung, wenn die Diskriminante gleich null ist.

D=@2-p)-4-(1+p)-1=4-4p+p2—4-4p 1
=p2-8p

EsgiltD=0&p2-8p=0<p(pP-8=0=p,=0;p,=8

p, = 0 entfdllt, da dies auf die Nullstelle x, = -1 ¢ ]0; 1[ fiihrt.

2
Gesuchtxmitf(x)=8<:>)(:zf_11)=8<:>x2+2x+1=8x—8x2
2.1 1)2 1
@9x2—6x+1=O@x2—§x+§=0@(x—§) =O=xl=§e]0;1[

Die Funktion f hat also an der Stelle x, = % ihren minimalen Funktionswert.

118 Schulbuchseite xxx



2.4 Eigenschaften gebrochen-rationaler Funktionen analysieren

b) 1 Im Dreieck CDS gilt:

19 a)

b)

L0 1 .
sing =7 und damit

1
h-1
Im Dreieck ABS gilt:

L0 r

r .
sing=¢c= und damit x = .
2 s Vr2 + h? Vr2 + h?

Auflésen nach r ergibt:

<h- 1—X<:)h—% 1=="

X=—

r
Vr2 + h?

2
:r2+h2=r—2=r2-<%—1)=h2.
X X

2, K2 ="
S Vr2+h' =5

X =

Mit h = 13X folgt:

2_1—x2 A+x’ 5, _a+x?_ a+x® _1+x
r x2 x 1-x2 1Hal-x 1-x

E 1+x 1+x_ 1 (1+x?

1-x X ~3'x0-x°
2 EsgiltVx) = § - f(x). Das Volumen ist also genau dann minimal, wenn x = % gilt,

dhsm% %:5~1947°=>(p 38,94°.

1 1 8
EsistVo,, =V(5) =5 f(3) =S 1vel

Fur das Kegelvolumen gilt dann: V—— r’rn-h=

Fiir groBe Luftdichten wird der Term ™ B kleln so dass der Energieverbrauch durch den wachsen-

den Termv3 - A - p bestimmt wird. Fir klelne Luftdichten wird der Term v3 - A - p klein, so dass der
Energieverbrauch durch den wachsenden Term .”Ef_ 5 bestimmt wird. Da der Energieverbrauch so-

wohl fiir groBBe als auch fiir geringe Dichte der Luft sehr grof3 wird, muss es einen Wert fiir p geben,
bei dem der Energieverbrauch minimal ist.

Méogliche Ergebnisse:

2 .
vn?—B =1 und Variation von v3 - A:

v3-A=0,5 v-A=1 v3-A=1,5

Je groBBer v3 - Alist, desto ...

e steiler wird die schrdage Asymptote.

e geringer ist die Luftdichte, fiir die der Energieverbrauch minimal ist.
e hoher ist der minimale Energieverbrauch.
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2 2.4 Eigenschaften gebrochen-rationaler Funktionen analysieren

v3-A=0,5und Variation von %;
m2 _
v-B -0

Ol

Je grﬁﬁer%ist, desto ...
e groferist die Luftdichte, fiir die der Energieverbrauch minimal ist.
e hoher ist der minimale Energieverbrauch.

[ Ausblick -

KX Gebrochen-rationale Funktionen in den Naturwissenschaften
B Mogliche Ergebnisse:

e Esgilta= %, die Beschleunigung a ist bei konstanter y
Kraft F umgekehrt proportional zur beschleunigten 3Tl
Masse m: a(m) = % 2
1
0
e Esgiltv = %, die Geschwindigkeit v ist bei konstanter y
Strecke s umgekehrt proportional zur Zeit t: v(®) = % 3G,
2
1
0

m Individuelle Ergebnisse
* Esgilt lim CK) =Xgrpw[4neoerr(§ + 1)] = 4TeqE T,

e Mogliches Ergebnis:
Fiir r = 0,9 cm = 0,009 m ergibt sich z. B. ndherungsweise der abgebildete Graph.

N cini0712
2,04

1,94
1,81
1,71
1,6
1,5+
1,4
1,3
1,2

1,1+

1,0

0 01/0,2 0,3 0,4 0,50,6/0,7 0,809 1,0 |x
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Trainingsrunde: differenziert

KX

KX

KX

3

4

a) maximale Definitionsmenge: a) maximale Definitionsmenge:
x-D?=0=x=1; D;=R\{1} xX-1=06 X+ DX-1=0
Nullstelle: f(x) =0=x,=0 =x;=-1;x,=1; D;=R\{-1; 1}

b) maximale Definitionsmenge: Nullstellen:
x2+1=0nicht [6sbar; D;=R f)=0=x2-2=0=x, =—\/§;x2 =V2
Nullstelle: f(x) =0 =x,=10 b) maximale Definitionsmenge:

¢) maximale Definitionsmenge: x=0; D= R\{0}
x-Dx+2 =0 Nullstelle: f(X) =0 = 1-+=0=x,=1
=x;=1;x,=-2; D,=R\{-2; 1} ¢) maximale Definitionsmenge:
Nullstelle: f(x) =0 & x+1=0=x,=-1 2x2+4x-16 =02+ HKX-2 =0

d) maximale Definitionsmenge: =X, =-4; X, =2; D{=R\{~4; 2}
x2 =0 = x=0; D¢=R\{0} Nullstelle:

Nullstelle: f(x) =0 & 2x-1=0=x,=0,5 fX)=0=x2-6x+9=0 (x-3)2=0
=X,=3

d) maximale Definitionsmenge:

X2-5=0cx2=5
=x, =-V5; X, =V5; D= R\{-V5; V5 }
Nullstellen:
fX)=0=ox2+2x=0=xx+2)=0
=X,=-2;X,=0

Die Definitionsliicken miissen genau die a) 2?+a=0und2?+a=0.

Nullstellen des Nennerpolynoms sein. Damit ergibt sich a = -4.

a) 4b-al=0=a=4 b) 3-07=0istfiir alle a erfillt.

b) 3+x?#0ist fiir alle a erfillt. Daher gilta e R.

Daher gilt a € R. ¢ @+3*=0=a=-3

a) a-0%=0istfiralle a erfillt.

Daher gilt a € R.
a) y=2 bly=3 oy=0 dy=4 a) y=2 by=1 oy=2 d)y=-2
links
Aquivalenz der Terme schrdage Asymptote
a) | 3 f3(x)=1—x+%=¢ y=1-x
b) 1 fl(x)=2x+%=2sz+1 y = 2x
c |2 fz(x)=x+1+%=xz+TX+l y=x+1
d) | 4 f4(x)=x+1—%=x2+fx_1 y=x+1
rechts
Aquivalenz der Terme schrdage Asymptote
2 _y—
a) | 4 f4(x)=x—ﬁ=xx_xl1 y=Xx
— 2
b) | 3 f3(x)=1+x+ﬁ=7(l+)oxoi11)+l=x)i—1 y=1+x
1 2-x+1
C) 1 fl(X)=X+m=Xx_x; y =X
—x2
d) |2 |0 =x+i =271 y=x

121
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5 a) maximale Deﬁnitionsmenge:
X-1=0-Dx+1D =
=x,=-1;x,=1;D;= [RQ\{ 1; 1}

l|m _f(x) =—oo Und l|m f0) =400

l|m f(x) = +oound llm f(x) =-o0
x—1"

senkrechte Asymptoten: x=-1;x=1
waagrechte Asymptote: y =0

b) maximale Definitionsmenge:
4x2-4=04K-DKX+1) =

=x,=-1;x,=1;D;=R\{-1; 1}
lim f(x) =+ocound lim f(x) =—o0
x—-1 x—-1"

lim f(x) = —cound lim f(x) = + oo
X—1 X—)1+

LA
RS
o
1, 1273 4x
Rt
S

senkrechte Asymptoten: x=-1; x =1
waagrechte Asymptote: y =
Ly A
e
=
.
PERRC
1 | | i 0 i | | 1
T T T | | T T —
-4 -3 -2 -1 1723 4 x
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a) maximale Definitionsmenge: x—1=0
=x=1;D;=R\{1}

l|m f(x) =—ocound lim f(x) = +o00
x—1

senkrechte Asymptote: x =1
schrage Asymptote: y = 2x

< ¥

b) maximale Definitionsmenge:
1-x2=001-01+x =0

=X, =-1;x,=1; D= R\{-1; 1}
lim f(x) =—cound lim f(X) =+oo
x—-1 x—-1*

lim f(x) = +oound lim f(x) =-o0
x—=1 x—1"

senkrechte Asymptoten: x =-1; x =1
waagrechte Asymptote: y = -1

ASPUS S N S [ S A S S N S e |
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¢) maximale Definitionsmenge:
X2-x=0xx-1 =
=Xx,=0;x,=1;D¢= [R\{O 1}

l|m f(x) =+ocound lim f(x) =-
x—0"

l|m f(x) =—ocound lim f(x) = +oo
x—1"

senkrechte Asymptoten: x=0; x =1
waagrechte Asymptote: y =0

|

|

[

|

|
[

d) maximale Definitionsmenge:
x+ 1D’ =0 x,=-1; D= R\{-1}

lim f(x)——oound l|m f(x)——oo
x—-1

senkrechte Asymptote. x=-1
waagrechte Asymptote: y = 0

Gy

d)

maximale Definitionsmenge:

X2-x-6=0 x-3)x+2) =

=x,=-2;x,=3=D;= [R\{—2 3}
lim f(x) =+oound lim f(x) =—o0

X—=2 x—-2"
l|m f(x) =+ocound lim f(x) =—oco
x—3"

senkrechte Asymptoten: x=-2;x=3
waagrechte Asymptote: y = 3

——

Gy

B

maximale Definitionsmenge:
1-x?=0
=x=1; D= R\{1}

lim f(x) = +cound lim f(x) = + o0
x—1 x—1"
senkrechte Asymptote: x = 1
waagrechte Asymptote: y =1
\
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e) maximale Definitionsmenge:

X+x-6=0Kx-2Dx+3)=0
=X, =-3;X,=2; D, =R\{-3; 2}

lim f(x) =—ocound lim +f(x) =+o00

X—-3" X—=3
lim f(x) = —ocound lim f(x) = + oo
X—2 x—2"

senkrechte Asymptoten: x =-3; x =2
waagrechte Asymptote: y =0

SR /

—— T N e
W
~ -

|
85}
|
e s Y WY NN S IS N P [N S N S

maximale Definitionsmenge:
X2+3x+9=0

Diskriminante:
D=3%-4-1-9=-27<0.

Das Nennerpolynom hat keine Nullstelle.

D; = R. Daher hat G keine senkrechte
Asymptote.

waagrechte Asymptote: y =0

y
1
I | | , 0 | I .Gf.
T T

-4 -3 -2 -1 172 3

J_\_
>

6 Mogliche Losungen:
a) Aus der einzigen senkrechten Asymptote h

ergibt sich, dass x = 2 die einzige Nenner-

nullstelle ist. Wegen der waagrechten Asym-

ptote g: y = 0 muss der Zdhlergrad kleiner
als der Nennergrad sein:

foo =325

b) Aus der einzigen senkrechten Asymptote g

ergibt sich, dass x =1 die einzige Nenner-

nullstelle ist. Wegen der schragen Asympto-

te h ergibt sich als moglicher Term:
fx) =x+2+ ﬁ

Schulbuchseite xxx

e)

maximale Definitionsmenge:
x=0; D;=R\{0}

lim f(x) = —cound lim f(x) = + oo
x—0 x—0"

senkrechte Asymptote: x=0
schrdge Asymptote: y = 2x -1

maximale Definitionsmenge:
X2+hx+4=0 x+22=0
= x=-2; D;=R\{-2}

lim f(x) =—ocound lim f(x) =—o0
X—=2 x—-2"

senkrechte Asymptote: x = -2
waagrechte Asymptote: y = -1

y
1
1

-7 -6 -5 -4 -3

|
SV
—
-
N
>

]
N N N S A i |

Mogliche Losungen:

a)

b)

Aus den einzigen senkrechten Asymptoten g
und h ergibt sich, dass x; =-3 und x, =2 die
einzigen Nennernullstellen sind. Wegen der

waagrechten Asymptote g: y = 10 muss der

Zahlergrad gleich dem Nennergrad sein:

_ 10x?
) = dan

Da G, keine senkrechte Asymptote besitzt,
darf der Nenner keine Nullstelle haben.
Wegen der schragen Asymptote g ergibt sich
ein moglicher Term:

Y 1
f(x) = x 1+ 57
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KX

KX

KX

10

¢) Ausden einzigen senkrechten Asymptoten
g und h ergibt sich, dass x, = -2undx, =2
die einzigen Nennernullstellen sind. Wegen
der waagrechten Asymptote k: y = 0 muss
der Zahlergrad kleiner als der Nennergrad

sein:
N 1 1
¥ = par =4

a) a=1;b=-3

b) Esgilt xﬂ)rpww = a unabhadngigvona # 0,

da der Z&hlergrad und der Nennergrad
gleich sind. Damit ergibt sich a = 2; b kann
beliebige Werte (ungleich 0) annehmen.

Die Aussage ist wahr. Ware die y-Achse eine
senkrechte Asymptote von G, so ware 0 eine
Definitionsliicke. Dies ist im Widerspruch zur
Angabe, dass der Punkt (01-1) auf G; liegt.
Also kann die y-Achse nicht senkrechte
Asymptote sein.

Méglicher Term: f(x) =

a) D =[R§\{0}~D =

) = <x><:>2x

& x-1D?=0=x=1;f1) =3 5(1[3)
b) D,=R\{0} D = R\{-2}

00 = 86 0 1-2 = 53 e K52 = 32

S X=-2DKX+2) =x(x-3)

SX2-4=x2-3x=3x=4

= i(4) 325D

Sx2+1=2x

w

1
C) f(X) X2+2X+ 1 x+ 1)29 Df= R\{—l},
D, = R
f(x) = 1 _ 2
®=gW et = 3+ x2

S3+xX2=-22—4x-2 X2+ 4x+5=0
Diskriminante: D =4?~4-1-5=-4<0.
Die Gleichung hat keine Losung, die Gra-
phen haben keine Schnittpunkte.

c) Aus den einzigen senkrechten Asymptoten g
und h ergibt sich, dass x, = —2 und x, = 1 die
einzigen Nennernullstellen sind. Wegen der
schrdagen Asymptote k ergibt sich als mégli-
cher Term:

fx) =2x-1+ 1

a) a=3;b=3

b) Jeder Graph der Schar hat unabhéngig von a
und b die senkrechte Asymptote x = 0.
Unabhéngig von b gilt Xﬂ)rgmf(x) =a.

Daher hat jeder Graph der Schar die waag-
rechte Asymptote y = a. Also hat jeder Graph
der Schar genau zwei Asymptoten.

Die Aussage ist falsch. Gegenbeispiel:
Der Graph der gebrochen-rationalen Funktion f

mit f(x) = 2 .1 D¢ =R, istachsensymmetrisch

beziiglich der y-Achse, besitzt aber keine Pol-
stellen.

Méglicher Term: f(x) = 3X +1

a) D=R;D —IR\{O}
f(x) —g(x)(:>X2+4 2(:)2x =4x2+16
& x4-2x2-8=0
Substitutionu =x2: u2-2u-8=0

2:\V22-4-1-(¢®) _2:6

=u = 2 2

u, = -2 liefert keine Losung fiir x.
Uy=4=x2=X,=-2;X,=2;
g2 =g@ =1;5,211;5,211

b) D;=R\{1} D, =[R\{0}
fx) = g(x) @—+ 3= BX;_l
S22 +3x2x-D=06x2-1Dx-1
S 2X2+3x3-3x2=3x3-x-3x2+1
&S 2X2+x-1=0

“1:\V12-4-2-CD _-123

2 4

=Xy = 7
= 1.y =1,
=>x1——1,x2—2,

feD =1;5, 11D f(3) =-1;5,(3]-1)
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11

12

a) f[b=0e1"-a=a=1

b) Die senkrechten Asymptoten x = 2 und
x = -2 liegen vor, wenn x, = -2 und x,, = 2
die Nullstellen des Nenners sind. Dies ist fiir

a=-4der Fall.
Symmetrie:
57(=x)2 - 144000 2 - 144000
f(—X) - _ G X)(_x)2 — 57X > — f(X)

G¢ist achsensymmetrisch beziiglich der y-Achse.

Breite des Kiihlturms an der Basis:

Nullstellen:
f(x) =0 57x2-144000 = 0 < x? =%
o,y = |00 _ 4503

Der Kuhlturm ist an der Basis etwa 100,6 m
breit.

Schulbuchseite xxx

) D;=R\{1;D,=R

f) =g e2--X =_2

x-17 x2+1
2X—-2-2x _ 5 2 __5
S TX1 T X1 x-17 x2+1

& -2x*-2=5x-5&2x2+5x-3=0

_5:\52-4.2.(3) 547

=X = 2.2 I

= 3.y =1
:xl——3,x2—2

503 =3:5,(312):8(3) = 4:5,(314)

a) Die Funktion f_ hat genau dann keine Null-
stellen, wenn die Gleichung x2 —a = 0 keine
Losung hat. Dies ist genau dann der Fall,
wenn a < 0 gilt.

b) Es gibt genau dann zwei senkrechte Asym-
ptoten, wenn die Gleichung x2 + a = 0 zwei
Losungen hat. Dies ist genau dann der Fall,
wenn a < 0 gilt.

senkrechte Asymptote: x=0
waagrechte Asymptote: y = -57

Durchmesser des Kiithlturms in einer Hohe von

120 m:
57x2 - 144000 _

fx) =120 = - % 120

& 57x2-144000 = -120x2 < 177x2 = 144000
144000

=Xy =177 = 28,5

Der Kiihlturm hat in einer Hohe von 120 m einen
Durchmesser von etwa 57 m.
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13 'Fynktionsterm | Abbildung | Begriindung
a Es giltxli_)njwfl(x) =1 (Z&hlergrad gleich Nennergrad) und G ist der
f einzige Graph mit einer waagrechten Asymptote y = 1.
5 f, hat zwei Definitionsliicken und G, ist der einzige Graph mit zwei
f senkrechten Asymptoten.
f hat an der Stelle x, = -1 eine Polstelle mit Vorzeichenwechsel und
f5 A dies ist von den verbleibenden Graphen nur bei G, der Fall.
f, hat an der Stelle x, = -1 eine Polstelle ohne Vorzeichenwechsel und
fy B dies ist nur bei Graph G der Fall.

14 @) f(X) =2 (%) + Z=—2x-Z=—f(x)

G ist punktsymmetrisch beziiglich des Koordinatenursprungs.

b) Nullstellen: f(x) = 0 & %x + % = 0 = x2 = —4 nicht |osbar; G hat keine Nullstellen.

Polstellen: x =0

o) f(x —%x<f—0@%x+%—%x<f—0@%<%@20<x
d) Da “T %= 0 gilt, unterscheiden sich die Funktionswerte von f fiir betragsgrofle Werte von x nur
X—>*too

beliebig wenig von denen von g(x) = %x. Die Gerade g mity = %x ist also die schrage Asymptote

von G,.
e) y A
34 Gy —
5L ’/‘/,
i | -
1 1 1 1 0—"’; 1 1 .
1 1 1 o | 1 1 1
-4 -3 —2,,»—‘1_1 1 1 2 3 4 |x
/"“/” _2 T
/\3__

KX 15 a) f(x)=2x2_2#=x—%+% b) f(x)=3X;x_1=%X_%
senkrechte Asymptote: x=0 senkrechte Asymptote: x=0
schrdage Asymptote: y = x—% schrdage Asymptote: y = %x

1 1 1 Y
1 1 1 1 0
-4 -3 -2 —1_1 1 1 2 3 4 x

\i

-2

7
.

.

4 -3 4

Schulbuchseite xxx 127



- 2 Trainingsrunde: kreuz und quer

0 0 =5t =1+ @) 10 =356 =1~ 5v6
senkrechte Asymptoten: x = -1 senkrechte Asymptoten: x = -2
waagrechte Asymptote:y =1 waagrechte Asymptote: y =1
' ' v A
p i
34
6 )| 24
"""""""""""E """ 1’_:;'_'—'
—t—1— I ﬁo >
C !00=== —6—5—4—3—5:;—1_1__1x
-5 -4 -3 -2 —1:_1__ 172 x Sl

KX 16 a) 1 fl(x) = X;zl
Nullstelle: f,(x) = 0 & x, =-1
Polstelle: x2=0=x, =0

Verhalten fiir x— too: lirp f,(x) =0 (Zahlergrad ist kleiner Nennergrad)
X—>too

w1 _xe1 [ *FW

? ¥ | #-fK

Gy, ist nicht symmetrisch beziiglich des Koordinatensystems.

Symmetrie: f, (-x) =

senkrechte Asymptote: x=0
waagrechte Asymptote: y =0

241
2 == X;
Nullstelle: f,(x) = 0 & x2 + 1 = 0 nicht [6sbar; f, hat keine Nullstellen.
Polstelle: x2 =0 =x,=0

Verhalten fiir x — too: “T f,(x) =1 (Zahlergrad ist gleich Nennergrad)
X—>Too

(_X)2+1=X2+1=f (X)
2

(_X) 2 x2

Gy, ist achsensymmetrisch beziiglich der y-Achse.

Symmetrie: f,(-x) =

senkrechte Asymptote: x=0
waagrechte Asymptote:y =1
3 £, =X+
Nullstellen: f;(x) = 0 & x? + 1 = 0 nicht [dsbar; f, hat keine Nullstellen.
Polstelle: x, =0

Verhalten fiir x— #oo: f5(x) = XZ; 1- x+%

XE)TW@(X) =+ oo und XE}rprB(x) =—oco

2
Symmetrie: f;(-x) = (_X)_X+ 1 —XZ; 1_ -,

Gf3ist punktsymmetrisch beziiglich des Koordinatenursprungs.
senkrechte Asymptote: x=0
schrage Asymptote: y = x
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b) 1 Gy, verlduft durch den I, Il. und Ill. Quadranten.
2 G, verlduft durch den . und Il.
3 Gf3 verlduft durch den I. und Ill. Quadranten.

o f,(0="fx @X;zl =X2X—;1<:>x+ 1=x+1oxk-1D=0=x,=1,da0¢ Df1 = sz
f,(1) = 2. Die Graphen G]cl und sz schneiden sich nur im Punkt S(112).
2
L =5t=2=5¢6,
Die drei Funktionsgraphen haben nur den Punkt S(1]2) gemeinsam.

d) A

0]

/|

Gy, |

-4 -3 -2 |- 2 3 41X

17 a) maximale Definitionsmenge: D; = R\{-a}
Verhalten an der Polstelle:
Fiir a < 0 gilt: xl|_)n‘a|7fa(x) =Xl|_>n;+fa(x) = + oo,
Fira> 0 gilt: Xl|_)n2rfa(x) =Xl|_>n;+fa(x) = —oo,
Verhalten fiir x— +oo:
Es gilt “T f(x) = 0, da der Zdhlergrad kleiner als der Nennergrad ist.
X—too

b)

|
|
\

/

c) Symmetrie:

SR . I S S
) (x-a)’  x+a)’  x+a)’ .

G¢ und G; liegen punktsymmetrisch beziglich des Koordinatenursprungs.
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18 a)

b)

4]

d)

_aEx?+b _ax2+b _
1 fa, b,c(_x) T 0Z+c XZvc fa,b,c(x) A

G, ist achsensymmetrisch beziiglich der y-Achse

fiir alle Werte fiira, b, c € R. G, 1o
Mogliche Werte:a=1,b=1,c=0

| | | | 0 | | | | -
T T T T O T T T =
=43 -2 T2 34X
2 Keine Polstelle liegt genau dann vor, wenn die y
Gleichung x2 + ¢ = 0 keine Ldsung besitzt. o EACI s
Dies ist (unabh&ngig von a, b € R) genau dann der m /‘./II’/I:
Fall, wenn c > 0 gilt. R S ‘N‘O 12 3 4 x
Mogliche Werte:a=1,b=0,c=3 1
3 ax2+b=0<:>ax2=—b=>x2=—%musszwei v A
Lésungen besitzen :>—%>0:>a<0, dab<0 2
Mogliche Werte:a=-2,b=2,c=1 /\Gﬁm
| 0 | | I -

(xX) = a. Daher hat der Graph jeder Funktion fa,b,C die waagrechte

1 Firalleae Rgilt xiwaa,byc

Asymptote y = a und somit keine schrdage Asymptote.

2 Esgiltf,, 0= X?’fc <0 fiira<0und ¢ > 0. Daher verlduft der zugehorige Graph nicht im

[. und Il. Quadranten.
Anm.: Im 1. und 2. Druck der 1. Auflage des Schulbuchs fehlt die Einschrankung fiir c.
Es muss gelten: ¢ > 0.
3 Alle Funktionenf_, :x~— ax2C haben fiir a, c # 0 eine doppelte Nullstelle bei 0, beriihren also

a,0,c X2 +
die x-Achse im Ursprung.
ax2+b b

fa,b,O (X) = 2 =a+ 2

Der Graph von fa,b,o geht aus dem Graphenvon g ...

e durch Streckung mit dem Faktor |bl in y-Richtung,

e falls b <0 gilt, durch Spiegelung an der x-Achse und

e durch Verschiebung um a in positive y-Richtung hervor.

G,: Die senkrechten Asymptoten x = -2 und x = 2 erfordern die Nennernullstellen
X, ==2 und x, = 2. Damit ergibt sich ¢ = —4.
Die waagrechte Asymptote y = 3 ergibt a = 3.
Mit den Koordinaten von A (011) ergibt sich:

_ 3-0%+b _ 1, _ _
h(O)—lﬁw—].(:)—Zb—lﬁb——lh
. 3x2 -4
Also gilt h(x) = X’;_4.

G,: Die waagrechte Asymptote y = 1 ergibta = 1.
Die Nullstellen x;, =-2 und x, = 2 ergeben b = —4.
Mit den Koordinaten von A(012) ergibt sich:

2
k(0)=2<:>1'§)7_4=2<:>—%=2:>c=—2
0“+c
Also gilt k(x) = ii:g
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KX 1 a) Definitionsmenge: D; = R\{1}
Nullstelle: f(x) =0 = x=0
Verhalten an der Polstelle:

lim f(x) =—ocound lim f(x) = +oo
x—1 x—1"

¢) Definitionsmenge: D= R
Nullstelle: f(x) =0
= 8x2=0 = x=0

2 a) fX) = 2x+3; D, = R\{0}

b)

d)

XH)H_“IOO(ZX + %) =—oco und Xli)rrlw(zx + ;) = t+o00

schrdage Asymptote: y = 2x
senkrechte Asymptote: x =0

b) D;=R\{-V3;V3}
Xli)m_mf(x) = —oo und Xli)rrlwf(x) = 400

schrdage Asymptote: y = 3x -2

senkrechte Asymptoten: x =—V3;x=V3

Definitionsmenge: D¢ = R\{-1}
Nullstelle: f(x) =0 = x(x-1)=0
= X, =0;x,=1

Verhalten an der Polstelle:

lim f(x) =—cound lim f(x) =+oo
x—-1 x—-1"

_ (x+2)(x-5)
f0 =2

Definitionsmenge: D¢ = R\{-1}
Nullstelle: f(x) =0 = x+2)(x-5)=0
= X;=-2;X,=5

Verhalten an der Polstelle:

lim f(x) =—cound lim f(x) =—o0
x—>-1 x—-1"

1
8 -6 -4 -2/ 2 4 6 8 10
-2
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¢) Dy=R\{0} Ay
i =1 1
Xll)ﬂ_’l_'_wf(x) )
waagrechte Asymptote: y = % T Tl L1 L >
senkrechte Asymptote: x = 0 1 /
Gf b} I
\ 1]
R
d) D;=R\{1} Ay

[«))

i1 =3

waagrechte Asymptote: y = 3 4 ST
senkrechte Asymptote: x = 1 G = 2
X
8 -6 -4 2 ¢ 0.
L\
- 2 -
3 a) Beispiel: f(x) = [;’; :12 b) Beispiel: f(x) = Xi 51
by | 4
L Peas |
3 \
Gy A
1 7 6 5 3 y) 1 12 ;
4 -3 -2 -1 31 HR 2
G\
| 4
|

1
x-2)(x+2)
yt

2
3

c) Beispiel: f(x) =

o)
ra

w \Q

N
<Y

w

ES




KX 4 a) xllm

Nf(x) =1

X 1 4 1
27— 1 <105 © |zl <18 Q)

1

4
m>0 = X>4

Die Ungleichung (A) ist dann dquivalent zu

4 1
=4 <700 © 400<x—4 = x>404

4
m<0 = X<4

Die Ungleichung (A) ist dann dquivalent zu

4
100 & —400>x—-4 = x<-396

Furx < —396 oder x > 404 unterscheidet sich f(x) um weniger als 1%0 von 1.

b) lim
e

1

Fir

f(x) =1

1| 100 < |x 1|<1oo Q)
_6
x=1
Die Ungleichung (A) ist dann dquivalent zu

6 1
7<700 © 600<x—1 = x>601

>0 = x>1

L
x=1
Die Ungleichung (A) ist dann dquivalent zu

6 < —600>x-1 = x<-599

1
“x-1°<
x<—=599 oder x > 601 unterscheidet sich f(x) um weniger als 11% von 1.

<0 = x<1

100

9 lim 69

2-
1

2

Fiir

2x2
x2+1

2
x2+1
Die Ungleichung (A) ist dann dquivalent zu

x231 1(1)0 & 200<x2+1 & x2>199 = x<-\V199 oder x >V199

< 0 besitzt keine Losung

1

<7100

1

< |x2+1

>0 = xeR

2
X2+ 1
x <-\199 oder x > V199 unterscheidet sich f(x) um weniger als 11@ von 2.

d) lim f=1

x2

1

Fiir

|x2+2

1

<15 = el <10 ®

1
3

Die Ungleichung (A) ist dann dquivalent zu

" 3 <11W < 300<x2-1 < x2>301 = x<-V301 oder x>V301

Die Ungleichung (A) ist dann dquivalent zu

—x23_ 1< 11% -300>x?-1 = x?<-299 besitzt keine Losung

x <-\/301 oder x>V301 unterscheidet sich f(x) um weniger alsllmvon 1.

Schulbuchseite xxx 133



2 BNy

KX

KX

KX

134

5 a)

b)

6 a)

b)

b)

_ 60(X)?-1274 _ 60x2-1274
0 == o =K
Somit ist der Graph G;achsensymmetrisch beziiglich der y-Achse.

Durchmesser am unteren Rand: f(x) =0 < 60x2=1274 < x2= % = X= :% 390

somit betragt der Durchmesser am unteren Rand etwa (2 . 3—70\/390 m z) 9,22m.

Durchmesser am oberen Rand: Aufgrund der Definitionsmenge D, =[-11; 11] und des Verlaufs des
Graphen betragt der gré3tmogliche Durchmesser an der Wasseroberflache (2-11m =) 22m.

f) =g0) & Z2=x-2 & 6x-3=(x-2(x-4) & 6x-3=x2-6x+8

& X2-12x+11=0 = X1/ = 12”1244 44=12§10 = X =11;x,=1

g1)=11-2=9 = S (1119)
gl)=1-2=-1 = S5,(1l-1)

fx) =gx) & 2x- 1———44:»2x S5=5-3 & 2x-5Kx-2)=1
& 22-9x+9=0 = Xy, = 9”841 72 923:>x1=3;x2=1,5

gB)=4 = 5,(314)

g(1,5 =4 = S,(1,514)

fx) =g %X=2x—4 S x2-2x=(2x-4)(x+1) & x2-2x=2x2-2x—4
& X2=4 = X, =-2;x,=2

g-2)=2-(2-4=-8 = S, (-21-8)

g2)=2-2-4=0 = S,(210)

A und C gehérenzu 1 und 2, da beide Funktionen die senkrechten Funktions-
Asymptoten x = -3 und x = 3 besitzen. 1 gehortzu C, da f, die waagrechte Graph term
Asymptote y = 1 besitzt, wahrend f, die waagrechte Asymptote y = 0 besitzt. = 5
B gehort zu f;, da dieser die waagrechte Asymptote y = 1 besitzt, wohin- =
gegen f, die waagrechte Asymptote y = -1 besitzt. 3
A Der Graph ist monoton fallend in den Intervallen ]—eo; 3], [-3; 3] und & 1

[3;5 +ool. D 4

B Der Graphist monoton fallend in den Intervallen ]—eo; 3] und [3; +o9][.

Der Graph ist monoton steigend in den Intervallen ]—eo; —3] und [-3; 0] sowie monoton fallend
in den Intervallen [0; 3]und [3; +o9].

D Der Graph ist monoton steigend in den Intervallen ]—eo; 3] und [3; +o9[.
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[ Aufgaben fiir Lernpartner /

A

<3.

w*w

Die Aussage ist richtig, denn f(1) = 1 + % =1 —% =

Die Aussage ist nur fiir b # O richtig, denn x2 + b? > 0 fiir alle Werte von xe R.
Das Nennerpolynom besitzt somit keine Nullstelle und die Funktion somit keine Definitionsliicke.
Fiir b = 0 gilt D¢ 0 R\{0}.

Die Aussage ist richtig, da die Stelle x, nicht in der Definitionsmenge enthalten ist.

1
x2+1

Die Aussage ist falsch, z. B. besitzt die Funktion f mit f(x) = keine Definitionsliicke, da das Nenner-

polynom v(x) = x2 + 1 keine Nullstelle besitzt.

Die Aussage ist falsch, z. B. besitzt die Funktion f mit f(x) = zwei Nullstellen:

x;=1undx,=-1.

x-1Dx+1)
X

1
x2+1
Eine gebrochen-rationale Funktion mit D, = R besitzt lediglich keine senkrechte Asymptote.

Die Aussage ist falsch, z. B. besitzt die Funktion f mit f(x) = die waagrechte Asymptote y = 0.

Die Aussage ist falsch, die Funktion besitzt die waagrechte Asymptote y = 2.

Die Aussage ist falsch, z. B. besitzt die Funktion f mit f(x) = % keine Symmetrie beziiglich des
Koordinatensystems.

Die Aussage ist richtig. Die einzige Funktion, deren Graph beide Symmetrien beziiglich des
Koordinatensystems besitzt, hat den Term f(x) = 0 und ist damit nicht gebrochen-rational.

Die Aussage ist falsch, z.B. ist die Funktion f mit f(x) = % achsensymmetrisch beziiglich der y-Achse.

Die Aussage ist falsch, z. B. ist die Funktion f mit f(x) = % monoton fallend in den Intervallen ]—oo; 0]

und [0; +o9.
Die Aussage ist falsch, denn z.B. gilt f,(0) = 1.

Die Aussage ist falsch, denn z.B. schneiden sich die Graphen der Funktionen f:

x»%und g: XH%— 1mit D= Dg = R\{0} im Schnittpunkt S (111).

Die Aussage ist falsch, da fiir x, = 0 eine doppelte Nullstelle des Nennerpolynoms vorliegt und an der
Stelle x, = 0 damit eine Polstelle ohne Vorzeichenwechsel vorliegt.

Die Aussage ist falsch, denn die Funktion besitzt die Nullstellen x; =-1und x, = 3.
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- 2 Auf dem Weg zum Abitur

KX 1 a) Xirpwf(x) = -1, da der Grad des Zdhler- und des Nennerpolynoms 1 ist.

waagrechte Asymptote: y = -1

lim f(X) =—o0; lim f(X) = +c0
x—>-1" x—-1*

senkrechte Asymptote: x = -1
b) 1 g:X|—>X12:);
2 hix~ 1_X2
x+1
0 fO) =17g=1=T(OI1)

fo=0=1-x=0=x=1;N1/0)

_1-3_-2_ 1
B=15=%"-"

1-(=D _

- 3 _
D=1 =1=73
_1-(5_6 __3
=1 -%=2

d) |

5 -4 -3 2

1
1
e

-5

Der Graph ist monoton fallend in den Intervallen ] —oo; —1[ und ]-1; +od[.

e) Das rechtwinklige Dreieck mit den Eckpunkten O(010), N(110) und T(0|1) besitzt den Flacheninhalt
A= % 1-1= %[FE]. Der Graph G, verlduft im Intervall ]0; 1[ unterhalb der Geraden TN:y = —x + 1.
Somit schlief}t der Graph mit den Koordinatenachsen eine Flache ein, die kleiner als 0,5 FE ist.

) 1 D, =R\{-a}

2 a=1

3 Dader Nenner abhdngig vom Wert des Parameters a ist, gilt dies auch fiir alle Funktionswerte
mit Ausnahme der Nullstelle(n) der Funktion:
ga(x)=0:>1—x=0:>x=1
Somit ist der Punkt N(10) der einzige gemeinsame Punkt der Graphen der Schar.
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Auf dem Weg zum Abitur

KX

2 a) schrdge Asymptote:y=5x-=5

1 1
2 2

senkrechte Asymptote: x = -1

1 1 1 8 1 1 8

fx) =%x—5@7x—5+x+1 =5X—5&1,7=0e8=0 Widerspruch

Die Gleichung besitzt keine Losung. Somit schneidet G, die schrage Asymptote nicht.

:::::::::IQ,."’.. =
—10—9—8—7—6—5—4—3—2—1,‘_‘12345678910x

.1

b) g(X)=%(X—1)—%+ +1=%x————+—+1=

_ 8
x-1D+1

g-x) = %(—x) + _% = —(%x + %) =-g(x)
Da g-x) =-g(x) firallex e Dg gilt, ist Gg punktsymmetrisch beziiglich des Koordinatenursprungs.

Aus der Symmetrie des Graphen G, folgt, dass der Graph G, punktsymmetrisch beziiglich des
Schnittpunkts P(-1|-1) seiner Asymptoten ist.
)1 fO=30-2+52.=75

_1 1 8 _
f(15)—§15—5+15—+1—7,5

Im leeren und im vollstdndig gefiillten Zustand besitzt die Dose den gleichen Schwerpunkt, der
7,5cm liber dem Boden der Dose liegt, d. h. er liegt in halber Hohe der Dose.

2 Die Hohe des Schwerpunkts fallt im Intervall ]0; 3[. Fiir eine Fiillhhe von 3 cm nimmt der
Schwerpunkt die tiefste Stelle in Hohe von 3 c¢m an. Im Intervall [3; 15[ steigt die Hohe des
Schwerpunkts bis zu seinem Ausgangspunkt in Hohe von 7,5 cm.

3 Graphisch kann man ungeféhr ablesen, dass der Schwerpunkt im Intervall [0,5; 9,5] hochstens
5cm hoch liegt.

Rechnerisch:

fo=5eix-2+ =50 L =55 1y 16=011- 06+ D& 16=11x+ 11-x2-x
(:)0=—x2+10x—5:>x1/2=_1017 “_1200_20=5i2\/§

Im Intervall [5-2V5; 5 +2V5] liegt der Schwerpunkt héchstens 5cm hoch.
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- 2 Auf dem Weg zum Abitur

KX

138

3 a)

b)

)

d)

4 a)

b)

4]

d)

319,04
x+0,4

heo = 12X+1600 _ 5Q2,4x+320) _ 2,4x+320 _ 2,4(x+0,4) ~2,4-0,4+320 _,
W =""5712 - 5x+0,4)  x+0,4 x+0,4 T o0t

Mit steigender Stiickzahl wird der Wert des Terms )3(1+ (’)?2 immer kleiner. Somit nehmen die Herstel-
lungskosten je Heft mit zunehmender Stiickzahl ab und ndhern sich dem Wert 2,40€ pro Stiick an.
h(200) = 3,99[€]

h(1000) = 2,72[€]

h(3000) = 2,51[€]

Mit groBer werdenden Stiickzahlen sinken die Herstellungskosten nur noch gering, bei kleineren
Stiickzahlen starker.

h(2000) = 2,56 €

Fur jedes verkaufte Hausaufgabenheft wird ein Gewinn von 0,44 € erzielt. Durch den Auftrag des
Elternbeirats werden 66 € Gewinn erzielt.

1 Der Einkaufspreis betrdgt 5000 - 2,65€ = 13250€.
verkaufter Anteil verkaufte Stiickzahl Einnahme Gewinn / Verlust
60 % 3000 10500€ -2750€
75 % 3750 13125€ -125€
90 % 4500 15750€ +2500€
2 r-5000-3,50=13250<17500r=13250=r=75,7%
fen =t —-1=—d 11k

3.(02+4 b T3x2+4 4
Da f(-x) = f(x) gilt, ist G achsensymmetrisch beziiglich der y-Achse.

4 =lo16=30+44=x2=x

3x2+4 4 = %2

fo=0=

1/2

i =_1 y=_1
Xﬂ)rnmf(x) =-% waagrechte Asymptote: y = -

1 Die Breite der Gaube wird bestimmt durch den Abstand der Nullstellen und betrdagt 4 m.
Die Hohe der Gaube wird bestimmt durch das Maximum an der Stelle x = 0 und betragt
f(0) = 0,75[m].

5he - Braite = 3 _4.c1
Hohe : Breite = i —ig=1:53
Somit liegt das Verhaltnis im geforderten Bereich.

2 Ansatz iber Nullstellenform: Wegen der Symmetrie der Parabel beziiglich der y-Achse und
der Breite von 2m schneidet die Parabel die x-Achse an den Stellen x, =-1 und x, = 1.

y=a-(x2-1)
Hohe der Parabel: 50cm = 0,5m
05=a-0?-1)=a=-0,5
Parabelgleichung: P: y =-0,5 - (x2—1)
1 a=3
2 Unabhédngig von der Wahl des Parameters a betrdagt die Hohe der Gaube aufgrund der

Symmetrie beziiglich der y-Achse 0,75 m.

4 _1 = ax2 212 _ \/E
i -5 6=axv+hox=F=X,=%2|3

Die Nullstellen haben den Abstand 2 - 2\/% =4- \/%.
0,75 _ 3va _\V3a

0,75 _ 3

f,=0=

Hohe : Breite = = =
3 16 16
RERGE
1 _V3a 1 .16 16 , 64 256 , 64 256
Essollg<?<§gelten. ¢ <V3a<g &g <3a<Gr o m<a<y

64 . 256

Das Verhaltnis zwischen Hohe und Breite ist fuir alle Werte a € {2—7, =5 eingehalten.
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