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Auf- und Entladevorgang bei
einem RC-Glied

Ph12 Lernbereich 1: Statische elektrische und magnetische Felder

Die Schiilerinnen und Schiiler modellieren den zeitlichen Verlauf von Spannung und Stromstarke
bei der Auf- und Entladung eines Kondensators mithilfe von Differentialgleichungen und ermit-
teln die im Kondensator gespeicherte Ladung.

Voraussetzung: Experimentelle Bestimmung der Ladung eines Kondensators anhand eines t-/-Dia-
gramms mithilfe graphischer Integration (Schilerexperiment im Buch Kapitel 2.3)

Mathematische Modellierung des Aufladevorgangs

Zunichst soll der Aufladevorgang eines Kondensators mathematisch beschrieben werden. Uber einen
Wechselschalter werden der Widerstand R und der Kondensator C mit der Spannungsquelle U, verbun-
den (vgl. B1). Die Kombination von Widerstand und Kondensator nennt man ein RC-Glied.

Aufgrund der Maschenregel (,Die Summe aller Teil- o
spannungen ist gleich der Spannung der Quelle.”) gilt:

Uo=Ug+ Uc /l

Uo=RI+ U
&RI=Up- Uc T J“R

U, U

Sl=-% ®
Die Stromstarke | ist gegeben durch %. Fir unendlich —" l Ue
kleine Zeitintervalle, also At — 0, bildet man davon

den Grenzwert - der Differenzenquotient wird da- B1 \ Schaltplan eines RC-Gliedes beim Aufladevorgang.
durch zum Differentialquotient:

I()= lim 22=9Q_¢ @

At—0 At dt

In Worten: Die Stromstarkefunktion ist die Ableitung der Ladungsfunktion. Der Punkt Uber einer
Funktion, die den zeitlichen Verlauf einer physikalischen Gréle beschreibt, ist die sogenannte ,,zeitliche
Ableitung® oder die ,Ableitung nach der Zeit*“. Dieser Ausdruck wird ,,Q Punkt“ ausgesprochen.

AuBerdem gilt beim Kondensator:

C=( e Uc=¢ ®
Gleichung (2) und (3) werden in (1) eingesetzt:
g=Y%_Q
R RC
bzw.
U
Q=72-zQ ®

Gleichung (4) enthilt die Funktion Q(t), die die Ladung des Kondensators zu jedem Zeitpunkt angibt,
und ihre Ableitung Q(t), also die Funktion I(t), die die Stromstirke zu jedem Zeitpunkt angibt. Man
nennt eine Gleichung, die eine Funktion und deren eigenen Ableitungen enthilt, eine Differential-
gleichung (DGL); hier ist es eine Differentialgleichung 1. Ordnung, weil sie lediglich eine 1. Ableitung
enthalt.
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Der nichste Schritt ist es, eine Lésung fiir die DGL zu finden, sodass die Funktionen Q(t) und I(t) tat-
sachlich bekannt sind und die Ladungs- und Stromstérkewerte zu jedem Zeitpunkt berechnet werden
kdnnen.

Lésung der DGL

In Gleichung (4) erkennt man, dass die Ableitung von Q zu einem Ausdruck fihrt, in dem Q wieder
enthalten ist. Mathematisch ist das bei den Exponentialfunktionen der Fall: Die Ableitung der Exponen-
tialfunktion ergibt wieder einen Term, der die ursprlingliche Exponentialfunktion enthalt. Daher wird
hier als Losungsansatz eine Exponentialfunktion verwendet. In seiner allgemeinsten Form wiirde der
Lésungsansatz wie folgt aussehen: Q(t) = a-e* + ¢

Um nun die Parameter a, b und ¢ zu bestimmen, muss man dafiir weitere Informationen nutzen, die sich
aus den physikalischen Gegebenheiten erschlieBen lassen. Man spricht hierbei von Randbedingungen.

Beim Aufladevorgang ist die Kondensatorladung anfangs Null, es gilt also Q(t = 0) = 0. Setzt man das
in den Lésungsansatz ein, erhalt man: Q(t =0) =a-e®+ c=a + ¢ = 0 und somita = -c.

Eine weitere Randbedingung ist, dass die Kondensatorladung sich einem Sattigungswert Q, anna-
hert - nach unendlich langer Zeit (also t - 00) muss der Kondensator also die Ladung Q, erreichen:

Qlt = 00) = lim (a*¢"~a) = Q,

Damit ein endlicher Wert Q, erreicht werden kann, muss b < 0 sein, und damit:
Q(t = o0) =-a=Q,

Wir erhalten also fiir die Parameter a, b und ¢ mithilfe der Randbedingungen:
a=-Quc=Qy;b<0

Der Lésungsansatz lautet also nun =-Qy- e+ Q=

Durch Ableiten nach der Zeit (Achtung: Kettenregel!) erhalt man: O = -Q, - b ¢"

Der Parameter b muss nun noch genauer bestimmt werden. Dazu setzen wir O und Q in (4)ein:

U1,
V=% “&e
U
~Qobe'=F - e e bzw. e

_Qo'b=w'e_bt—R-|_C‘Qo'e_bt+%'Qo
Mit Uy = 2 folgt
0 =2 b Qo b, 1
Qob=rpere”-pere” +pe Qo
[t

0
"Qo‘b:%‘Qo

o=
Und damit: b = RC

Die Lésungsfunktion der Differentialgleichung lautet also: ()

Entsprechend gilt fiir die zeitliche Ableitung: /(1) = O(t) = e EE="7" e R =, e RC (6
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Gleichungen fiir den Aufladevorgang

Auf Grundlage der Lésung (5) lassen sich nun die Funktionen aller GréRen, die sich beim Aufladen des

Kondensators andern, aufstellen:

Q(t)=Q,(1- %) mit Q= C-U,
’(t) = ]o-e'n_tc mit ’0 = %
Ue() = 2 =y, (1- )

Die t-I-Diagramme und t-U.-Diagramme passen zu
den Diagrammen, die in der Auswertung des Schiiler-
experiments erstellt wurden (vgl. B2 und Seite 37 im
Buch). Die mathematische Modellierung des Lade-
vorgang eines RC-Glieds passt also grundsatzlich zu
den experimentell gewonnenen Erkenntnissen. Den-
noch ist klar, dass man die Modelle nicht mit der Wirk-
lichkeit verwechseln darf: Wahrend sich die e-Funk-
tionen mathematisch nur asymptotisch ihren
Grenzwerten Q,, Uc bzw. 0 anndhern, werden sie in
der Realitat tatséchlich erreicht - was aber auch auf
die in der Realitdt begrenzte Messgenauigkeit zuriick-
zufihren ist. Die Modellfunktionen passen also nur
eingeschrankt zur Realitét.

Uyl

TTe-e.
% -e. 0.0 @

>

t
B2 \ t-I- und t-Uc-Diagramm fir den Aufladevorgang.

Mathematische Modellierung des Entladevorgangs

Betrachten wir nun den Entladevorgang des RC-Glieds.
Dazu wird mit dem Wechselschalter die Spannungs-
quelle Uy vom Kondensator getrennt, der sich nun Uber
den Widerstand R entladen kann. Die &duRere Span-
nung ist also null. GemaR der Maschenregel gilt dem-
nach:

0= U+ U
0=24Ri
& -RI={
-1
&= RCQ
- 1.
a=-Fa @

1l
II+
<

o
—
<

El

T o

B3 \ Schaltplan eines RC-Gliedes beim Entladevorgang.
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Losungsansatz

Fir die DGL (7) suchen wir eine Lésung, also die Funktion Q(t), die bis auf den Vorfaktor -1 identisch
mit ihrer Ableitung ist. Die Losungsfunktion muss auBerdem die beiden Randbedingungen gewéhrleis-
ten, dass Q(t = 0) = Q, ist, also dass der Kondensator zu Beginn des Entladevorgangs die Maximal-
ladung Qg trigt, und dass Q(t = o0) = 0 ist, der Kondensator also nach langer Zeit vollstindig entladen
ist. Wir kdnnen hier nun wieder dhnlich wie beim Aufladevorgang vorgehen und tber die Randbedin-
gungen die Parameter des allgemeinen Lésungsansatzes Q(t) = a- e’ + ¢ ermitteln. Beim L&sen von
Differentialgleichungen ist es aber haufig einfacher, durch einen Vergleich mit dhnlichen physikalischen
Problemen einen Ldsungsansatz gezielt zu erraten, diesen anschlieBend durch eine Probe zu Uber-
priifen und dann ggf. nochmal anzupassen. Wir wihlen nun folgenden Lésungsansatz von Q(t), da er
die Bedingung in Gleichung (7) erfiillt, wie sich schnell nachpriifen lasst:

Die zeitliche Ableitung von (8) ergibt unmittelbar:

. 1 ot
Q:"E'Qo'e RC
Ue t

Q= 7?,(@ @

Losungsprobe

Wir setzen (9)und (8)in (7) ein, um den Lésungsansatz noch einmal zu tiberpriifen:
o=k ®

,%.eﬁz _ R1_C :

Wegen U = % stimmt die Gleichung und der Lésungsansatz (8) ist korrekt.

Gleichungen fiir den Entladevorgang
Nun lassen sich auf Basis von (8) und (9) die Funktionen von Q(t), I(t) und U(t) aufstellen:

Q(t) = Qo'e_‘th mit Q=C-U,

I(t) = - lo'e'R_tC (Gleichung (9) vereinfacht) mit lo=—5

Uelt) =20 = Up-es

Nebenstehend sind die t-I- und t-U.-Diagramme 4 yi
dargestellt. Man sieht, dass die Stromstarke negativ ist,
was bedeutet, dass -im Gegensatz zum Auflade- Tee.
vorgang - die Richtung des Stroms umgekehrt ist. Der el Ll

gesamte theoretisch hergeleitete Verlauf des Graphen e >
entspricht dem experimentell beobachteten Verlauf e I

(vgl. Buch S.35).

B4 \ t-1- und t-U-Diagramm flr den Entladevorgang.

Zeitkonstante t
Das Produkt T = R- C (gesprochen ,Tau“) wird als Zeitkonstante des Ladevorgangs bezeichnet.

Dal1Q-1F = % : % = % = % = 1s, besitzt t die Bedeutung einer Zeitspanne. Innerhalb dieser Zeit

sinkt der Ladestrom beim Aufladen auf ™' ~ 37 % des Anfangswerts, die Kondensatorspannung steigt
in dieser Zeit auf 1-¢e' ~ 63% des Maximalwerts. Je groRer t ist, desto langer dauert also der
Ladevorgang. Mithilfe der Zeitkonstanten lassen sich alle o.g. Gleichungen vereinfachen, etwa beim

Aufladevorgang zu I(t) = Io-e_%.
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1\ Erklaren Sie das Zustandekommen der unterschiedlich raschen Abnahme der Stromstirke beim Ent-
ladevorgang eines Kondensators fiir unterschiedliche Widerstandswerte. Argumentieren Sie sowohl
physikalisch als auch mathematisch.

2\ Die Flichen unter den t-I-Kurven des (vollstindigen) Auflade- und Entladevorgangs eines Konden-
sators mussen gleich grof§ sein. Begriinden Sie dies.
Hinweis: Beachten Sie die Methode zur graphischen Integration im Buch auf S.36.

3\ Erstellen Sie unter Verwen- =
dung einer Simulation LT
(Beispiel: siche Mediencode) ik
eine Schaltung fir den Lade- 67054-02

vorgang eines RC-Glieds. %
Wenn in der Simulation kein Wechselschalter e E
zur Verfligung steht, nutzen Sie zwei Einzel- 9.03 ‘ .
schalter (vgl. B5). Verwenden Sie die Werte

Up=9,0V,R=20Q und C=50mF. Erstellen
Sie charakteristische Screenshots der Dia-
gramme beim Aufladen und Entladen des

=
=3
€
=
=
1=
]
-4
»

Kondensators. Erklaren Sie mogliche H
Unterschiede zu den Diagrammen, die Sie im / =P
Schiilerexperiment erstellt haben =

(vel. Buch S.34f). B5 \ Screenshot: Aufbau mit zwei Einzelschaltern.

4\ Gegeben ist das gleiche RC-Glied wie in Aufgabe 3 mit Uy = 9,0V, R = 20Q und C = 50 mF.

a) Stellen Sie die vollstiandigen Gleichungen fir I(t) und Uc(t) beim Aufladevorgang auf und berechnen
Sie die Strom- und Spannungswerte fiir die Zeitpunkte t = 0s; 0,20s; 2,0's; 20s.

b) Der Kondensator sei vollstandig geladen. Zum Zeitpunkt t = O beginnt der Entladevorgang und die
Stromstarke besitzt den Wert I,. Berechnen Sie die Zeit, nach der die Stromstarke auf die Hélfte des
Werts gefallen ist.

5\ Ein geladener Kondensator wird Gber einen Widerstand mit R = 10 kQ zum Zeitpunkt t = O entladen.
Folgende Zeit-Stromstarkewerte werden gemessen:

a) Erstellen Sie ein Diagramm, das den zeitlichen Verlauf der Stromstérke darstellt. Verwenden Sie ent-
weder ein Tabellenkalkulationsprogramm und fiigen Sie eine passende Trendlinie mitsamt Formel ein
oder zeichnen Sie das Diagramm auf Millimeterpapier oder in groBem Format auf gewdhnliches
Karopapier.

b) Berechnen Sie unter Verwendung des Diagramms die urspriinglich auf dem Kondensator gespeicherte
Ladung. (Kontrollwert: Qp = 1,0 mC)

c) Schatzen Sie die Ladung des Kondensators ab, indem Sie die Flache unter der Kurve des t-I-Dia-
gramms bestimmen. Vergleichen Sie den Wert mit dem in b) berechneten Wert.

* Tabellenkalkulation: Bestimmen Sie die Flache unter der Kurve, indem Sie einzelne Saulen bilden,
deren Flache Sie berechnen und anschlieBend addieren (vgl. Buch S.36).
* Papier: Zahlen Sie die Kastchen unter der Kurve.



