Analogien zwischen Coulomb-
und Gravitationsfeld

Ph12 Lernbereich 1: Statische elektrische und magnetische Felder

Die Schulerinnen und Schiler beschreiben Analogien zwischen elektrischen, magnetischen und
Gravitationsfeldern. Sie nutzen die Analogien zwischen elektrischem Feld und Gravitationsfeld
insbesondere fiir die Beschreibung von Kraft, Feldstérke, Energie und Potential fiir das homoge-
ne und das radialsymmetrische Feld.

Voraussetzung: Potentielle Energie und Potential (Kapitel 3.1im Buch)

Energie im elektrischen Feld - Untersuchung eines radialsymmetri-
schen Feldes (Coulomb-Feld)

In den beiden Arbeitsbléattern AB1, Experimente zur Coulombkraft wurde bereits anhand verschiedener
Experimente die Kraft und die elektrische Feldstérke in der Umgebung einer geladenen Kugel unter-
sucht. Hier werden die Betrachtungen zum radialsymmetrischen Feld (oder: Coulomb-Feld) einer
geladenen Kugel vertieft und die Konsequenzen fiir die Energie und das Potential diskutiert.

Versuch: VergroBerung der Kugeloberfliache

Eine felderzeugende Metallkugel wird durch AnschlieBen an eine
Hochspannungsquelle aufgeladen. Dann schiebt man vorsichtig
zwei groBere, metallene Halbkugeln dariber, sodass sie sich zu
einer weiteren Kugel vereinen, die die erste Kugel komplett um-
schlieBt (vgl. B2). Die duRere Kugel steht zwar nicht im direkten
Kontakt mit der geladenen inneren Kugel und ist dadurch elek-
trisch neutral, aber aufgrund des elektrischen Feldes der inneren
Kugel werden durch Influenz auf der duBeren Kugel Ladungstrager
getrennt (vgl. B1).

B2 \ Foto des Versuchsaufbaus.
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Schlussfolgerungen

Verbindet man die AuBenseite der zweiten Kugel mit einem empfindlichen Ladungsmessgerét, so regis-
triert man genau die gleiche Ladungsmenge wie bei einer direkten Messung der inneren Kugel. Aus
diesem Ergebnis lassen sich mehrere Schlussfolgerungen ziehen:

1. Das elektrische Feld an der Stelle der duBeren Kugel hangt nur von der Ladungsmenge ab, die
auf der inneren Kugel sitzt. Der Durchmesser der inneren Kugel spielt hingegen keine Rolle.
Wenn bei Ladungsexperimenten also ausgedehnte Metallkugeln verwendet werden, kénnen
diese daher als punktférmig angenommen werden.

2. Betrachtet man den Raum zwischen den beiden Kugeln, so haben wir es hier mit einem Kon-
densator zu tun. Die eine Platte entspricht dabei der Oberflache der dulBeren Kugel, die andere
der der inneren Kugel - der Raum dazwischen ist mit Luft gefiillt (vgl. BT). Die Starke des elek-
trischen Feldes zwischen den Kondensatorplatten hangt dabei von der Ladungsmenge auf den
beiden Plattenflaichen ab. Firr eine quantitative Untersuchung fliihren wir uns noch einmal
die Zusammenhinge beim Plattenkondensator vor Augen. Dort gilt (mit ¢, (Luft) = 1) fir das
elektrische Feld:

F=Y_ Q __d . Q_10Q

d Cd eAd e A
Dieser Zusammenhang lasst sich so interpretieren, dass das elektrische Feld direkt an einer

geladenen Flache von der sogenannten ,Flachenladungsdichte® % bestimmt wird.

Ubertragen wir diese Betrachtung auf das radialsymmetrische Feld zwischen den beiden
Kugeln, so verteilt sich an der duBeren Kugel die Ladung Q auf die Flache A = 4 r? wobei r hier
der Radius der duReren Kugel ist. Die elektrische Feldstarke ergibt sich analog zum Platten-
kondensator:
F=1Q_1.Q _ 1 Q
g0 A g 4nr’  A4dne, r?
Diese Uberlegungen bestitigen noch einmal das bereits bei den Experimenten zur Coulombkraft

gewonnene Ergebnis. Sie rechtfertigen auBerdem die Schreibweise des dortigen Proportionalitatsfaktors
1
dne,”

als

Die elektrische Feldstarke E des radialsymmetrischen Feldes einer Kugel mit Ladung Q ist
aulerhalb der Kugel unabhéngig von deren Radius. Die Feldstarke hangt dort lediglich von der
Kugelladung und dem Abstand r zum Kugelmittelpunkt ab:

1 ..Q

- 2
4me, r

Das radialsymmetrische elektrische Feld einer Kugelladung ist vergleichbar mit dem von einer Masse
hervorgerufenen Gravitationsfeld. Dieses wurde im Nahbereich (homogenes Gravitationsfeld bei
geringen Abstanden) in der 11. Jahrgangsstufe sowie im Buch der 12. Jahrgangsstufe in Kapitel 3 ein-
gehend untersucht.

Im Folgenden werden Eigenschaften beider Felder einander vergleichend gegenlber gestellt.
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Analogien zwischen radialsymmetrischem elektrischen Feld und

Gravitationsfeld

Die Abbildung zeigt das radialsymmetrische Feld-
linienbild, das durch einen geladenen Kérper hervor-
gerufen wird. Befindet sich im Abstand r von der
Ladung Q eine elektrische Probeladung g, so wirkt
auf diese eine Kraft F. Ebenso wirkt eine gleich groRe,
umgekehrt gerichtete Kraft von der Probeladung auf
den geladenen Korper. Die zwischen den beiden
Kérpern wirkende Kraft kann anziehend (ungleich-
namige Ladungen) oder abstoRend (gleichnamige
Ladungen) sein.

Zur Vereinfachung beschreiben wir die beiden La-
dungen Q und g als Punktladungen; die Kraft die
zwischen diesen beiden Ladungen wirkt, wird durch
das Coulomb-Gesetz beschrieben:

Q-
Fel 1_.=4

T 4me, r?

Die Kraft ist direkt proportional zum Betrag der
Ladungen Q und g und indirekt proportional zum
Quadrat des Abstands r zwischen beiden Punkt-
ladungen.

Die elektrische Feldstérke E einer Punktladung Q ist
gegeben durch:

1.2
47e,

2

Je nach dem Vorzeichen der Ladung zeigt sie radial
von der Ladung weg (positive Ladung) oder zur
Ladung hin (negative Ladung).

Die potentielle Energie E,,,, einer Ladung q im elek-
trischen Feld einer Punktladung Q lautet:

-1 Qg
POt 4me, r

Das elektrische Potential ¢ im Abstand r von einer
Punktladung Q wird angegeben durch:

_Epot_ 1 Q

q  4meyr

Fe=GMm

E

. Die Abbildung zeigt das Feldlinienbild eines Gravita-
. tionsfeldes, in dessen Mittelpunkt sich eine grol3e
. Masse (Erde) befindet. Befindet sich im Abstand r
: von der Masse ein weiterer massebehafteter Kor-
: per m, wirkt eine anziehende Kraft F von der Erde auf
- den Korper. Ebenso wirkt eine gleich groBe, umge-
© kehrt gerichtete Kraft von dem Kérper auf die Erde.
© Die zwischen den beiden Kérpern wirkende Kraft ist
. immer anziehend!

. Die Kraft F zwischen zwei Massen m und M, die zur
. Vereinfachung als punktférmig angenommen wer-
: den durfen, wird durch das Gravitationsgesetz
. beschrieben:

r

Die Kraft ist direkt proportional zur Grée der Mas-
© sen M und m und indirekt proportional zum Quadrat
- des Abstands r zwischen beiden Massenmittelpunk-
©ten.

- Die Gravitationsfeldstirke g einer Punktmasse M ist

: gegeben durch:
LM
R

: Da die Masse immer positiv ist, zeigt die Gravita-
. tionsfeldstarke immer radial zur Masse hin.

Die potentielle Energie E,,o, einer Masse m im Gravi-
: tationsfeld einer Punktmasse M lautet:

— M-
pot__G'fm

. Das Gravitationspotential ¢ im Abstand r von einer
© Punktmasse M wird angegeben durch:

Epo
¢=£=—G-%

m
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Herleitung der Formel fiir die potentielle Energie

Aus Kapitel 3.1 des Buches ist bereits bekannt: Die Anderung der potentiellen Energie ergibt sich aus
dem Produkt von Kraft F und Wegstrecke As, um die das Objekt (Masse, Ladung, ...) im Feld verschoben
wird.

AE
Also: AE,,=-F-As o F=- Azot
Hinweis: Das Vorzeichen ist hier abweichend zum Buch auf S. 40. Dort steckt das Vorzeichen allerdings

im Term fiir die potentielle Energie. Beide Betrachtungen sind daher korrekt.

* Beispiel Hohenenergie: Hier ist £, = m-g-h bzw. AE,,, = -m-g- As. Es ergibt sich fiir die Kraft
AEpot m gAS
F = - =
As As
* Beispiel potentielle Energie im homogenen elektrischen Feld: Hier ist E,,, = q-E-s bzw. AE,,, = q-E- As.
AE, g E-As _

Entsprechend gilt fur die Kraft F,, = - As = As = -q-E.

= m-g also der bekannte Ausdruck fir die Gewichtskraft.

Diese neue Darstellungsweise ist interessant, weil in ihr das Konzept auch auf Situationen erweitert
werden kann, in denen die Kraft nicht konstant ist. Dann wird aus dem Differenzenquotienten im Grenz-
AE,, dEpe

fall der Differentialquotient, d. h. die Ableitung: Fe,=A|imO— T Ta

* Beispiel Spannenergie (vgl. 8. Klasse): Falls wir uns im Hookeschen Bereich des Dehnungs-Kraft-
Diagramms bewegen, gilt: Fs,.,, = -D"s. Dabei ist s die Dehnungsstrecke der Feder und D die Feder-
konstante.

Um daraus die Spannenergie Es,,,, (die der potentiellen Energie E,, entspricht) zu berechnen,
dEe

T.

Wir miissen nun also zur Berechnung der Spannenergie einen Term finden, dessen Ableitung die

betrachten wir wieder den Differentialquotienten: Fs,,,, = -

Spannkraft ist. Wie sich leicht Gberpriifen lasst, lautet die Losung dazu: Es,,,, = % D-s?

Die Aufgabe, die sich in unserem Zusammenhang im radialsymmetrischen Feld stellt, lautet:

dE,, g .
et ] -Q—ﬂ|st.
dr 4me, r

Die Lsung dazu ist: E,,,(r) = ﬁ-%; dies lasst sich mathematisch leicht durch Ableiten bestatigen.
0

Finde einen Term E_(r), dessen negative Ableitung die Coulombkraft F(r) = -

pot

pot

T also fur das radi-

Das elektrische Potential hangt mit der potentiellen Energie zusammen durch ¢ =
1..Q

dme, r

Analoge Betrachtungen lassen sich auch fiir das Gravitationsfeld anstellen. Mit einem Unterschied:

Wenn zwei elektrische Ladungen positiv sind, ist die elektrische Kraft abstoRend. Die Gravitationskraft

alsymmetrische Feld: ¢(r) =

pot

dr -

dagegen ist anziehend. Daher lautet der Ansatz bei der Gravitationskraft: F = +

Zwischen radialsymmetrischem elektrischen Feld einer Punktladung und Gravitationsfeld einer

Masse bestehen folgende Gemeinsamkeiten:

* Kraft: Beide Kréfte sind umgekehrt proportional zum Quadrat des Abstands und direkt pro-
portional zu den jeweiligen Quellen (Ladungen bzw. Massen).

* Feldstéarke: Beide Feldstarken nehmen mit dem Quadrat des Abstands ab und sind radialsymme-
trisch.

* Energie: Die potentielle Energie in beiden Feldern hangt gleichermallen von der Ladung bzw.
Masse der Quelle und dem Abstand ab.

* Potential: Beide Potentiale sind umgekehrt proportional zum Abstand von der Quelle, mit einem
negativen Vorzeichen im Gravitationsfeld.
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Anwendungsbeispiele fiir radialsymmetrische Felder

Wie oben gezeigt, spielt die Ausdehnung der geladenen Kugel fiir das elektrische Feld keine Rolle. Den-
noch fihrt die Ausdehnung einer felderzeugenden Kugel bzw. der Probeladungskugel zu nicht vernach-
lassigbaren Influenzeffekten, wie die Experimente zur Coulombkraft gezeigt haben. Bei Punktladungen
treten diese Storeffekte nicht auf. Da das elektrische Feld um eine Punktladung ein klassisches Beispiel
fiir die Anwendung eines radialsymmetrischen Feldes ist, beschranken wir uns auf Anwendungsbeispie-
le in diesem Kontext. Im elektrischen Feld um eine Punktladung ist die Feldstarke in allen Punkten, die
den gleichen Abstand von der Ladung haben, gleich und zeigt radial nach auBen. Dieses Prinzip findet
Anwendung in vielen Bereichen der Physik und Technik, wie zum Beispiel:

* Elektrostatische Gerate: Bei elektrostatischen Generatoren oder Farbspritzpistolen wird die radial-
symmetrische Verteilung der elektrischen Feldstarke genutzt, um Partikel gleichméalig zu verteilen
oder anzuziehen.

* Teilchenbeschleuniger: In der Teilchenphysik werden radialsymmetrische Felder verwendet, um
geladene Teilchen auf kreisférmigen Bahnen zu halten und zu beschleunigen.

* Medizinische Anwendungen: In der medizinischen Bildgebung, wie der Magnetresonanztomo-
graphie (MRT), spielen radialsymmetrische Felder eine Rolle bei der Erzeugung von Bildern des
Kérperinneren.

MUSEEFrAUTGADE T ...ccoiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieiiiieeiie e eeeeeeeee et sseesseesresseessee

Elektrisches Feld einer Punktladung
Gegeben ist eine Punktladung Q im Ursprung eines kartesischen Koordinatensystems. Erlautern Sie, wie man
Betrag und Richtung der elektrischen Feldstarke an einem Punkt 7 im Raum bestimmt.

Lésung

Der Betrag der elektrischen Feldstérke ist definiert Gber E = 1.9

2
41e,

~

Um auch die Richtung der Feldstarke an einem Punkt im Raum zu bestimmen, erinnern wir uns an das Modell
der elektrischen Feldlinien: Diese beschreiben die Starke und den Verlauf des elektrischen Feldes. Sie verzweigen
und schneiden sich nicht und je enger sie nebeneinander liegen, desto starker ist das elektrische Feld an dieser
Stelle. Der Anfang bzw. das Ende elektrischer Feldlinien sind positive (Anfang) bzw. negative (Ende) Ladungen.
Anhand dieses Modells lasst sich nachvollziehen, dass das elektrische Feld stets radial von bzw. zu der Punkt-
ladung ausgerichtet ist.

Das elektrische Feld ist also radial von der Punktladung weg (bei positiver Ladung) oder zur Punktladung
hin (bei negativer Ladung) gerichtet, die Feldstarke nimmt mit dem Quadrat des Abstands ab. Durch Einsetzen
konkreter Zahlenwerte kann dann der Betrag der elektrischen Feldstarke an einem Punkt 7 im Raum berechnet
werden.
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MUSEEIaUFEADE 2........eeiiiiiiiiiiiiiiiietieecittee ettt ee et s e enrrteeeeeeessnnrrteeessseennnnnasessssssssnnnnen

Elektrisches Potential einer geladenen Kugel
Eine geladene Kugel mit Radius R = 2,0 cm hat eine Gesamtladung Q = 30 nC. Berechnen Sie das elektrische
Potential ¢ an einem Punkt im Abstand r = 15 cm auB8erhalb der Kugel.

Lésung
Das elektrische Potential ¢ aufgrund einer Punktladung Q in einer Entfernung r ist gegeben durch:
__1Q

" 4mey v
Da die Kugel symmetrisch geladen ist, konnen wir sie als Punktladung betrachten, wenn wir das Potential

auBerhalb der Kugel berechnen. Dies bedeutet, dass wir die gesamte Ladung Q im Zentrum der Kugel konzent-
riert betrachten kénnen.

Fiir einen Punkt im Abstand von r =15 cm von der Kugeloberflache, also im Abstand von 17 cm vom Kugel-
mittelpunkt, ist das Potential ¢ einer Punktladung mit Q = 30 nC daher:

_ 1 30-10°C _
P = Zre, 017m =16kV

MUSEEIAUTGADE 3.......uiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieticttee ettt eeteee ettt et eeeeeeeeteteeeteesseeseessessseesnnnssnssnsssnssssssnsnnn

Potentielle Energie einer geladenen Kugel

a) Eine Probeladung mit g =5,0nC hat in einem bestimmten Abstand r zu einer felderzeugenden Kugel mit
Q =30nC eine potentielle Energie von E,; = 24-1078J. Berechnen Sie den Abstand, den die Probeladung
vom Mittelpunkt der felderzeugenden Ladung hat.

b) Begriinden Sie, dass Sie mit den Angaben die exakte Position der Probeladung nicht bestimmen kénnen.

Lésung

a) Fir die potentielle Energie der Probeladung gilt: £, =
y—_1 Qq_ 1 3010°C:50107°C
4:m-gg By  4'mgg 24-107¢)

b) Die Probeladung ist also 5,6 cm vom Mittelpunkt der felderzeugenden Ladung entfernt.
Da das elektrische Feld der felderzeugenden Kugel radialsymmetrisch ist, hat die Probeladung auf einer
Kugelflache mit Radius 5,6 cm rund um die felderzeugende Kugel Giberall die gleiche potentielle Energie. Die
genaue Position auf dieser Kugelflache kann so also nicht ermittelt werden.

_1 %4 ,
Tmeg 1 Daraus folgt:

=0,056m =5,6cm
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1\

a) Zeichnen Sie das elektrische Feld innerhalb und auBerhalb einer negativ geladenen Hohlkugel.
b) Erklaren Sie den Verlauf der Feldlinien.

) Diskutieren Sie die Anderungen des elektrischen Feldes, wenn die Ladung positiv ware.

2\ Berechnen Sie die elektrische Feldstérke E in einer Entfernung von r = 0,10 m von einer Punktladung
mit Q =5,0nC.

3%\

a) Beschreiben Sie die Unterschiede und Gemeinsamkeiten des Feldes einer Punktladung und des
Feldes einer gleichmaBig geladenen Kugel.

b) Erklaren Sie, dass das elektrische Feld auferhalb einer gleichmaRig geladenen Kugel ununterscheidbar
zu dem einer Punktladung ist. Diskutieren Sie dann das Verhalten des Feldes innerhalb der Kugel.

4\

a) Berechnen Sie jeweils das elektrische Potential ¢ in einer Entfernung von r; = 0,050 m; r, = 0,50 m;
r3 = 5,0 m von einer Punktladung mit Q = 90 nC.

b) Vergleichen Sie die berechneten Ergebnisse und geben Sie einen quantitativen Zusammenhang
zwischen dem Abstand und dem elektrischen Potential an.

5\ Zwischen dem Coulombschen Gesetz und dem Gravitationsgesetz gibt es viele Gemeinsamkeiten,
aber auch ein paar Unterschiede.

a) Vergleichen Sie die Berechnung der Kréfte zwischen zwei Punktladungen und zwei Massen.

b) Diskutieren Sie die Abhangigkeit der Kréafte von der Entfernung zwischen den Objekten.

c) Vergleichen Sie die Richtungen, in die die Krafte jeweils wirken (anziehend vs. abstoBend).

6\

a) Berechnen Sie die elektrische Kraft sowie die Gravitationskraft zwischen zwei Elektronen, die sich in
einem Abstand von r = 1,0 nm befinden.

b) Diskutieren Sie das Gréenverhéltnis der beiden Kréfte. Gehen Sie dabei darauf ein, ob bei elek-
trischen Situationen, auch im Atom, die Gravitation immer mit bericksichtigt werden muss.

7\ In der Rasterkraftmikroskopie werden winzige Spitzen verwendet, um die Oberflichen von Proben zu
untersuchen. Diese Spitzen kdnnen elektrisch geladen sein und tben Kréfte auf die Proben aus. Mit
einer Spitze mit der Ladung Q; = 2,0-107"C soll eine Probe in einem Abstand von r = 0,10 mm mit
einer Ladung von Q, = -4,0-107"8 C untersucht werden.

a) Berechnen Sie die elektrische Kraft F, die zwischen der Spitze und der Probe wirkt.

b) Ein Problem, das bei der Verwendung sehr diinner Spitzen auftreten kann, ist das von elektrischen
Uberschlagen zwischen zwei Bauteilen. Begriinden Sie, dass das elektrische Feld in der direkten Um-
gebung einer diinnen Spitze starker ist als in der Umgebung einer dickeren ,,Spitze“. Gehen Sie dabei
davon aus, dass die Ladungsmenge auf den beiden Spitzen jeweils gleich ist, und modellieren Sie die
Spitzen durch Kugelflachen.

8+ Ein Kugelkondensator besteht aus zwei konzentrischen Metallkugeln mit den Radien r, und r,. Die
innere Kugel tragt die Ladungsmenge Q.

a) Bestimmen Sie aus der Potentialdifferenz die Spannung U, die zwischen den beiden Metallkugeln
besteht, und berechnen Sie dann allgemein die Kapazitat C = % dieser Anordnung.

b) Auch eine einzelne Kugel besitzt eine Kapazitat. Das Modell aus Aufgabe a) kann dabei verwendet
werden, wenn der Radius der duB8eren Kugel als unendlich angenommen wird, d. h. im Grenzfall
r, — oo. Zeigen Sie, dass die Kapazitit einer Kugel vom Radius R gegeben ist durch Cy,y = 4meg - R.

c) Eine Metallkugel mit Durchmesser 15 cm wird mit einer Hochspannungsquelle (U = 2,5kV) verbun-
den. Berechnen Sie die Ladungsmenge, die dabei auf der Oberflache der Metallkugel sitzt.
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