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Differentialgleichung der
elektromagnetischen
Schwingung im LC-Kreis

Ph12 Lernbereich 2: Elektromagnetische Induktion und Schwingungen

Die Schiilerinnen und Schiiler erkldren fiir den Idealfall der freien ungedampften elektromagneti-
schen Schwingung das Zusammenwirken von Kondensator und Spule im Schwingkreis in Analogie
zur mechanischen Schwingung und beschreiben Schwingungsvorgange mithilfe von Diagrammen.
Diese Analogiebetrachtungen setzen sie bei quantitativen Untersuchungen, unter anderem durch
Energiebetrachtung und die Beschreibung mithilfe von Differentialgleichungen, fort und reflek-
tieren die Generalisierbarkeit dieser Modellierungen. Sie erkennen das lineare Kraftgesetz als
Bedingung fiir die Entstehung einer mechanischen harmonischen Schwingung.

Voraussetzung: Elektromagnetische Schwingungen (Kapitel 10 im Buch)
AB2 ,Auf- und Entladevorgang bei einem RC-Glied“
AB8 ,Schaltvorginge in einem RL-Glied, Zeitkonstante“

Aufstellen der Differentialgleichungen

Ziel ist es, den elektromagnetischen Schwingkreis mathematisch zu modellieren, sodass alle physikali-
schen GréBen bestimmt werden kénnen. Die Analogie zur mechanischen Schwingung ist hier hilfreich,
deswegen werden beide Schwingungssysteme nebeneinander dargestellt:

Differentialgleichung einer freien ungedampften ...

mechanischen Schwingung

elektromagnetischen Schwingung
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Die Abbildung zeigt einen Wagen zwischen zwei
Federn. Wird der Wagen aus der Ruhelage in s-Rich-
tung ausgelenkt und losgelassen, beginnt eine hori-

zontale Schwingung. Diese Schwingung soll ohne :
: stand (,ungedampft®) betrachtet werden. AuBerdem
Die Ursache der Bewegung des Wagens ist die riick- . wird der Schwingkreis nicht durch eine zusitzliche
treibende Kraft der Federn. Sie ist direkt proportional Spannungsquelle angetrieben (erist ,frei").
. Der durch die Spannung Uc verursachte Strom fiihrt

. in der Spule zur Induktion einer Spannung. Diese In-

Reibung (,,ungedampft®) betrachtet werden.

zur Auslenkung s(t), erhélt aber ein Minuszeichen,
weil sie entgegen der Auslenkungsrichtung wirkt. Mit

einer Proportionalitdtskonstanten D ergibt sich da-
- spricht im Betrag genau der an der Spule abfallenden
: Spannung U, (Energieerhaltung):
Die rickirei . LU =|U,=L-d

ie ricktreibende Kraft verursacht eine Beschleuni- : dt
. Da die Kondensatorspannung den Strom I(t) verur-

mit fur eine Spiralfeder im Hookeschen Bereich:

FFeder =-D- S(t)

gung des Wagens, welche von der Position s des Wa-

gens abhangt. Da sich die Position des Wagens kon- :
. Uc ab. Da keine zusatzliche Spannungsquelle vor-
. handen ist, muss fiir die Summe der Teilspannungen
- Ucund U gelten:

Uc+Up=0

tinuierlich mit der Zeit t &ndert, &ndert sich auch die
Beschleunigung a(t) kontinuierlich mit der Zeit:

FWagen = FFeder
m-a(t)=-D-s(t)

m-a(t)+D-s(t)=0

Die Abbildung zeigt einen geladenen Kondensator,
: der im nachsten Moment Uber eine Spule entladen
* wird. Es beginnt eine elektromagnetische Schwin-

gung. Sie soll ohne Energieverlust, also ohne Wider-

duktionsspannung ist U entgegengerichtet und ent-

sacht, hangt die Stromstédrke vom Wert der Spannung

FQ ., .dl_
ZE+L dt_o

Ldi =0



DefinitionsgemaR gilt:

a(t)_A]tlTo At dt 0

In Worten: Die Beschleunigungsfunktion ist die zeit-
© Ableitung der Ladungsfunktion.

liche Ableitung der Geschwindigkeitsfunktion.
AuBerdem gilt:

o(t) = Altlino At dt

In Worten: Die Geschwindigkeitsfunktion ist die
. ist die 2. Ableitung der Ladungsfunktion.

1. Ableitung der Ortsfunktion.
Somit ergibt sich: a = » = §. Eingesetzt in :

m-$+D-s=0

Differentialgleichung der freien ungedampf-
ten mechanischen Schwingung
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DefinitionsgemaR gilt:

0= 1im AQ_dQ_ &
: I(t)= lim _dt_Q

At—0 At

In Worten: Die Stromstarkefunktion ist die zeitliche

AuBerdem gilt:

j—dl_d(da)odn_dQ_ 5
I_dt_dt(dtQ)_dtZQ_dtz_Q

In Worten: Die 1. Ableitung der Stromstarkefunktion

Eingesetzt in (1b) folgt:

I_.QJ,%.Q:O

Differentialgleichung der freien ungedampf-
ten elektromagnetischen Schwingung

Die Gleichungen (2a) und 2b) enthalten die Funktion s(t) bzw. Q(t) und jeweils ihre zweite Ableitung. Man
nennt eine solche Gleichung homogene Differentialgleichung 2. Ordnung. Wenn man eine Funktion
s(t) bzw. Q(t) findet, die eine Lésung fir die Differentialgleichung ist, kann man zu jedem Zeitpunkt t die
Position s des Wagens bzw. die Ladung Q und Spannung U des Kondensators bestimmen - das ist das

Ziel.

Losungsweg

mechanische Schwingung

elektromagnetische Schwingung

Zunéachst wird die Differentialgleichung etwas um-
geschrieben:

einen negativen Vorfaktor wieder mit der urspriing-

lichen Funktion von s Gbereinstimmen muss. Mathe-

also folgenden

Lésungsansatz:
s(t) =s,-cos(w-t)
mit

so = Amplitude £ maximale Auslenkung
Kreisfrequenz @ - Zeit t = Winkel ¢ = 2—# t

Zundchst wird die Differentialgleichung etwas
. umgeschrieben:

- Q=-¢Q
Man sieht, dass die zweite Ableitung von s bis auf
© einen negativen Vorfaktor wieder mit der urspriing-
. lichen Funktion von Q (bereinstimmen muss.
matisch ist dies bei der Sinus- oder Kosinusfunktion
der Fall. Fur die Differentialgleichung verwenden wir :
. wenden wir also folgenden

Man sieht, dass die zweite Ableitung von Q bis auf

Mathematisch ist dies bei der Sinus- oder Kosinus-
funktion der Fall. Fir die Differentialgleichung ver-

Losungsansatz:
Q(t) = Qy*cos(w-1)
mit

Qo £ Amplitude = maximale Ladung

Kreisfrequenz - Zeit t = Winkel ¢ = 2

5 -
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9 Differentialgleichung der em-Schwingung im LC-Kreis

Durch Ableiten nach der Zeit t erhélt man:
$=-w-sg-sin(w-t)

§=-0% sy cos(w-t)

Setzen wir die Gleichungen und in die

Differentialgleichung (3a) ein, erhalten wir:
D

m

2

-0° sg-cos(m-t) =-=-s5"cos(w-t)

Fir jeden Zeitpunkt t gilt demnach:

_D

m
_./D
0=12
Ausgedriickt fur die Periodendauer T bedeutet das:

2n_./D
T m

Mit dieser Formel fiir die Periodendauer und den

Funktionen s(t), v(t) und a(t) sind die Parameter
: Schwingung zu jedem Zeitpunkt bestimmt.

der Schwingung zu jedem Zeitpunkt bestimmt.

Die Graphen der Funktionen s(t) und o(t) sehen so
. sehen so aus:

N (CE %
N

—a?=

Durch Ableiten nach der Zeit t erhalt man:
Q=-0"Qpsin(w-t)
Q=-0% Qq-cos(w-t)

Setzen wir die Gleichungen (4b) und (5b) in die Diffe-
rentialgleichung (3b) ein, erhalten wir:
1

~®2-Qq-cos(w t) = -—-Qq-cos(w-t)

c
Fir jeden Zeitpunkt t gilt demnach:
2 1

“IC
_ /T
©=V1ic

Ausgedrickt fur die Periodendauer T bedeutet das:

2 [T
T LC
T=2xVIC

(,Thomson-Formel®)

© Mit dieser Formel fiir die Periodendauer und den

Funktionen Q(t) und I(t) sind die Parameter der

Die Graphen der Funktionen Uc(t) =$ und I(t)

e

t

Die Kosinusfunktion, bei der der Ort s bzw. die Ladung Q zum Zeitpunkt t = O maximal ist, entspricht als Ansatz der Ausgangssituation besser
als die Sinusfunktion. Man sagt, die Randbedingung s(t = O) = s, wird nur von der Kosinusfunktion erfllt.

Wenn sich periodisch veranderliche GréBen durch Sinus- bzw. Kosinusfunktionen beschreiben lassen,
spricht man von einer harmonischen Schwingung. Die rlcktreibende Kraft auf den schwingenden
Korper wird durch ein lineares Kraftgesetz beschrieben (F = - D - s), was dazu flihrt, dass alle zeitabhan-
gigen ZustandsgroRen (s, v, a) sinus- bzw. kosinusartig sind. So lasst sich sagen, dass ein lineares Kraft-
gesetz die Bedingung fiir eine harmonische Schwingung ist.

Energieerhaltung bei der elektromagnetischen Schwingung
Mithilfe der Funktionen Q(t) und I(t) ldsst sich nun zeigen, dass die Gesamtenergie E,, fiir jeden Zeit-
punkt den gleichen Wert besitzt:
Eye = B * Epgg =5 CU + 3 L12 = 3-LQ2 + $1Q? = 5= Q2 cos?(wt) + %Lng?jsinz(mt)
Q

Lc
= konstant.

onN

% cost(or) + sint(on) =1L

=1
2 C
1

Im Diagramm fiihrt die Addition beider Energieterme zu einer Funktion mit festem Wert:

d %T lT §T T t
B1 \ t-E-Diagramm mit der elektrischen Energie E,,, der magnetischen Energie E,,., und der konstanten Gesamtenergie E,,.
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1\ Die Differentialgleichung wurde Uber den Spannungsansatz U, = U gewonnen. Eine alternative
Herleitung geht vom Energieansatz aus: % CU? + %le = konstant.
Leiten Sie diese Gleichung nach der Zeit ab (Kettenregel beachten!) und zeigen Sie, dass das Ergebnis
ebenfalls zur Differentialgleichung (2b) fihrt.

2\ Einidealer Schwingkreis, der aus einem Kondensator mit der Kapazitit C = 44 pF und einer Spule mit
der Induktivitat L = 3,0 uH besteht, schwingt ungedampft. Zum Zeitpunkt t = O ist der Kondensator
vollstandig geladen, die Spannung betragt dann 12'V.

a) Berechnen Sie die Periodendauer T. [Kontrollergebnis: T=7,2-10785s]

b) Ermitteln Sie den Zeitpunkt, zu dem der Kondensator erstmals vollstandig entladen ist. Bestimmen Sie
die Stromstarke | zu diesem Zeitpunkt [Kontrollergebnis: t =1,8-1078s].

c) Zeichnen Sie den zeitlichen Verlauf der Spannung und der Stromstéarke innerhalb einer Periodendauer.

3\ Eine mechanische Schwingung ist dann harmonisch, wenn die riickstellende Kraft durch ein lineares
Kraftgesetz beschrieben wird.

a) Begriinden Sie dies.

b) Suchen Sie Beispiele verschiedener Schwingungen und begriinden Sie, ob es sich um harmonische
oder nichtharmonische Schwingungen handelt.

4\ Erstellen Sie tabellarisch eine Gegentiberstellung von korrespondierenden GréRen der mechanischen
und der elektromagnetischen Schwingung. Diskutieren Sie, ob man ausgehend von der Differential-
gleichung der freien ungedampften mechanischen Schwingung eine Differentialgleichung der elektro-
magnetischen Schwingung aufstellen kann, wenn man sich allein der Analogien zwischen diesen
Schwingungssystemen bedient. Entscheiden Sie, ob dieses Verfahren auch fur andere Schwingungs-
arten geeignet ist.

5\ Setzen Sie den zeitlichen Verlauf der potentiellen und kine- -
tischen Energie eines vertikalen Federpendels in Beziehung zu f” H_[ {H}
den entsprechenden Energiekurven des Schwingkreises (vgl.

B2). [ -
@ & 5

6\ Ein Wagen (m = 2,00 kg) bildet mit zwei Federn, die jeweils § % é %
die Federharte D; = 16,0% besitzen, ein horizontales Pendel. B2 \ Vergleich elektromagnetischer
Beide Federn sind 5,0 cm von der Gleichgewichtslage aus- Schwingkreis und Federpendel.
gelenkt. Die nun einsetzende Schwingung sei ungedampft.

a*) Zeigen Sie, dass die Federharte des Schwingungssystems (g) g
D=2-Dist. |

b) Bestimmen Sie die Kreisfrequenz m der Schwingung. :4;%

c) Stellen Sie die Differentialgleichung auf, die das Schwingungs-
system beschreibt und geben Sie eine allgemeine Lésung s(t)
an.

d) Der Wagen wird nun um sy = 5,0 cm ausgelenkt und losgelassen. Die Spannenergie wird durch die
Funktion Egp,nn = %Ds2 beschrieben. Zeichnen Sie mithilfe eines digitalen Tools diese Funktion fiir den
Bereich [0; 25s].

e) Berechnen Sie die Maximalgeschwindigkeit des Wagens und seine Momentangeschwindigkeit zum
Zeitpunkt t = 0,50s.

f) Geben Sie allgemein die kinetische Energie E,;, als Funktion von s an.

B3 \ Horizontales Federpendel mit Wagen.
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