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Der Kapitelaufbau in mathe.delta Studienstufe

Alle Kapitel haben dieselbe Struktur und sind aus denselben Gliederungseinheiten aufgebaut.
Die Konzeption hat die besonderen Anforderungen der miindlichen Abiturpriifung dabei von Anfang an im Blick.

Einstieg und Ausblick

= Uberblick liber die Inhalte des Kapitels

Unterkapitel - Herleitungen und
Merkwissen
= motivierender Einstieg

= Vorgehensweise und Methodik als ,roter Faden” des Kapitels = ausflhrliche Hinfiihrung und
= Ausblick auf die zu erwerbenden Kompetenzen Herleitung der Inhalte
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Klausurvorbereitung und Abiturvorbereitung

= jeweils drei Seiten Training anhand typischer
Aufgabenstellungen

= Reflexion Uber die fiir die Abiturpriifung besonders
relevanten Aufgabenformate

O [ /
S
S
Alles im Blick
= Ubersicht iiber die Inhalte und
Kompetenzen mit Bezug zum Horizonte
Bildungsplan = Anwendungen und

Vertiefungen (auch eA)

Durch Eingabe des Mediencodes 63025-01 im Suchfeld auf
www.ccbuchner.de gelangen Sie zu Materialien wie z.B.
Erklarvideos und Losungen ausgewahlter Aufgaben.
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mathe.delta - Studienstufe: Konzeption des Lehrwerks

mathe.delta — Studienstufe ist auf die Mathematik-Studienstufe zugeschnitten und ermog-
licht eine passgenaue Vorbereitung auf die Abiturpriifung. Hierfiir wurde fiir mathe.delta -
Studienstufe ein komplett neues Konzept entwickelt, das eine Fiille gangiger Priifungsfragen
stellt, die Operatoren schult und an mehreren Stellen und durch unterschiedliche konzeptio-
nelle Elemente die Abiturpriifung simuliert.

Jedes Kapitel ist in mehrere Untereinheiten gegliedert und enthélt eine Reihe verschiedener,
aber in jedem Kapitel immer gleicher Seitentypen.

Die folgenden Ausfiihrungen erldutern die didaktischen Intentionen der einzelnen Strukturele-
mente und unterstiitzen Sie als Lehrkraft bei lhrem Unterricht mit mathe.delta - Studienstufe.

Auftaktdoppelseite und Startklar

= Auf der Auftaktdoppelseite wird der dem Kapitel zugrunde liegende Leitgedanke vorge-
stellt und aufgezeigt, was in den einzelnen Unterkapiteln thematisiert wird und gelernt
werden kann.

= |n Startklar konnen die Schiilerinnen und Schiiler wesentliche Inhalte der vergangenen
Schuljahre wiederholen. Dieser intensiven Wiederholung liegt die Idee zugrunde, dass Vor-
wissen ein wesentlicher Faktor flir Leistung ist und dass Kompetenzen aus vergangenen
Schuljahren gerade in einem hierarchisch aufgebauten Fach wie Mathematik besonders
wichtig sind.

= Auf der linken Seite einer Doppelseite werden diese wesentlichen Inhalte vorgestellt, auf
der rechten Seite finden Sie parallel dazu eine vorgerechnete Beispielaufgabe und weitere
Aufgaben zum selbstandigen Uben.

= Die Losungen der Aufgaben im Anhang ermdglichen den Schiilerinnen und Schiilern eine
selbstandige Uberpriifung ihrer Fahigkeiten.

Unterkapitel

= Jedes Unterkapitel beginnt mit einer einflihrenden Doppelseite, an deren Beginn unter
Entdecken eine Einstiegsaufgabe steht, und auf der anschlieBend unter Verstehen
(ankniipfend an die Einstiegsaufgabe) das Wesentliche langsam und ausfiihrlich erklarend
entwickelt wird.

= Die inhaltlichen Kompetenzen sind in verstandlicher Sprache und in komprimierter Form in
Merke-Kasten zusammengefasst.

= Auf den folgenden zwei, vier oder sechs Seiten finden Sie ein reichhaltiges Angebot an
Ubungsaufgaben. Die Aufgaben sind durch Farbkategorien nach aufsteigendem Kom-
plexitatsgrad geordnet: erfordern einfache Rechenoperationen; blaue
Aufgaben sind vernetzende Standardaufgaben und verkniipfen z. B. unterschiedliche
Darstellungsformen miteinander. Rote Aufgaben vertiefen das Erlernte und bewegen sich
auch auf erhhtem Anforderungsniveau.

= Zwischen den griinen und den blauen und nach den roten Aufgaben finden Sie jeweils
unter Nachgefragt typische Fragen, die die Schiilerinnen und Schiiler auf die Abiturpriifung
vorbereiten. Die Fragen regen zum Reflektieren an, fordern zum Beurteilen und Argumen-
tieren auf und dazu, Verfahren oder Vorgehensweisen zu beschreiben. Damit werden die
fiir das Abitur wesentlichen Operatoren abgebildet.



= In regelmaRBigen Abstdnden finden Sie vorgerechnete Beispielaufgaben, die wesentliche
Aufgabentypen abbilden, und deren vorgegebene Losungswege das Verstandnis erleich-
tern. Diese Beispiele sollen den Schiilerinnen und Schiilern den Zugang zum Thema ermdg-
lichen und Lernprozesse initiieren.

= Der Umfang des Aufgabenangebots eroffnet Ihnen als Lehrkraft die Moglichkeit einer
gezielten Auswahl nach eigenem Ermessen.

Klausurvorbereitung

= Aufden drei Seiten zur Klausurvorbereitung finden Sie mehrere, zum jeweiligen Kapitel
passende Aufgaben, die auf schriftliche Klausuren vorbereiten.

= Eroffnet werden die jeweiligen Aufgaben durch ein Warm Up mit zwei bis drei Basis-
aufgaben zu Themen und Grundkompetenzen aus vergangenen Schuljahren oder
Unterrichtseinheiten, jedoch jeweils verwandt zu den nachfolgenden Aufgaben.

= Abgeschlossen werden diese Seiten durch einen zusammenfassenden Uberblick iiber typi-
sche Aufgabenformate und Fragestellungen, die im Kontext des jeweiligen Kapitelthemas
auftreten kdnnen.

Abiturvorbereitung

= Auf den drei Seiten zur Abiturvorbereitung finden Sie mehrere, zum jeweiligen Kapitel
passende Aufgaben, wie sie im Abitur gestellt werden kénnen.

= Den Abschluss bildet eine Zusammenstellung von typischen Fragen, wie sie im Abitur zum
jeweiligen Kapitelthema gestellt werden kénnen. Wie schon bei,Nachgefragt” regen die
Fragen zum Reflektieren an, fordern zum Beurteilen und Argumentieren auf und dazu,
Verfahren oder Vorgehensweisen zu beschreiben. Damit werden die fiir das Abitur wesent-
lichen Operatoren abgebildet.

Alles im Blick

= Die Doppelseite Alles im Blick am Ende eines Kapitels macht zum einen transparent, dass
mathe.delta - Studienstufe den Bildungsplan vollstandig abbildet und damit eine solide
Abiturvorbereitung gewdhrleistet.

= Zum anderen wird aufgezeigt, wie mathe.delta - Studienstufe den Bildungsplan konkre-
tisiert und umsetzt.

= SchlieB3lich werden die fiir das jeweilige Unterkapitel typischen und wesentlichen Kompe-
tenzen und Aufgaben aufgezahlt und aufgezeigt, an welchen Stellen des Kapitels man sie
iben kann und wo man im Buch dazu Hilfe findet.

Horizonte

= Diese Seitenkategorie bietet auch Inhalte fiir das erhdhte Anforderungsniveau und blickt
tiber das durch den Bildungsplan vorgegebene grundlegende Anforderungsniveau hinaus.
Es werden interessante Aspekte beleuchtet, die an die Inhalte des Kapitels ankniipfen und
Ausblicke auf Kompetenzen liefern, die auch in unterschiedlichen Studiengé@ngen hilfreich
sein kdnnen.



Vorwissen — Operatoren

Aufgaben werden in der Mathematik oft mithilfe von Operatoren formuliert. Im Folgenden
werden die fiir die miindliche Abiturpriifung zentralen Operatoren wiederholt.

Begriinden, argumentieren

n Begriinden Sie, dass eine ganzrationale Funk-  eine Aussage oder einen Sachverhalt durch
tion dritten Grades mindestens eine und Berechnungen, nach giiltigen Schlussregeln,
héchstens drei Nullstellen haben kann. durch Herleitungen oder inhaltliche Argumen-

tation verifizieren oder falsifizieren
Losung:
Aufgrund ihres Verhaltens fiir x— * oo verlduft die Funktion entweder vom 2. in den 4. oder
vom 3. in den 1. Quadranten. Somit hat sie mindestens eine Nullstelle. Sie kann hdchstens
drei Nullstellen haben, da eine Funktion vom Grad n maximal n Nullstellen hat.

Beschreiben

a Beschreiben Sie, wie Sie von einer in Normal- einen Sachverhalt oder ein Verfahren in voll-

form gegebenen Parabel die Extremstelle standigen Sétzen unter Verwendung der Fach-
bestimmen kénnen sprache mit eigenen Worten wiedergeben

Losung:

Man wandelt die Normalform durch quadratische Ergdnzung in die Scheitelform um. Quad-
ratische Ergdnzung bedeutet, dass man eine Zahl so addiert (und anschlieSend wieder sub-
trahiert), dass ein Binom entsteht.

Beispiel: f(x) = x>+ 3x+4 = (*+3x+225)-225+4 = (x+1,5)?+ 1,75

Der Scheitel S (-1,5/1,75) ist ein Minimum, da die Parabel wegen des positiven Vorzeichens
vor x? nach oben geéffnet ist.

Operator 3 ’ . .
Erklaren, erlautern

B Erlautern Sie, dass eine Funktion, die in einem  Sachverhalte auf der Grundlage von Vorkennt-
Punkt eine waagrechte Tangente hat und dort  nissen so darlegen und veranschaulichen, dass
ihr Monotonieverhalten andert, in diesem slle il ca e
Punkt ein Extremum hat.

Losung:

Nach dem Monotoniesatz gilt: Wenn f’(x) > 0, ist die Funktion streng monoton steigend;
wenn f'(x) < 0, ist die Funktion streng monoton fallend. Gilt demnach f'(x,) = 0

und wechselt das Vorzeichen von ' an x, von + nach -, liegt ein Maximum vor; wechselt das
Vorzeichen von f’ an x, von — nach +, liegt ein Minimum vor.

Operator 4 '
Untersuchen

u Untersuchen Sie die Funktion f mit Probleme bzw. Fragestellungen nach fachlich
f(x) = x>+ 2x* + x auf Nullstellen. tiblichen beziehungsweise sinnvollen Kriterien
zielorientiert erkunden

Losung:
XC+2%+x =0 x(P+2x+1)=0 & x(x+ 1) =0= xy, = 0 und Xy, = -1



1.1

1.2

Begriinden Sie, ob folgende Aussage richtig ist:,Die Ableitung des Negativen einer Funk-
tion ist gleich dem Negativen der Ableitung der Funktion.”

Die Funktion f sei eine ganzrationale Funktion dritten Grades. Welche der Aussagen sind
wahr? Begriinden Sie.

a) fhat mindestens einen Hochpunkt.

b) fhat zweilokale Extremstellen.

¢) Wenn fan der Stelle x, einen Tiefpunkt hat, dann ist f'(x,) = 0.

d) Wenn f'(x,) = 0 ist, dann hat f an der Stelle x, einen relativen Extremwert.

2.1

2.2
23

24

Beschreiben Sie, wie man aus dem Graphen einer Ableitungsfunktion den Graphen einer
maoglichen Ursprungsfunktion rekonstruieren kann.

Beschreiben Sie, wie Sie die Extremstellen einer Funktion bestimmen konnen.
Beschreiben Sie, wie Sie eine Funktion auf Monotonie untersuchen konnen.

Beschreiben Sie, wie Sie eine Funktion auf ihr Verhalten im Unendlichen, also
fir x = + oo, untersuchen kdnnen.

3.1 Erlautern Sie am Beispiel der Funktion f mit f(x) = 3x* (eventuell unter Zuhilfenah-

me einer Skizze) die Begriffe Sekante, Sekantensteigung, Tangente, Tangentensteigung,
Differenzenquotient und Differentialquotient.

3.2 Erlautern Sie mit eigenen Worten und anhand eines Alltagsbeispiels die Begriffe not-

wendiges Kriterium und hinreichendes Kriterium.

3.3 Erlautern Sie mit eigenen Worten, einer Skizze und anhand einer selbstgewahlten Funk-

tion die Begriffe notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir Extremstellen.

4.1 Untersuchen Sie die Funktion f mit f(x) = 2x3 + 3x*> + 4x auf Nullstellen.

4.2 Untersuchen Sie die Funktion f mit f(x) = —x* + 2x* - 4 auf Extremstellen.

4.3 Untersuchen Sie die Funktion f mit f(x) = —=x3 + 3x auf Monotonie.



Erweiterung der Differentialrechnung I

Ableitungsregeln

Einstieg

In diesem Kapitel wollen wir die Arbeitsweise eines Mathematikers simulieren.
Die Phanomene, mit denen wir uns beschaftigen, sind einerseits Terme, anderer-
seits ihre zugehdrigen Graphen mit ihren Eigenschaften wie Extrempunkte oder
Monotonieverhalten. Wir gehen dabei so vor, dass wir Terme auf verschiedene
Arten miteinander kombinieren.

In einem ersten Schritt kombinieren In einem zweiten Schritt kombi-

wir Terme, indem wir sie additiv mit- nieren wir Terme, indem wir sie mul-
einander verknipfen. tiplikativ miteinander verkniipfen. |4

Am Ende des ersten Am Ende des zweiten
Unterkapitels kdnnen Sie Unterkapitels haben Sie
Funktionen wie die Produktregel als
f(x) =2x° +3x+6 neue Ableitungsregel
ableiten sowie auf kennen gelernt und
Monotonie, Symmetrie konnen Funktionen wie
und Nullstellen f(x) = (x+5)%- (x=3)
untersuchen. / ableiten.

A

In einem dritten Schritt kombinieren In einem vierten Schritt nehmen
wir Terme, indem wir sie miteinander wir den Sinus und Kosinus hinzu

verketten. Dabei entsteht eine innere und kombinieren sie mit linearen
und eine duflere Funktion. Termen.

Am Ende des dritten Am Ende des vierten \
Unterkapitels haben Sie die Unterkapitels kdnnen Sie
Verkettung von Termen Funktionen wie
kennengelernt und kénnen f(x)=4-sin(x+2)
Funktionen wie ableiten sowie auf Mono-
f(x) = (3x +4)° mit der tonie, Symmetrie und
Kettenregel ableiten. Nullstellen untersuchen.

10



Was ist Mathematik? Der renommierte Mathematiker Keith Devlin
beantwortete diese Frage sinngemaR wie folgt: Mathematik ist die
Wissenschaft von den Mustern. Sie untersucht abstrakte Muster, z.B.
Zahlenmuster, Termmuster oder Muster in Graphen. Dabei geht es
z.B. darum, Ahnlichkeiten zwischen zwei Phanomenen zu erkennen
und diese in Beziehung zu setzen zu Ahnlichkeiten zweier anderer
Phanomene.

Ausblick

Die Mustererkennung, die sich als roter Faden durch das Kapitel zieht,
spielt sowohl beim Zusammenspiel zwischen dem Aussehen des Terms
und dem Aussehen des Graphen eine Rolle als auch beim Erkennen
und Entdecken der Ableitungsregeln.

11



- 1 m Ich kann schon ...

A
Lineare Funktionen untersuchen und zeichnen

Lineare Funktionen haben die Funktions- yi
gleichung y = m - x + c. Der Graph ist eine

Gerade, wobei m deren Steigung angibt und 34
c den y-Achsenabschnitt, d. h. die y-Koordi- N
nate des Schnittpunktes mit der y-Achse. gbéiﬂsrﬁt”t .

Die Steigung kann mithilfe des Steigungs- /<
drmecyl:s_l;erechnet werden: L L
m=

Quadratische Funktionen untersuchen und zeichnen

Quadratische Funktionen haben die Funktionsgleichung f(x) = a- (x—d)* + e (Scheitel-

punktform) oder f(x) = ax? + bx + ¢ (Normalform) oder f(x) = (x—m) - (x—n) (faktorisierte

Form). Ihren Graphen nennt man Parabel.

= Der Vorfaktor a bewirkt eine Streckung oder Stauchung der Parabel und macht eine Aus-
sage (iber ihre Offnung:

O<a<1 a>1 -1<a<0 a<-1
nach oben gedffnet, nach oben gedffnet, nach unten gedffnet, nach unten gedffnet,
gestaucht gestreckt gestaucht gestreckt

= Der Parameter d bewirkt eine Verschiebung der Parabel in x-Richtung (fiir d < 0 nach links,
fir d > 0 nach rechts).

= Der Parameter e bewirkt eine Verschiebung der Parabel in y-Richtung (fiir e < 0 nach
unten, fiir e > 0 nach oben).

= Der Scheitelpunkt hat die Koordinaten S(d|e).

Jeder der drei Darstellungen hat ihren Vorteil:

Darstellung Scheitelpunktform Normalform Faktorisierte Form
Funktionsgleichung | f(x) = a-(x-d)*+e f(x) = ax®+bx+c f(x) = (x-m)-(x-n)
Beispiel f(x) = 2(x-2,5)%-4,5 f(x) = 2x*-10x+8 fx) =2(x=1)(x-4)
Direkt ablesbar Scheitelpunkt S(2,5|-4,5) | Schnittpunkt mit y-Achse | Nullstellen N, (1|0) und
Streckfaktor 2 (0]8); Streckfaktor 2 N, (4|0); Streckfaktor 2

Hat eine Parabel zwei Nullstellen, liegt die x-Koordinate des Scheitels in der Mitte der Nullstellen.

Man kann die Normalform durch quadratische Erganzung in Scheitelpunktform tiberfiihren:

1. Schritt: f(x) = 2x*-10x+8 = 2- (xX* = 5x +4)
Ausklammern des Vorfaktors
2. Schritt: f(x) = 2-(X*=5x+4) = 2-(x*-5x+6,25 - 6,25 + 4)

Term in Klammer zu bino-
mischer Formel erganzen

3. Schritt: f(x) =2-0¢-5x+625-625+4) = 2-((x* - 5x +6,25) - 6,25 + 4)
binomische Formel erzeugen =2-((x-2,5*-2,25)
4. Schritt: f(x) =2-(x-25-45

mit Vorfaktor multiplizieren

12



Ableitungsregeln

1.1

1.2

Aufgaben 1

Bestimmen Sie rechnerisch die Gleichung einer linearen Funktion, deren Graph durch den
Punkt P (3|-1) verlauft und die Steigung % hat.

Loésung:

Eine lineare Funktion hat die Gleichung y = m - x + c. Die Steigung m = 4—7 ist gegeben.

Den y-Achsenabschnitt ¢ berechnet man durch Einsetzen der Koordinaten des Punkts P:

-1 = 4—7-3 +tc=>c=-1- 4—7-3 = —1,75. Die Geradengleichung lautet somit y = 4—7x— 1,75.

Bestimmen Sie rechnerisch die Gleichung einer linearen Funktion, deren Graph ...

a) die Nullstelle 2,5 und den y-Achsenabschnitt -1 % hat.
b) durch die beiden Punkte A(-2|-0,75) und B(4,6|1,2) verliuft.

Zeichnen Sie jeweils den Graphen der Funktion.
a) y=15x+2 b)y:—%x—1 Qy=2

2.1

2.2

23

24

2.5

2.6

Aufgaben 2

Bestimmen Sie den Scheitelpunkt der quadratischen Funktion f mit f(x) = x* + 5x + 5.
Losung:

Uberfiihren von Normal- in Scheitelform durch quadratische Ergéinzung:

flx) = X+ 5x+5 = (°+5x+6,25)-625+5 = (x+2,5)°- 1,25 = Scheitel S(-2,5/-1,25)

Bestimmen Sie jeweils den Scheitelpunkt der quadratischen Funktion f.
a) f(x) = x*-4x+5 b) f(x) = -2X*+4x-6 o) f(x) =-2x*-5

Skizzieren Sie die Graphen der folgenden quadratischen Funktionen f, indem Sie die Null-
stellen und daraus den Scheitelpunkt bestimmen.
a) f(x) = —2x*+2x+4 b) f(x) = x*-x—1 o) f(x) = -x*-6x-8

Gegeben sind drei Gleichungen, die alle die gleiche Funktion beschreiben:
100 =-2x-1] 445 2 f0=-20+D-2 3 ) = 20+ 2x+4,

a) Weisen Sie nach, dass es sich um die gleiche Funktion handelt.
b) Geben Sie fiir die jeweilige Darstellung die direkt ablesbaren Informationen tiber den
Funktionsgraphen an und skizzieren Sie anschlieBend das Schaubild.

Leiten Sie jeweils aus der Funktionsgleichung wesentliche
Eigenschaften des zugehdrigen Graphen ab und skizzieren
Sie anschlieBend den Graphen.

a) f(x) =x>+7x+12 b) f(x) = —(x+1)(=x=1)

Geben Sie die Gleichung der Funktionen f, g und h zu den
abgebildeten Funktionsgraphen an.

Gegeben sind die drei folgenden quadratischen Funktionen:

f(x) = (x + 4)? gx) = -(x=5°+9 h(x) = -x*-8.

a) Geben Sie zu jeder der drei Parabeln den Scheitelpunkt sowie den Schnittpunkt mit der
y-Achse an.

b) Prifen Sie rechnerisch, ob der Punkt B(3%| 6,75) auf dem Schaubild von g liegt.

¢) Das Schaubild der Funktion f wird an der x-Achse gespiegelt, um eine Einheit nach
oben und sechs Einheiten nach rechts verschoben. Wie lautet die neue Funktions-
gleichung?

13
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Die Wirkung des Exponenten in Potenzfunktionen erklaren und Potenzfunktionen

14

ableiten

Potenzfunktionen haben die Funktionsgleichung f(x) = X/, r € Z. Der Exponent r bestimmt
das Aussehen des Graphen.

Potenzfunktionen mit natiirlichen Hochzahlen

gerade Hochzahl ungerade Hochzahl

Beispiele: f(x) = x% x* x Beispiele: f(x) = x3; x; x"
Definitionsmenge D = R Definitionsmenge D = R
Nullstelle bei (0]0) Nullstelle bei (0] 0)
Tiefpunkt bei (0|0) kein Extrempunkt, monoton steigend
gemeinsame Punkte: gemeinsame Punkte:
©lo), (1[1), =11 ©lo), (111), =1]-1)
symmetrisch zur y-Achse punktsymmetrisch zum Ursprung

y y

2 1 y=x

Potenzfunktionen mit negativen ganzen Hochzahlen

gerade Hochzahl ungerade Hochzahl
Beispiele: f(x) = x% x™* x® Beispiele: f(x) = x% x5 x®
Definitionsmenge D = R\{0} Definitionsmenge D = R\{0}
keine Nullstellen, x-Achse und y-Achse sind keine Nullstellen, x-Achse und y-Achse sind
Asymptoten Asymptoten
kein Extrempunkt, aber untere Schranke 0 kein Extrempunkt, monoton fallend
gemeinsame Punkte: gemeinsame Punkte:
(1) und (-1]1) (1) und (=1]-1)
symmetrisch zur y-Achse punktsymmetrisch zum Ursprung

Die Graphen nennt man Hyperbeln; sie bestehen aus zwei Asten, die sich an die Koordinaten-
achsen anschmiegen. Die Koordinatenachsen sind die Asymptoten.



Ableitungsregeln

3.1

3.2

33

34

3.5

3.6

3.7

Die Abbildung zeigt das Schaubild einer Ay
Funktion f, deren Gleichung die Form ]
y = a-Xx" hat. ‘ 2+
Welche Aussagen konnen Sie ohne —
Rechnung tiber a und r machen? Bestimmen -6 -4 -2 ,

Sie die Parameter a und r anhand der
gegebenen Punkte P(1]-3) und Q(3|-1).

Losung:

r muss negativ (z. B. wegen Definitionsliicke bei x = 0) und ungerade (z. B. wegen Punkt-
symmetrie) sein, a muss negativ sein, damit fiir positive x negative Werte entstehen.

Aus -3 = a- 1" (Punkt P) folgt a = -3. Damit folgt aus =1 = -3 - 3" (PunktQ) r = - 1.

Die Gleichung der Funktion flautet somit y = -3 -x" = -3,

X
Die Abbildung zeigt Schaubilder der
Funktionen f und g; ihre Gleichungen haben f
beide die Form y = a-x".
Bestimmen Sie mithilfe der Punkte P, Q bzw.

R, S fiir beide Funktionen aundr. 32 -

Gegeben ist das Schaubild einer Potenz- 1
funktion f der Form y = a- x".
Welche Aussagen konnen Sie Uiber a und r 4+
machen? Begrlinden Sie Ihre Antwort. Es ist . .

bl

keine Rechnung verlangt. B+

Skizzieren Sie die Graphen der folgenden Funktionen.
fx) = -x° g =x7° h(x) = x* -1

Eine Funktion der Form f(x) = a-x" (n € N) geht durch die Punkte A(-1 |-4) und

B(0,5]0,125). Bestimmen Sie die zugehérige Funktionsgleichung.

Welche Potenzgleichung der Form a-x" = d (ne N)

bl

Ay
ist in der Abbildung graphisch dargestellt? Die Punkte A 3T
und B haben die Koordinaten A(-2|2) und B(1]|-0,25). 2+
Bestimmen Sie die Losung rechnerisch (mit dem WTR). &__
Die Funktion fist gegeben durch f(x) = %x'z; x # 0. I : >
a) Skizzieren Sie das Schaubild von f. IS _1_1 1 i
b) Um wie viel Prozent verandert sich der Funktions-
wert, wenn x (x > 0) verdoppelt wird? -27
Die Abbildung zeigt das Schaubild einer BT
Funktion, deren Gleichung die Form y = a-x"
hat. Welche Aussagen konnen Sie ohne Rech- 'y 1
nung liber a und r machen? Pe Q
Bestimmen Sie die Parameter a und r anhand EEEEED IR IR EEERY

der gegebenen Punkte P(1]0,5) und Q(4]1).

Erweiterung:
Wurzelfunktion

Aufgaben 3

15
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Symmetrie ganzrationaler Funktionen und deren Verhalten im Unendlichen
untersuchen

Der Graph einer Funktion f ist achsen- y
symmetrisch zur y-Achse, falls fir alle
Werte von x gilt: f(-x) = f(x).

y
f(x) =% - 2x
Der Graph einer Funktion f ist punkt- ~

A
symmetrisch zum Ursprung, falls fiiralle ~ f)=x"-x*

Werte von x gilt: f(-x) = —f(x). achsensymmetrisch punktsymmetrisch

Das Verhalten des Graphen von f mit

fX) = ap-X"+ap.1 X" "+...+a - X+a
fiir |x| — o héngt nur von a, und n ab:
Ist n gerade und a, > 0, verlauft der Graph
von links oben nach rechts oben.

Ist n gerade und a, <0, verlauft der Graph
von links unten nach rechts unten.

Ist n ungerade und a, > 0, ,kommt” der
Graph von links unten und verlauft nach
rechts oben.

Ist n ungerade und a, <0, ,kommt” der
Graph von links oben und verlduft nach
rechts unten.

Die Ableitung erklaren

16

Wahrend der Differenzenquotient die Sekantensteigung und damit die mittlere Ande-
rungsrate angibt, gibt der Differentialquotient die Steigung der Tangente an eine Kurve an
und damit die momentane Anderungsrate.
Als Ableitung bezeichnet man den Grenzwert des Differenzenquotienten. Die Ableitung
einer Funktion in einem Kurvenpunkt gibt die Steigung des Funktionsgraphen in diesem
Kurvenpunkt an:

f(Xo + h) = (xo)

Flxg) = Jim e,

Tangente

f(x) = f(xo)
X=X

Differenzialquotient: le £ Tangentensteigung



Ableitungsregeln

Aufgaben 4
u Untersuchen Sie den Graphen von f(x) = x*> + 4x* + 5x - 6 auf Symmetrie und auf sein

4.1

4.2

4.3

Verhalten im Unendlichen.

Lésung:

Da f (x) gerade und ungerade Exponenten enthdilt, liegt keine Symmetrie zum Koordinaten-
system vor. Der hichste Exponent ist 3, der Vorfaktor von X ist positiv. Deshalb strebt der
Graph fiir x— —oo gegen —eo und fiir x— e gegen oo.

Untersuchen Sie die Graphen von f auf Symmetrie und auf ihr Verhalten im Unendlichen.
a) f(x) = 2x° +3x b) f(x) = -x*+3x*+1 Q) fx) =X +x+x
d) f(x) = -x*-3x*-1 e) fx) = x-(x+27>-2 f) f(x) = (x-1)°

Ordnen Sie aufgrund ihres Verhaltens fiir x— + oo jedem Graphen die passende Funktion
zu. Skizzieren Sie die Graphen der beiden Funktionen, die nicht abgebildet sind.

fx) =-x*"+432+2 /|  fx) =x"+x+2 Y Y

&)=x3+x2+1/wx)=x5—2x2—x+1/ .

Vervollstdndigen Sie den gegebenen Ausschnitt in Ihrem Heft so, dass die Eigenschaften
des Graphen wiedergegeben werden, die Sie fiir wesentlich halten.

A A 3
y y 0'5__)'
- 0,51 z
] e
: > ———— -1--0 5
-2 - 1 X 05 1 1 Lo5+
-1t ~0,5+
‘|__

=1 -1+

L(x) X=1)-(x+1)(x=2)( x+2/ L x3—x2—x/ M

5.1

5.2

Aufgaben 5

Bestimmen Sie die mittlere Anderungsrate von f mit f(x) = x* -9 im Intervall I = [0; 1]
und die lokale/momentane Anderungsrate an der Stelle 2.

Losung:

mittlere Anderungsrate:

f1)-0) _ -8-(-9 _
1 1

momentane Anderungsrate: Differenzenquotient fiir x, = 2:
floth) ~fl) _ (@+h°-9)-2"-9) _4+4h+h’-9-4+9 _h+4h _hth+4) _,

h - h - h ~ h ~ h
Fiir h— 0 strebt der Ausdruck gegen 4; die momentane Anderungsrate ist also 4.

Bestimmen Sie die mittlere Anderungsrate von f im angegebenen Intervall I.

a) fx) =x41=10;3] b) fx) =2+ 1; I =[-1;2]

o fx) =2x*+x; I =11;3] d) fx) =x3+2x% -x; I =1[0;1]
Bestimmen Sie die momentane Anderungsrate der Funktionen f an der Stelle x,.
a) f(X) = 2x°+3x%5 X = -2 b) f(x) = -x*+3x*+1; X, = 1

A fX)=X+XC+X %X =2 d) fX) =x-X+2)*-2; % =9

17
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Funktionen auf Monotonie und Extrempunkte untersuchen

Das Vorzeichen von f'(x) gibt Auskunft Giber Steigen und Fallen des Graphen von f:
= InIntervallen, in denen f'(x) > 0 ist, ist f streng monoton steigend.
= InIntervallen, in denen f'(x) < 0 ist, ist f streng monoton fallend.

Ein Vorzeichenwechsel von f'(x) kennzeichnet lokale Extrempunkte von f:
= An einer Stelle, an der f'(x) das Vorzeichen von + nach — wechselt, liegt ein Hochpunkt

von f(x) vor.

= An einer Stelle, an der f'(x) das Vorzeichen von — nach + wechselt, liegt ein Tiefpunkt

von f(x) vor.

Hochpunkt

steigend

—I2 —|1 1 2

S
1%}
o
~
<V

Funktionen auf einfache und doppelte Nullstellen untersuchen

Um die Nullstellen einer Funktion mit dem Funktionsterm f (x) zu bestimmen, [6st man eine
Gleichung f(x) = 0. Je nach Aussehen der Gleichung bieten sich dabei (wenn méglich) unter-

18

schiedliche Verfahren an:

Art des Funktionsterms

Vorgehensweise

Beispiel

Gleichungen, bei denen in jedem
Summanden ein x (bzw. eine
Potenz von x) auftaucht

Ausklammern erzeugt ein Pro-
dukt, von dessen Faktoren man
die Nullstellen leichter bestimmen
und auf das man den Satz vom
Nullprodukt anwenden kann.

0=x-2%-x=x-(x*-2x-1)
Nach dem Satz vom Nullprodukt
ist xy; = 0, die anderen beiden
erhalt man aus x>~ 2x-1= 10
z.B. mit der p-g-Formel.

Gleichungen der Art x"-c = 0

Umformen zu x" = ¢ und n-te
Wurzel ziehen

0=x'-16=x*=16
= X2 = +V16 = +2

Gleichungen, die auf binomische
Formeln zuriickzufiihren sind

Das Distributivgesetz riickwarts
anwenden und dann die
Nullstelle(n) eines jeden Faktors
bestimmen

0=4x"-9=02x+3)-(2¥’-3)
liefert nach dem Satz vom
Nullprodukt fiir 2x*~3 = 0

die beiden Nullstellen £4/1,5.

Zuweilen kann man Funktionen fin der Form f(x) = (X —X;) - (X = X3) - (X = X3) - ... - (X — X;)

schreiben (x; € R). Dann sind x,, X,, ..

., Xn Nullstellen. Wird der Linearfaktor (x — x;) mitn

potenziert, nennt man x, eine n-fache Nullstelle (fiir n = 2: doppelte Nullstelle).

= |st der Exponent gerade (also 2, 4, ...), so ist die Nullstelle zugleich Extremstelle, d. h. der
Graph beriihrt die x-Achse an der Stelle x;.

= |st der Exponent ungerade (also 1,3, ...), so schneidet der Graph die x-Achse an der Stelle x;.




Ableitungsregeln

6.1

6.2

Aufgaben 6

Untersuchen Sie f mit f(x) = x*+ 2x + 3 auf

Monotonie und Extrempunkte.

Geben Sie auch die Art des Extremums an.

Losung:

f'(x) = 2x+2;

i) =2%+2=0= X =-1

Fiir x <=1 ist f'(x) < 0, d.h. der Graph fllt ) 2
. " . Tiefpunkt

hier monoton, fiir x > -1 ist f'(x) > 0, d.h. 1=+

der Graph steigt hier monoton. f’ hat also einen EEEEEN EEEEER

Vorzeichenwechsel von — nach + bei x, = —1. a3 5 12 3 X

Der Punkt T(-1/2) ist also ein Tiefpunkt des

Graphen der Funktion f.

Untersuchen Sie die Funktionen auf Monotonie und auf Extrempunkte. Geben Sie gege-
benenfalls auch an, ob Hoch- oder Tiefpunkte vorliegen.

a) f(x) = 0,5x*-1 b) f(x) = -2X* +x
o f(x) = 2x°+x d) f(x) = 0,25 +4x*-2
e) fx) =Vx; I=1[1;4] f) f(0 = = 1=10153]

a) Geben Sie eine ganzrationale Funktion vom Grad 2 an, die ein lokales Maximum
besitzt, das im I. Quadranten liegt.

b) Geben Sie eine ganzrationale Funktion vom Grad 3 an, die ein lokales Maximum und
ein lokales Minimum besitzt.

¢) Geben Sie eine ganzrationale Funktion vom Grad 4 an, die insgesamt drei Extrema

besitzt.
Aufgaben 7

Ermitteln Sie die Nullstellen der Funktion f mit y

f(x) = —2x*+ 12x% - 18x rechnerisch und zeichnerisch. ‘Nt

~ . | 1 Il 5

Lésung: R

f(x) = =23+ 12x*-18x = =2x- (x*-6x+9) = -2x- (x- 3)> L

Nach dem Satz vom Nullprodukt erhdilt man als Nullstellen xy; = 0

und xy, = 3. +
7.1 Ermitteln Sie die Schnittpunkte der Graphen der Funktion f mit der x-Achse.

a) f(x) =3x°=3x-2 b) f(x) = x*-6x o f(x) =x3+3x*-2x

d) f(x) = x*- (-4) e) f(x) =x>-(x=1) f) fx) = 0C+2x+1)-(x*=2x+1)

7.2

7.3

Geben Sie jeweils Gleichungen zweier Funktionen an, die die angegebenen Nullstellen
haben.
a) X\ =2,%2=-3  b) Xy =1,X2=2,X\3=3 Q) Xy =0undxy, =1

d) xy = %: Xn2 = -3 e) Xy = -0,1, Xn2 = -0,2, Xn3 = -03 f) xyi= \/j und xy, = 3\/5

2

Skizzieren Sie zu den gegebenen Funktionsgleichungen jeweils einen passenden Graphen.

L0 = -6+ 37 x-1) / f00 = X+ 17 (x=2? /

f;(X)=—X'(X2—1)-(X2—4)/ f (x) = =x(x=2)

19



1.1 Die Summen-, Faktor- und Potenzregel der Ableitung

1
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Im Folgenden sollen Sie Termbausteine miteinander kombinieren, zu Funktionen zusam-
mensetzen und Regeln finden, wie die Ableitungsfunktion einer solchen kombinierten
Funktion aussieht. Konkret sind folgende Termbausteine vorgegeben:

= Berechnen Sie von jeder der aus diesen Termbausteinen entstehenden Funktion die
Ableitung.

A0 =3 || A= | | o =x || fat= | [ 600 =x-1 || F200 =

fa(x) = x+1 “ f'a(x) = fs(x) = x+2 “ f's(x) = fo(x) = 4x -1 “ f's (x) =

Als erste Kombination betrachten wir die Verkniipfung mittels der Addition und addieren z.B.
die Termbausteine (x +2) und (4x — 1). Dies ergibt f(x) = (x +2) + (4x-1) = 5x + 1.
Wir fragen uns, welche Auswirkung diese Addition auf die Ableitung f’ der Funktion f hat.

Es ist leicht zu erkennen, dass die Ableitung f'(x) = 5 ist, denn bei f(x) = 5x+ 1 handelt es
sich um eine Gerade mit konstanter Steigung 5. Die Ableitung von g(x) = x+2 ist 1,da es
sich um eine Gerade mit der konstanten Steigung 1 handelt; die Ableitung von h(x) = 4x -1
ist 4, da es sich um eine Gerade mit der konstanten Steigung 4 handelt.

Schauen wir uns noch eine andere Kombination an: Wir multiplizieren den Term (x + 1)
mit sich selbst, addieren den Term (x — 1) dazu und erhalten
fX) =+ 1)+ (x=1) =X +2x+T+x-1=x"+3x

Vi
20

Ermittelt man graphisch die Ableitungsfunktion dieser Terme, erhdlt man obenstehendes Bild
(die Ableitungsfunktionen sind jeweils in derselben Farbe wie die Funktionen gestrichelt).
Man erkennt, dass die Ableitungsfunktion des Summenterms die Summe der Ableitungen der
beiden Summanden ist. Dies bestatigt das Ergebnis von oben. Wir kdnnen also festhalten:

Merke

Summenregel fiir Ableitungen:
Die Funktion f = g + h hat die Ableitung f'mit f'(x) = g'(x) + h’(x).




Ableitungsregeln

Nun kombinieren wir den reinen Zahlterm 3
mit Termen so, dass er einen Vorfaktor darstellt.
Man erhalt z.B. den Term 3 x. Wir schauen uns
die Steigungen der zugehdorigen Funktionen
an: g(x) = x hat die Steigung 1, h(x) = 3x
hat die Steigung 3.

Nun kombinieren wir 3 mit

und erhalten den Funktionsterm f(x) = 3x%
Der Vorfaktor verandert die Offnung der
zugehorigen Parabel und damit deren
Steigung. Man erkennt leicht, dass der Vor-
faktor 3 auch in diesem Fall in die Ableitung
(gestrichelte Graphen) miteinflief3t.
Soz.B.ist f'(2) = 12 und g¢'(2) = 4, also
f'(2) = 3-g'(2). Wir kdnnen also festhalten:

Faktorregel fiir Ableitungen:
Die Funktion f = c¢-g(x) (c € R) hat die
Ableitung f'mit f'(x) = c- g'(x).

Nun kombinieren wir den Term x multiplikativ mit sich selbst und erhalten die Funktion

f(x) = x> Stellt man die Funktion graphisch dar, erhilt man eine Parabel, deren Steigungen

eine Gerade ergeben.

Wir nehmen ein weiteres x hinzu und erhalten den Funktionsterm
des Graphen und graphisches Ableiten erhalt man den Graphen von f'(x).

YA

. Durch Zeichnen

14 -12 -10 -08 =06 -04 -02

Die Analyse des Steigungsgraphen ergibt: Der zugrunde liegende Term ist f'(x) = 3x".

Wir haben anhand dieser Beispiele plausibel gemacht:

Potenzregel fiir Ableitungen:

Fiir jede natiirliche Zahl n als Exponent hat die Potenzfunktion f(x) = x" die Ableitungs-

n-1

funktion f'(x) = n-x

2
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1 1.1 Die Summen-, Faktor- und Potenzregel der Ableitung

Aufgaben n Bestimmen Sie f'(x) mithilfe der Potenzregel.

_ a) f(x) = x* b) f(x) = x" Q fx) =1 d) f(x) =~ e) f(x) = x>
Zur Erinnerung: X
-1 1.
X =k a Leiten Sie f(x) mithilfe der Potenz-, Summen- und Faktorregel ab.
x?= a) f(x) = 4x’ - 5x b) f(x) = 6+6x-6x’ o f(x) =x(1-3x)

d) f(x) = (2-3x)° e) f(x) = 7x(2x-4) f) f(x) =2+3(4x-5)?

B Wie grof3 ist die Steigung des Graphen von f im angegebenen Punkt P?
a) f(x) = 2x*-x; P(2|6) b) f(x) =-3x3+2x%5 P(1]-1) ¢ f(x) =x*Q2-x); P(-1]3)

u Bestimmen Sie die Steigung der Tangenten an den Graphen von f jeweils an der Stelle
Xo = 1.
a) fx) = 2(x=1)>+1 b) f(x) = =30 +2)+x o fx) =x+(2-x7

Nachgefragt /

= Erlautern Sie, wie man die Funktion f mit f(x) = (2x — 3)? mithilfe der Potenz-, Summen-
und Faktorregel ableiten kann.

= Selina sagt: ,Wenn eine Funktion durch Multiplikation des Gliedes mit der h6chsten x-Potenz
mit 4 gestreckt wird, so muss man auch die Steigung an dieser Stelle mit 4 multiplizieren.”
Wahlen Sie eine Funktion und nehmen Sie Stellung zu dieser Aussage, indem Sie auf eine
der Ableitungsregeln Bezug nehmen.

Beispiel In welchen Punkten hat der Graph der Funktion f mit f(x) = x> = 2x* - 1 eine Tangente
Tangentensteigung parallel zur x-Achse?
Losung:

Eine Tangente parallel zur x-Achse hat die Steigung 0. Gesucht sind also alle Stellen, an denen
die erste Ableitung der Funktion gleich 0 ist.
F(x) =3x°—4x 3x2-4%=0 < X-3%-4) =0 = X5 =0; X5 = 1,3

ﬂ Bestimmen Sie die Punkte des Graphen mit einer waagrechten Tangente.
a) f(x) = (0,25x-2) b) f(x) = (1-2x)(1+2x+3x%) ¢ f(x) =x*(1-x)

Bestimmen Sie die Punkte des Graphen, in denen die Tangente die Steigung 2 hat.
a) f() =3x+2x2+x+1 b) f(x) = (x=2)(x+3) o f(x) =2x+1

% a Find the points on the graph with the given equation where the tangent to the graph is
parallel to the straight line with the equation y = -3x-1.
a) f(x) = -3x*+3x b) f(x) = 3x*+1 o) f(x) = (x+1)%+3

g Ermitteln Sie rechnerisch den Extrempunkt oder die Extrempunkte der Funktion f. Handelt
es sich jeweils um einen Hoch- oder Tiefpunkt?

a) f(x) = -x*+3x% b) f(x) = x>+ 0,5%* — 2x o f(x) = (x+1)°-2x-2

w Gegeben sind die Funktion f; mit f; (x) = (x+3)>=3 und f, mit f,(x) = —(x—2)*+ 2.
Bestimmen Sie alle Punkte, an denen die beiden Graphen dieselbe Steigung haben.

22



Ableitungsregeln

Jedem Punkt des Graphen der Funktion f
lasst sich eine Tangentensteigung
zuordnen. Hierzu zeichnet man in jedem
Punkt ein Steigungsdreieck ein; die
Steigung dieses Dreiecks kann man leicht
ermitteln.

Ordnet man nun jedem x-Wert als y-Wert
diese Steigung zu, erhalt man einen
Graphen, der die Steigungen und damit
die erste Ableitung des Ausgangsgraphen
darstellt.

Diesen Vorgang nennt man graphisches
Differenzieren.

Beispiel

Zieren

X

| | I S
1\2 3 4 627 8

E Zeichnen Sie zunachst den Graphen der Funktion f (z. B. mithilfe einer Wertetabelle oder
eines Funktionsplotters). Ermitteln Sie dann den Graphen der Ableitungsfunktion von f
durch graphisches Differenzieren. Kontrollieren Sie Ihr Ergebnis anschlieBend durch Ablei-
ten der Funktion mithilfe der bekannten Ableitungsregeln.

a) f(x) = -(x+2)?*-1 b) f(x) = 2x*+2 o) f(x) = -0,25x> +3x

m Welcher Ableitungsgraph passt zu welcher
Funktion? Ermitteln Sie hierzu die Ableitung
der Funktion und ordnen sie diese einem
Schaubild zu.

1 f(x) =x*+5x+10
2 f(x) =0,25x* (2-X) + 2x
3 f(x) = -0,5x*+2x3-2x

A
m Skizzieren Sie jeweils den Graphen der Funk- _l4 ] —=2 "
tion und anschlieend den ihrer Ableitungs- / /

‘I -
funktion. Nutzen Sie hierzu signifikante \
Punkte und Ihr Wissen tiber Kurvenverlaufe.
a) f(x) = (x-3)%+1 b) f(x) = -x° + 2x o fx) =x*-2x*+1

Untersuchen Sie den Graphen von f mit f(x) = x* - 6x* + 3 auf Symmetrie. Beispiel

Losung: Symmetrie

Moéglichkeit 1: Bei ganzrationalen Funktionen gilt: Tauchen im Term nur Potenzen von x mit
gerader (ungerader) Hochzahl auf, so ist der Graph achsensymmetrisch zur y-Achse (punkt-
symmetrisch zum Ursprung). Da man 3 als 3 - x° schreiben kann und 0 in diesem Fall als
gerade gilt, ist der Graph von f achsensymmetrisch.

Moglichkeit 2: Allgemein gilt stets: Ist f(x) = f(-x), ist der Graph achsensymmetrisch zur
y-Achse; ist f(-x) = —f(x), so ist der Graph punktsymmetrisch zum Ursprung. Wir (iberpriifen:
f(-x) = x*~6x?+3 = f(x), also ist der Graph von f achsensymmetrisch zur y-Achse.

graphisches Differen-
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1.1 Die Summen-, Faktor- und Potenzregel der Ableitung

Beispiel
Nullstellen

Satz von Vieta:

Sind p und q die Koef-
fizienten der quadrati-
schen Gleichung
x*+px+q = 0 und

X, und x, ihre Lésungen,
dann gilt:
p=-0+X)

q =% X.

24

Untersuchen Sie den Graphen von f auf zwei unterschiedliche Arten auf Symmetrie.
b) f(x) = 2 +2X -x o f(x) = =0,25% + 4%
e) fx) = (x-32+2x f) fx) =x* - C+x2-x+1

a) f(x) = —%xz—x
d) f(x) = —(x+1)*-1

Die Abbildung A zeigt den Graphen einer Funktion f. Genau eine der Abbildungen B
bis D stellt den Graphen der Ableitungsfunktion f’von f dar. Finden Sie durch Ausschluss
heraus, welche der drei Abbildungen dies ist, indem Sie bei jedem der beiden librigen
Graphen angeben, warum es sich nicht um den Graphen der Ableitungsfunktion f"han-
deln kann.

A 4y B by C Ly D L&Y

¥
£
=

Manchmal gibt es kein Verfahren zur direkten Bestimmung der Nullstellen ganzrationaler
Funktionen. In diesem Fall kann man die Gleichung so umwandeln, dass die Bestimmung
der Nullstellen in die Bestimmung der Schnittstellen zweier Funktionsgraphen
transformiert wird. Dies wird an zwei Beispielen dargestellt.
Ay
\<_
2

Bestimmen Sie die Nullstellen der Graphen

folgender Funktionen:

a) fmit f(x) = x* - 4x°

b) gmit g(x) = =X’ +5x -2 R

b 4

Lésung: 2 -15 -1 -05 | 0 15 2
a) Ausklammern von X2 liefert: 27
X2*-4) =0 < X°(x+2)(x-2) =0 -4

=>X%=0X=-2,X=2

b) Man wandelt die Gleichung -x*>+5x~-2 = 0 umin —x° = —=5x+ 2 und bestimmt
graphisch (ndherungsweise) die Schnittstellen der Funktionsgraphen, die der linken und
der rechten Seite der Gleichung zugrunde liegen.
X, =-158x, =04 x;=1,3

Bestimmen Sie die Nullstellen folgender Funktionen graphisch und wenn méglich auch
rechnerisch.

a) f(x) = x*-6x+9
d) f(x) = x* - 2X* + 3x
g) f(x) = 2x°=5x-1

o f(x) =x*+3x-4
f) fx) = -x*+2x-1
i) f(x) = -x*+2x*-1

b) f(x) = x*-5x+6
e) f(x) = x> - 4x* + 4x
h) f(x) = X*-4x+4

Finden Sie jeweils den Fehler und korrigieren Sie ihn.
a) f(x) = =5x°-0,5x% f'(x) = -10x*-0,5x

0 f0)=x; 00 =33

b) f(x) = x* f'(x) = —4x73
d) f00 = ¥, F(0 = -5



Ableitungsregeln

Im Folgenden finden Sie einen Beweis fiir die Faktorregel mittels des Differenzen-
und Differentialquotienten. Vervollstandigen Sie im Heft die Tabelle, indem Sie jede
Umformung kommentieren und dabei auch sagen, warum sie gemacht wurde.

Vorgehensweise symbolisch = Vorgehensweise verbalisiert = Ziel der Umformung

f(x) =k-g(x)

f(x+h) = f(x) allg. Form des Differenzen- Aus dem Differenzenquotient wird spa-
T h quotienten ter der Differentialquotient abgeleitet.

k-g(x+h)-k-g(x
h

k- (g(x+h)-g(x)

h
F(x) = lim f(x+h) - f(x) allg. Form des Differential-
h—0 h quotienten
, ) x+h-gx)| | Ubergang zum Differential-
fx) = | (k : 9—)
o) = fim h quotienten
£() = k- lim 79‘”'“)‘9(”)
h—0
f'(x) =k-g'(x)

Auf dhnliche Art wie in Aufgabe 21 kann man auch die Summenregel beweisen.
Vervollstandigen Sie den Beweis; kommentieren Sie jeden lhrer Schritte.

Vorgehensweise symbolisch Vorgehensweise verbalisiert = Ziel der Umformung
f(x) =g(x) +kx
f(x+h)-f(x)
h
g(x+h)+k(x+h)-gXx -kx) Differenzenquotient fiir eine
h Summe von Funktionen
£ = lim f(x+h) = f(x) allg. Form des Differential- Der Differentialquotient liefert die
e quotienten Ableitung.

Differentialquotient fiir obige
h—0 Funktion

Nachgefragt /

= Eine Verschiebung der urspriinglichen Funktion um zwei Einheiten nach links verschiebt
auch die Ableitungsfunktion um zwei Einheiten nach links.” Stimmt das? Untersuchen Sie.

= ,Zwei verschiedene Funktionen kénnen nicht die gleiche Ableitungsfunktion haben.”
Stimmt das? Begriinden Sie Ihre Antwort.

= Axel meint: ,Wenn man den Graphen einer Funktion an der y-Achse spiegelt, so spiegelt
sich auch der Graph der zugehdrigen Ableitungsfunktion an der y-Achse” Hat er recht?
Begriinden Sie.

= Catrin meint: ,Wenn man den Graphen einer Funktion an der x-Achse spiegelt, so spiegelt
sich auch der Graph der zugehhdrigen Ableitungsfunktion an der x-Achse.” Hat sie recht?
Begriinden Sie.
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1.2 Tangenten und Normalen an Graphen

1
]
| Entdecken 4
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Unter einem Mikroskop sind spannende Dinge zu entdecken: kleinste Tierchen im Wasser-
tropfen, Unterschiede zwischen Salz und Zucker, die Facettenaugen von Fliegen usw. — alles
Dinge, die bei der oberflachlichen Makrosicht nicht zu erkennen sind.

Dasselbe wollen wir nun auch mit Graphen von Funktionen machen: Lassen Sie sich von
einem Funktionenplotter den Graph einer Kurve erstellen, z.B. den der Funktion f mit

f(x) = —x> + 14x. Zoomen Sie nun an verschiedenen Stellen den Graphen, jeweils mehrfach.
Yy
4__
2T A A

o
EN
>

= Beschreiben Sie lhre Beobachtungen.

= Erldutern Sie mithilfe Ihrer Beobachtungen den folgenden Satz:
+Eine Kurve kann man sich aus unendlich vielen unendlich kleinen Geradenstiicken
zusammengesetzt vorstellen.”

Fall 1: Tangente an einen Punkt des Graphen

Die im Einstieg thematisierte Funktionenlupe zeigt, dass die Tangente in einem Punkt P des
Graphen die beste lineare Approximation (Naherung) der Kurve in einer Umgebung dieses
Beriihrpunktes P ist. Als eine Tangente an den Graphen von f im Punkt P (a|f(a)) wollen wir
fortan diejenige Gerade bezeichnen, die den Punkt P enthdlt und den Graphen in P beriihrt,
die also in P dieselbe Steigung wie der Graph von f hat.

In vielen Zusammenhangen ist es wichtig, die Gleichung der Tangente zu kennen. Im Folgen-
den wollen wir ein Verfahren erarbeiten, wie man die Tangentengleichung fiir einen Punkt P
des Graphen bestimmen kann.

Aus vergangenen Jahrgangsstufen wissen wir, dass Geraden mithilfe einer Gleichung

y = m-Xx+ ¢ angegeben werden kdnnen, wobei der Parameter m die Steigung der Geraden
angibt und der Parameter ¢ den y-Achsenabschnitt, also die y-Koordinate des Schnittpunkts
mit der y-Achse. Die Steigung der Tangente entspricht gemaf der mit der Funktionenlupe
gewonnenen Erkenntnis der Steigung des Graphen im Punkt P. Diese wird durch die 1. Ablei-
tung in dem Punkt wiedergegeben, also ist m = f'(a).

Nun miissen wir noch ¢ bestimmen. Hierzu nehmen wir den Punkt P (a|f(a)), setzen dessen
Koordinaten in die allgemeine Geradengleichung y = m - x + ¢ ein und ermitteln tiber die
Punkt-Steigungs-Form den Parameter c:

f@) = m-a+c da m = f'(a) ist, erhalten wir f(a) = f'(@)-a+c = c=f(@@)-f'(a)-a



Ableitungsregeln

Insgesamt erhalten wir so fiir die Gleichung der Tangente: y = f'(a) - x + f(a) — f'(a) - a.
Ausklammern von f'(a) ergibt:
y =f'@@)-(x-a)+f(a).

Eine Gleichung der Tangente an den Graphen von fim Punkt P (a|f(a)) erhalt man mit der
allgemeinen Tangentengleichung t(x) = f'(a) - (x — a) + f(a).

Fall 2: Tangente von einem Punkt auBBerhalb des Graphen an den Graphen

Nun wollen wir die Gleichung der Tangente ermitteln, die von einem gegebenen Punkt B (b|d)
auBerhalb des Graphen an den Graphen gelegt wird. Es ist also nicht bekannt, in welchem
Punkt P(a|f(a)) der Graph von der Tangente beriihrt wird, wohl aber ist bekannt, dass der
Punkt B(b|d) zur Tangente gehért. Ebenso ist bekannt, dass die Tangentensteigung der Stei-
gung im Punkt P (a|f(a)) entspricht.

1. Schritt: Ausgangspunkt ist die allgemeine Gleichung der Tangente in P(a|f(a)); sie lautet
y = f'(a) - (x—a) +f(a). Da f'bendtigt wird, leiten wir f(x) ab.

2. Schritt: Der Punkt B (b|d) muss auf dieser Tangente liegen. Man macht also die Punktprobe
mit dem Punkt B (b|d). Dazu setzt man in der Tangentengleichung fiir x die Koordinate b und
fiir y die Koordinate d des Punktes B ein. Man erhdlt die Gleichung d = f'(a) - (b - a) + f(a).

3. Schritt: Da B(b|d) gegebenist, istin d = f'(a) - (b — a) + f(a) nur noch a unbekannt. Man
bestimmt a; moglicherweise hat die Gleichung mehrere Ldsungen a;, a5, as ...

4. Schritt: Durch Einsetzen der Losungen a; erhalt man die gesuchten Beriihrpunkte
Ai(a]f(@)). Die zugehorigen Tangentengleichungen lauten: y;, = f'(a)) - (x — a) + f(a).

Legt man eine Tangente von einem Punkt B (b |d) auBerhalb des Graphen von fan den
Punkt P (a|f(a)) des Graphen an, so hat die zugehdrige Tangente die Gleichung

t(x) = f'(a) - (x - a) + f(a), wobei man a tiber die Gleichung d = f'(a) - (b —a) + f(a)
ermittelt.

Eine Gerade n, die senkrecht zur Tangente an den Graphen in P Ay
verlduft, heiBt Normale. Sie haben bereits gelernt, dass fiir die T
Steigungen m,; und m, zweier Geraden, die senkrecht zueinander
stehen, gilt: m;-m,=-1, also m, = —ml1. Daraus folgt:

Normate an Gydurch A

Die Gleichung fiir die Gerade, die im Punkt P (a|f(a)) senk-
recht auf der Tangente an den Graphen einer Funktion f steht,
nennt man Normalengleichung. Sie lautet (mit f'(a) = 0)

n(x) = —f,z—a)-(x—a)+f(a).

In dem Fall, dass keine
Tangente existiert, hat
die Gleichung im 2.
Schritt keine Lésung
(Beispiel:

f(x) = x% B(0]1)).

Liegt der Punkt auBBer-
halb des Graphen, gibt
es oft zwei oder mehr
Tangenten an den
Graphen.
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1.2 Tangenten und Normalen an Graphen

L J

Aufgaben n Bestimmen Sie die Gleichung der Tangente t an den Graphen von f im Punkt P.

28

Beispiel a
Tangente von aufSen

a) f(x) =2xX°-1; P(3[f(3) b) f(x) = X’ P(2]f(2))
o f(x) = x*+0,5x; P(-3|f(-3)) d) f(x) = x*+5x; P(-2|f(-2))
e) f(x) = x—x3 P(1]f(1) f) f) = 4; P(-3f(-3)

a) Bestimmen Sie die Gleichungen der Tangenten t an den Graphen von f mit
f(x) = %xz, die von dem auferhalb des Graphen liegenden Punkt B (4|2) angelegt
werden.

b) Berechnen Sie den jeweiligen Steigungswinkel der Tangenten.

Lésung:

a) Mit f'(x) = §2x liefert der Ansatz 2 = f'(a) - (4 - a) + f(a) die Gleichung

2= 320 -(4-a) +§7az. Wir lésen nach a auf:

2= ;ja—§202+§7az = ;ja—gaz = —3laz+;3a—2 =0
& a’-8a+6=0=a,, =4%3,16 = a, = 7,16; a, = 0,84
Fiir a; erhdlt man mit dem Ansatz t(x) = f'(a;) - (x—a;) + f(a;) die Gleichung
t(x) =4,77-(x-7,16)+ 17,09 = 4,77x - 17,06.
Fiir a, erhdlt man mit dem Ansatz t (x) = f'(a,) - (x - a,) + f(a,) die Gleichung

t(x) = 0,56 (x-0,84) + 0,24 = 0,56x - 0,24.

b) Fiir den Steigungswinkel a gilt: tan (&) = f'(a). Fiir a; erhdlt man somit a; = 78,17° und
fiir a, erhdlt man a, = 29,25°.

B Bestimmen Sie die Gleichung(en) der Tangente(n) t an den Graphen von f, die von dem

auBerhalb des Graphen liegenden Punkt B (b | d) angelegt wird (werden), und berechnen
Sie den jeweiligen Steigungswinkel.
a) f(x) = x4 P(0|-1) b) f(x) = 0,5x% P(1]-2) 0 fx) =1;P(2[2)

ﬂ Bestimmen Sie die Gleichung der Normalen n an den Graphen von f im Punkt P.

a) f(x) =x*+5x P(1]6) b) f(x) =x% P(0,5]0,125) ¢ f(x) = Vx-x; P(4|-2)

Nachgefragt /

Urspriinglich haben Sie Tangenten in der Geometrie als Kreistangenten kennengelernt.
Beschreiben Sie, welche Gemeinsamkeiten und welche Unterschiede zu den Tangenten an
Funktionsgraphen bestehen.

Erlautern Sie, wie man Kreistangenten konstruieren kann.

Die geometrische Konstruktion von Tangenten an Funktionsgraphen funktioniert nur bei
sehr wenigen Funktionen wie z.B. bei Parabeln. Recherchieren Sie, wie man mittels der Tan-
genten an eine Parabel deren sogenannten Brennpunkt konstruieren kann.

B Geben Sie die Gleichung der Tangenten und der Normalen an den Graphen der Funktion f

in den Punkten P(1]f(1)) und Q(-1]f(-1)) an.

a) £ = ¢ b) f(x) = 8- 4x 0 o = X1



Ableitungsregeln

[@ a) Zeigen Sie, dass sich die Graphen der Funktion f mit f(x) = 0,25x* - 3x* + 9x und g
mit g (x) = —=x*+ 5x in einem Punkt schneiden und in einem Punkt beriihren.
Ermitteln Sie jeweils die Koordinaten der Punkte.

b) Bestimmen Sie die Gleichung der gemeinsamen Tangente der Graphen von f und g.

Ein Auto rutscht bei spiegelglatter Fahrbahn von der Ay

Strecke, die durch den Graphen der Funktion f

mit f(x) = 4—0,5x* beschrieben werden kann.

a) Das Auto rutscht im Punkt (-1,5]2,875) von der Stre-
cke. Prallt es gegen einen Felsen, der bei (0 |5) liegt?

b) Das Auto pralltim Punkt (0]6) gegen einen Baum.

Die zu Hilfe gerufene Polizei muss nun rekonstruie- / . \
ren, wo das Auto die Strecke verlassen hat.
Losung:
a) Wir ermitteln die Tangentengleichung an den Graphen von fim Punkt (-1,5/2,875). Mit
dem Ansatz t(x) = f'(a)- (x—a) +f(a) erhalten wir mit f'(x) = -x, a = —1,5 und
f(a) = 2,875 als Tangentengleichung
tix) =f(-15-(x+15)+f(1,5) =15-(x+1,5)+2875 = 1,5x+5,125.
Setzen wir x = 0 ein, erhalten wir t(0) = 5,125. Das Auto prallt nicht gegen den Felsen.

b) Wirermitteln die Tangentengleichung tiber den Ansatz t (x) = f'(a) - (x— a) + f(a), wobei a

{iber die Gleichung d = f'(a)- (b -a) +f(a) ermittelt wirdund b = 0, d = 6 ist.
d=f'(a)-(b-a)+fla) & 6=-a-(6-a)+4 < a,-6a-2=20

& a,=3+V2+9=3+332=a, =632 a,=-0,32

Die Stelle a, scheidet aus, da das Auto von links kommt. = a = -0,32.

Das Auto hat die Strecke im Punkt (-0,32/3,95) verlassen.

a Ein Heuhaufen kann mit der Funktionsgleichung
f(x) = —x* + 4 modelliert werden. An den Haufen soll
eine Leiter so angelehnt werden, dass sie ihn in einer
Hohe von 3 m vom Boden aus beriihrt.
a) Bestimmen Sie die Tangentengleichungim
Punkt (3]f(3)).
b) Unter welchem Winkel zum Boden muss die Leiter

angelegt werden? Berechnen Sie dazu den Schnitt-
winkel der Tangente mit der x-Achse.

¢) Wie weit vom Ful8 des Heuhaufens muss die Leiter auf
dem Boden aufgesetzt werden?

Nachgefragt /

= Lassen Sie von einem Plotter die Graphen der Funktionen f; mit f;(x) = x + 1 und f, mit
fo(x) = \/xz —-2x+ 1 +1 zeichnen. Die Graphen scheinen ziemlich ,eckig” zu sein. Zoomen
Sie in die ,Ecken” und erldutern Sie den Zusammenhang zum Inhalt dieses Kapitels.

100

= Recherchieren Sie, was man unter ,Hullkurven” versteht, zeichnen Sie mithilfe eines Funktio-

nenplotters die Hiillkurve einer Funktion und erldutern Sie den Zusammenhang zum Inhalt

des Kapitels.

Beispiel
Tangenten im Anwen-
dungskontext
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1.3 Produktregel und Quotientenregel

1
]
L Entdecken 4

Zur Erinnerung:
3. binomische Formel
X+1)-(x=1) =x-1

30

Kombiniert man die beiden Terme x und
(x + 2) durch Multiplikation, erhalt man

X - (x + 2). Die Abbildung zeigt die Graphen
dieser Funktionen.

= Warum konnen Sie anhand der Graphen
entscheiden, dass die Ableitung eines
Produkts nicht gleich dem Produkt
der Ableitungen beider Faktoren ist,
d.h.wenn f(x) = g(x) - h(x) gilt, ist
f'(x) = g'(x) - h'(x)?

Bisher haben wir vor allem ganzrationale Funktionen, z.B. f mit f(x) = x> + 2x — 1, betrachtet;
in ihnen sind Termbausteine (hier x°, 2x und 1) entweder additiv oder subtraktiv verkniipft.

Im Folgenden wollen wir die multiplikative Verkniipfung von Termbausteinen betrachten.
Zunichst verkniipfen wir die beiden Termbausteine (x*— 1) und (x + 2) additiv miteinander
und schauen uns sowohl die Graphen von f;(x) = x* 1 und f,(x) = x + 2 an als auch den
Graphen der durch Addition entstandenen Funktion f5(x) = (X* = 1) + (x +2) = X+ x +1.

Man erkennt: Die Addition der beiden Funk-
tionen verandert den Graphen der Funktion,
die den hoheren Grad hat (also f;(x)), nicht
wesentlich, er verschiebt sich, wodurch sich
auch die Anzahl der Nullstellen andert; der
prinzipielle Kurvenverlauf aber ist dhnlich.
Nun multiplizieren wir die beiden Terme mit-
einander und betrachten die daraus resul-
tierende Funktionsgleichung und deren
Graphen:

Wir sehen, dass sich nun einiges verdandert
hat: Der prinzipielle Kurvenverlauf hat

sich ebenso verandert wie die Anzahl der
Nullstellen, die Anzahl der Extrempunkte,
das Steigungsverhalten, die Monotonie.
Insofern ist es folgerichtig, dass sich auch
die Ableitung andert, wenn das Produkt aus
Termen gebildet wird.

75 —1',5 —'1%

=2

—_
(%
N

<y

Bildet man das Produkt zweier Funktionen, entsteht eine neue Funktion mit ganzlich
anderen Eigenschaften als die beiden Ausgangsfunktionen. Unter anderem ist auch deren
Steigungsverhalten vollig verschieden und somit deren Ableitung.



Ableitungsregeln

Im vorliegenden Fall ist die Ableitung des Produkts der beiden Funktionen f; und f, leicht zu
bestimmen, denn das Ausmultiplizieren und anschlieBende Ableiten liefert das Gewiinschte:
00 =0=-1)-x+2) =X +2¥¢-x-2

fi,(x) = 3% +4x-1.

In vielen Fallen ist es aber wiinschenswert, manchmal auch gar nicht anders mdoglich, die
Ableitung direkt (ohne Ausmultiplizieren) zu bestimmen.

Wir starten mit einer Vermutung: Ist die Ableitung der Funktion f(x) = u(x) - v(x) vielleicht
f(x) = u'(x)-v'(x)?

Fiir obiges Beispiel wiirde dies mit u(x) = xX*~ 1 und v(x) = x + 2 bedeuten:

f4(x) = 2x- 1 = 2x, also eine lineare Funktion. Die Steigung des Graphen von f, (x) wiirde also
bestandig zunehmen. Das ist falsch, wie man am Graphen der Funktion f, (x) sieht.

Wir missen also einen anderen Weg wahlen: Fiir jeden Wert von x kénnen wir u (x) und v (x)
als Lange und Breite eines Rechtecks interpretieren und das Produkt von u und v als dessen
Flacheninhalt.

Andern wir x um den Betrag h, hat dies
Auswirkungen auf u und auf v, beide ' '
Rechtecksseitenldngen dndern sich und e >

somit auch der Flacheninhalt des Rechtecks.

Den Rand kann man in zwei Teile zerlegen

und die Flicheninhalte jeweils berechnen: v()
v(x+h)

(ulx+h)=u(x)-v(x

(vix+h)=v(x)-ux+h)

Yy

Wir erinnern uns: Die Ableitung an einer Stelle x kann man mithilfe des Differentialquotienten

(x + h) - f(x)

berechnen: f'(x) = rI]imof h . Der Differentialquotient gibt die (momentane) Anderung

(hier: des Flacheninhalts) an.
Da uns die Ableitung interessiert, wenden wir diese Definition auf unsere Veranschaulichung

mittels der Funktionen u und v an. Die Subtraktion der beiden Rechteckflachen liefert bei
gleichzeitiger Division durch h:

f(x) = fim f&Eh=f0) _ "mw.vm " lim u(x).w

h—0 h h—0 h h—0 h

= u'(x) - v (x) + u(x) - v'(x)

Wir erhalten damit die

Produktregel der Differentialrechnung:
Ist f das Produkt zweier Funktionen u und v, d.h. gilt f = u- v, so kann man die Ableitung Merkregel:
dieses Produkts wie folgt berechnen: f'(x) = u’(x) - v (x) + u (x) - v'(x). (u-v)=u-v+u-v
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1.3 Produktregel und Quotientenregel

Aufgaben Leiten Sie mit der Produktregel ab: f(x) = x*- (x - 3).

Losung:

gf;;’;’:tlre y Mit u(x) = x> und v(x) = (x-3) ergibt sich:
2 f'(x) =3x (x=3)+x>1 =3x°- 9%+ x> = 4x3- 9x?
a Leiten Sie mit der Produktregel ab.
a) f(x) = (1+2x)? b) f(x) = x-(x+5) ¢ f(x) =x-vVx
d) f(x) = x*- Vx e) f(x) = (x+2)-(2x-3) f) f(x) = (x—1)-\/F
B Ergdnzen Sie die fehlenden Bausteine.
a) f) =x+45fx) =" -x+4)+ -1
b) f(x) = \/_(x+1)f(): X +T) X1
0 f(x) = 2x-V; fx +2x-
d) f(x) = 3x+2)- (2x 3), f’(x) = - + -2
Losungen zu 4: n Leiten Sie ab, indem Sie 1 erst ausmultiplizieren bzw. indem Sie 2 die Produktregel
2x=2; 3x% 3%+ 4x; anwenden. Vergleichen Sie Ihre beiden Ergebnisse.
3x742x-1; —4x°+3x% a) fx) = Q2 +x) b) f(x) = (x—1)2 o f(x) =x(+x-1)
45~ 16 d) f(x) = (x+2)*(x - 2)2 e) f(X) = (x+1)(C=x+1) f) fx) =x(1-x)
B Bilden Sie die erste Ableitung auf zwei verschiedene Arten.
a) f(x) = (x+1)(3x-3) b) f(x) = (*-1)(x+1) o f(x) = (x*+2)7?
d) fx) = 3x-Vx e) f(x) = 3x%-Vx f) fx) = 32 Vx°

[ Welche Regeln werden fiir die Bestimmung der
) o e Potenzregel
Ableitung jeweils benétigt? Summenregel

a) fx) =x202-1) b) f(x) = x*- (x-1)?

9 160 x d) () = (x+276¢-1)
Produktregel

e) f(x) = (X -x)? f) fx) = V2x - x*

Nachgefragt /

= Entscheiden Sie, bei welchen der angegebenen Funktionen die Produktregel zur Bestim-
mung der Ableitung angewendet werden kann und ob dies jeweils sinnvoll ist.
f,(x) = x-Xx f,x) =m- % fx) = (x=1) f4(x)=x2-%
= Geben Sie ein Beispiel fiir einen Funktionsterm an, bei dem die Anwendung der Produktre-
gel das Aufstellen der Ableitungsfunktion erleichtert.
= Zeigen Sie an einem geeigneten Beispiel, welcher der beiden Vorschldge fiir die Ableitungs-
regel von Produkten f(x) = u(x) - v(x) richtig ist.
1 f(x) =u(x)-v(x) 2 f'(x) = u(x)-v(x)+ux-v(x)

Wo steckt der Fehler7
a) f()=2x-Vx; f'(x)=2-Vx +2x-

o) f(X)=x*(x+3); f'(X) =2(x+3) +x

b) f(x) = (x*-2)% f'(x) = 4x*(x*=2)
3 d) f(x) = Vax - ox; f'(x) = 2x - VOx + V4x - 3x

=

N
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Ableitungsregeln

Zeigen Sie, dass die Funktion f' die Ableitung der Funktion fist:

f'(x) = 6-(3x+2); f(x) = Bx+2)>~

Losung:

Wir leiten f(x) = (3x+2)? = (3x+2) - (3x + 2) nach der Produktregel ab:
fiix) =3-3x+2)+(3x+2)-3=9x+6+9x+6 = 18x+12 =6-(3x+2).

ﬂ Zeigen Sie jeweils, dass F diejenige Funktion ist, deren Ableitung fist.
2
a) F(x) = 2x-4)% f(x) = 8x-16 b) F(x) = (XZ_%) S f(x) = 4x3—§x

Q) FX)=0=1)-(x+1); f(x) = 3x*+2x -1
d) F(x) = (+3%)-B3x-3); f(x) = 3(3x*+4x-3)

% w Calculate the derivatives of f and determine all x for which the graph of f has a horizontal
tangent.
a) f(x) =3(x+1) b) f(x) = 8x> + 4x
m Geben Sie jeweils eine Funktion f an, die die Ableitungsfunktion f’ besitzt.
a) f'(x) = x+4x b) f'(x) = 4 o f'(x)
d) f(x) =2+0,5x e) f'(x) = (1-x)? f) f'(x) =

0
(

m Esist f'(x) = 2—x+ 3x% Geben Sie jeweils diejenige Funktion f an, die die Ableitung f’
besitzt und deren Graph ...

a) durch den Ursprung verlauft. b) durch den Punkt P(2]-3) verlduft.

|

Aus den beiden Funktionen f,(x) = X2
und f,(x) = 3x -2 wird die Funktion

4
4

Beispiel
Produktregel

Die Funktion F nennt
man auch Stamm-
funktion von f.

X — 1)

f3(x) = xX*- (3x—2) gebildet.
Im Bild sind die Graphen von f;, f,, f5, f3, f3

und f3 dargestellt. Welcher Graph gehort -2 =15 -1 85 5 1 15 2 X
zu welcher Funktion bzw. Ableitungs- /2
funktion?
m Welcher der abgebildeten Graphen gehdért zur Ableitungsfunktion von f mit
f(x) = (X*+x) - (x = 1)? Begriinden Sie Ihre Entscheidung.
1 y4 2 y
2+ G1 + Gz
2
2 15771 05 05 1 15 2 X Ny SN RN T
o -2 -15 -1 -0, 511,52
-2
3 v 4 y
2+ S 2
1 1 1 1 | Il 1 » 1 1 l | Il . 1 1 5
-2 —1,7#_-9,—5/1 152 X 2 15 -1 =05 65 1 15 2
-2+ —2J[
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1 1.3 Produktregel und Quotientenregel

m Schéatzen Sie den Wert der Steigung an den angegebenen Stellen und {iberpriifen Sie Ihre
Ergebnisse rechnerisch.
a) fX) =x2(x=2)+3; % =-0,5 % =1 b) f(x) = —x(*+3x*=1); X, = =0,5; X, = 1

Y4 y

6T 6

5 51

4 4+

3 3+

2 2T

T T

| | | | | (X | | | | | (X
1 —(I)S 0:5 i 1|5 ﬁ 2:5' /(I),S 0,5 1I 115 ﬁ 2|5 é'

-1+ -1

m a) Bestimmen Sie die Nullstellen xy und xy, der Funktion f mit f(x) = Vx - (x=1).
b) Welche Steigung haben die Tangenten an den Graphen der Funktion f in xy und xy?
Eine Skizze hilft. ¢) Uberpriifen Sie, ob der Graph der Funktion f eine waagerechte Tangente besitzt.

Uberpriifen Sie folgenden Satz: Wenn der Graph von f mit f(x) = 3x*> - 4x an der Stelle
Xo = a eine waagerechte Tangente hat, dann hat auch der Graph von g mit g (x) = [f (x)]?
dort eine waagerechte Tangente.
= Ermitteln Sie zunéchst die Stellen mit waagerechter Tangente.
= Stellen Sie den Term g (x) auf; ermitteln Sie die Stellen mit waagrechter Tangente.
= Vergleichen Sie anschlieBend.

Ly @ Der Graph der Funktion f; mit f;(x) = —(x+ 1)* besitztan x, = —1 eine doppelte Nullstelle.

a) Zeigen Sie, dass auch der Graph der Funktion f, mit f,(x) = x - f;(x) die x-Achse im
Punkt (—10) beriihrt.

b) Ist ein Hochpunkt des Graphen von f; auch ein Hochpunkt des Graphen von f,?

-2+ Untersuchen Sie.

34 ¢) Durch die Hinzunahme eines weiteren Faktors x erhalt man die Funktion f; mit

f3(x) = =x2- (x + 1)°. Welche Veranderung bewirkt dies am Graphen? Uberlegen Sie

und Uberpriifen Sie anschlieBend durch Rechnen.

Doppelte Nullstelle

heif3t, dass dort Null- . . 2 2 . .
stelle und Extremstelle m Der Graph der Funktion g; mit g (x) = (x+2)°- (x— 1)* besitzt zwei doppelte Nullstellen.

zusammenfallen. a) Geben Sie diese beiden doppelten Nullstellen an.

b) Begriinden Sie, dass es sich tatsachlich um doppelte Nullstellen handelt, d. h. weisen
Sie das gleichzeitige Vorhandensein von Extrema an diesen Stellen nach.

¢) An welchen Stellen besitzt die Tangente an dem Graphen von g, die Steigung —4?

d) Beschreiben Sie (ohne vorherige Berechnung), wodurch sich der Graph der Funktion
g2 Mit g,(x) = (x +2)*+ (x - 1)* von dem von g, unterscheidet.

e) Weisen Sie nach, dass man g;(x) in der Form g;(x) = 2(x+2) (x - 1) (2x + 1) schreiben
kann. Bestimmen Sie mit dieser Darstellung die Monotoniebereiche der Funktion g; (x).

f) Untersuchen Sie die Funktion g, auf Symmetrie.
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Ableitungsregeln

Ist ein Faktor eines Funktionsterms ein Quotient, in dessen Nenner die Variable steht, erhalt
man eine Quotientenfunktion: f(x) = u(x) - ﬁ = % Die Ableitung dieser Quotienten-

funktion ergibt sich aus der Produktregel; man nennt sie Quotientenregel: Fiir die Ablei-

tung f’ des Quotienten f(x) = % zweier differenzierbarer Funktionen u und v gilt

1oy W) v(x)—u(x)-v'(x)
Pl = R ‘

3 2
Bestimmen Sie die Ableitung der Funktion f mit f(x) = ZXZ;ZX mit der Quotientenregel. Beispiel

Gibt es noch eine andere (vielleicht geschicktere, weil weniéer aufwandige) Moglichkeit? Quotientenregel
Losung:

Mit u(x) = 2x*-2x% und v (x) = x’~x ergibtsich u’(x) = 6x’~4x und v'(x) = 2x— 1.

fr(x) = (640 0C-X) =260~ 2x) - @x 1) _ (6x°~4%) (2% (2x=1) _ 6x-4-4x+2 _2x-2 _,

(x*-x)? (x>~ x) - x-1 T ox-1
In diesem Fall ist es geschickter, den Funktionsterm vor dem Ableiten zu vereinfachen:
2x —2x* _ 2X*(x=1) _ Sy
) = = Sp-y —X=FW=2

Ermitteln Sie jeweils die Ableitung der Funktion f.

2x-1 3x+2
a) f(x) = =% b) f(x) = 2 o fix) = 2X
-3 - X-4_ Bx+3)-x=1)
d) f(X) - 2X3 e) f(X) - X-(X—2) f) f( ) X4'(X2—1)
An welchen Stgllen hat die Ableitung der Funktion den Wert a?
a) f(x) = =-3 b) f(x) = \/_,a——1 9! f()_x+;‘a—-1

An welchen Stellen stimmen die Funktionswerte von f'und g’ iiberein? Was bedeutet dies
geometrisch7 Skizzieren Sie jeweils die Graphen der Funktionen f und g.

a) f(x) = 0= b) f(x) = 1‘2X1;g(x) = (x-2)?
2

x+1’g

Uberpriifen Sie an Beispielen und beweisen oder widerlegen Sie folgende Aussage: Hat
der Graph von f an einer oder mehreren Stellen die x-Achse als waagrechte Tangente, dann
hat auch der Graph von g (x) = @ x # 0, mindestens eine waagrechte Tangente.

Nachgefragt /

= Skizzieren und erldutern Sie die Vorgehensweise, wie man die Produktregel herleiten kann.

= Fiihren Sie ein Beispiel an, bei dem das Aufstellen der Ableitung unter Zuhilfenahme der
Produktregel sehr sinnvoll ist und den Arbeitsaufwand minimiert. Fiihren Sie ein zweites
Beispiel einer Funktion an, die man sowohl mit der Produktregel als auch ohne die
Produktregel ableiten kann. Fiihren Sie drittens ein Beispiel an, bei dem man die Produkt-
regel zwar anwenden kann, bei dem sie aber keine Erleichterung bringt.

= Erldutern Sie an einem Beispiel, dass die Faktorregel ein Spezialfall der Produktregel ist.

= Erldutern Sie an einem Beispiel, in welchem Kontext man die Differentialrechnung
(und damit zum Beispiel auch die Produktregel) anwenden kann.

= Recherchieren Sie: Was versteht man unter dem isoperimetrischen Problem?
Was hat es mit dem Inhalt dieses Kapitels zu tun?
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1 1.4 Die Verkettung von Funktionen und die Kettenregel

Mit einem 3D-Drucker kdnnen in mehreren Schritten komplexe Werk-
stlicke hergestellt werden. Dabei baut jeder Schritt auf das Ergebnis
des jeweils vorangehenden Schritts auf.

= Ahnliches ist auch in der Mathematik méglich. Inwiefern kann man
Funktionen wie f mit f(x) = (x + 1) odergmit g(x) = V3x-1 als
Hintereinanderausfiihrung von Funktionen interpretieren?

= Finden Sie weitere Beispiele fiir eine solche ,Verkettung” von
Funktionen.

Bisher haben Sie Funktionen bzw. Termbausteine stets durch die Operatoren +, —, - und :
verkniipft. Nun lernen Sie eine neue Art der Verkniipfung kennen: die Verkettung. Bei der Ver-
kettung werden Funktionen hintereinander ausgefiihrt.

Wir betrachten hierzu als Beispiel die Funktion f mit f(x) = (x + 2)2 Man wird zunichst (x + 2)
berechnen und das Ergebnis anschlieend quadrieren. Zuerst wird also mit v der Funktions-
wert v (x) = (x + 2) ermittelt und dann wird auf diesen Funktionswert die Funktion u mit

u(x) = x> angewendet.

e /o [runony /o[ vig /s [Funtions /> [w00

Die nebenstehende Wertetabelle spiegelt

X v (x) u(v(x))
diesen Prozess wider. r 1 1
Graphisch umsetzen kann man ihn, indem man 05 15 225
zunachst das Schaubild von v (x) = (x + 2) 0 5 4
zeichnet und anschlieBend auf Werte dieses 05 Yy 625
Schaubilds die Funktion u (v (X)) = (x + 2)* 1 3 '9

anwendet.

uov liest man Man bezeichnet eine solche Art der Verkniipfung als Verkettung f = u v zweier Funktionen.

U verkettet mit v*.
Merke

Beim Verketten zweier Funktion u und v entsteht eine neue Funktion f = uev mit dem
Funktionsterm f(x) = u (v (x)).

Beispiel I:

V(X) = Xx+2, u(x) = x? = fX) = u(v(x) = (x+2)

v: x — Vv (x) wird innere Funktion und u: x+— u (x) wird duBere Funktion genannt.
Beispiel Il:

V(X) = 2+3x u(x) =sin(x) = f(x) = u(v(x)) = sin(2 + 3x).
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Ableitungsregeln

Die Frage ist nun: Wie sieht die Ableitung solcher verketteter Funktionen aus?

Wir versuchen, diese Frage zu beantworten, indem wir die Verkettung zunachst auflésen und

die daraus entstehende Funktion ableiten. Wir nehmen hierzu den Termbaustein (4x — 1) und

multiplizieren ihn mit sich selbst; so erhalten wir (4x — 1%

Die Funktion f mit f(x) = (4x — 1)* kénnen wir — wie oben beschrieben - als Verkettung von
mit u(x) = x> verstehen. Wir I6sen die Verkettung nun auf:

f(x) = 4x-17=(4x-1)-(4x-1) = 16X’ - 4x—4x+1 = 16x* - 8x + 1. Zur Erinnerung:
Diesen Ausdruck kénnen wir leicht ableiten: 2. binomische Formel
f(x) = 32x-8 =4-(8x—2) = 4-2-(4x—1). (a-b)*=a’-2ab+b’?

Wir vergleichen diesen Ausdruck mit der Ableitung der inneren Funktion und der Ableitung
der auBeren Funktion: v(x) = 4x-1) = =
ux) = x = U(x) = 2x

Dieses Beispiel legt die Vermutung nahe, dass man die Ableitung einer verketteten Funktion
bildet, indem man die Ableitung der inneren Funktion mit der Ableitung der duBeren Funktion
multipliziert. Wir wollen diese Vermutung anhand zweier weiterer Beispiele tiberpriifen.

1 Wirbildenaus u(x) = x-1 und a) die Verkettung u (v (x)) und b) die Ver-

kettung v (u(x)) und bestimmen jeweils ihre Ableitungen.

a) u(v(x)) =u(x) =0x)-1=3x-1
Die Ableitung davon ist 3. Berechnen wir sie nach unserer oben formulierten Vermu-
tung, erhalten wir als Ableitung der inneren Funktion u die Zahl 1 und als Ableitung
der duBBeren Funktion v die Zahl 3. Das Produkt ergibt ebenfalls 3.

b) viux)) =v(x-1) =3x-1) =3x-3
Die Ableitung davon ist wiederum 3. Berechnen wir sie nach unserer oben formulierten
Vermutung, erhalten wir als Ableitung der inneren Funktion v die Zahl 3 und als Ablei-
tung der duBBeren Funktion u die Zahl 1. Das Produkt ergibt wieder 3.

2 Wir betrachten die Funktion f mit f(x) = Vx> + 4x+4 und D=R*. Zur Berechnung der
Ableitung formen wir zunéchst um: f(x) = y/(x + 2)> = x + 2. Die Ableitung ist 1.
Berechnet man die Ableitung iiber unsere Regel, ist u(x) = x> + 4x + 4 die innere Funk-
tion u. Ihre Ableitung ist u'(x) = 2x+4 = 2(x + 2).

Die uBere Funktion vist vVx = x%, ihre Ableitung ist v'(x) = 0,5x % = #
X
Insgesamt ergibt sich als Ableitung f'(x) = 2kt g
2-4(x+2)?

Drei Positivbeispiele geniigen natiirlich nicht, um einen Satz zu beweisen. Das war hier aber
auch gar nicht der Anspruch, sondern wir wollten ihn nur plausibel machen. Wir kénnen auf
dieser Basis also festhalten:

Die Ableitungsregel fiir eine verkettete Funktion f(x) = u (v (x)) lautet: Merkregel:
£(x) = u'(vx)) - V' (x innere Ableitung mal
) (v ()} - v'(x) dulsere Ableitung
Dabei ist

u'(v(x)) die Ableitung der @uBeren Funktion an der inneren Funktion und
v'(x) die Ableitung der inneren Funktion.
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1 1.4 Die Verkettung von Funktionen und die Kettenregel

L J
{1 Bilden Sie u(v(x)) und v (u(x)).

a) u(x) = 3x; v(x) = 4x b) u(x) =5x; v(x) = x-4 ) u(x) =2x; v(x) =x
duX =2x+LvX)=1-x* ) u(x):x—2;v(x)=\/; f) u(x):%

a Bilden Sie uov und vou fiir u(x) = 2x+1 und v(x) = Vx*-1.
B Bilden Sie f(x) = u(v(x)) und g(x) = v(u(x)) fir u(x) = 2+/x und v(x) = %

n Stellen Sie die Funktionen f als Verkettung zweier Funktionen u und v dar.
a) fx) = (x+4)° b) f(x) = V2x*+3 o f(x) 2 d) f(x) = x*+6x+9

T 3x+4

B Bestimmen Sie die innere Funktion v (x) und die duBBere Funktion u (x) der Funktion f,
die als Verkettung von u und v interpretiert werden kann: f(x) = (x + 2)°. Bestimmen Sie
anschlieBend f(x) = v (u(x)).
Lésung:
Als innere Funktion wéhlt man v (x) = x + 2, als éuBBere Funktion u (x) = x2
viulx) = 6D +2 = x4+ 2.

Beispiel
innere und dulSere
Funktion

E Die Funktion f kann als Verkettung u o v aufgefasst werden. Bestimmen Sie die innere
Funktion v und die duf8ere Funktion u.

a) f(x) = V3x-2 b) f(x):# o fx) =x*+8x+16
_ 3 — A _ a2 — _ 2x
d) f(x) = N e) f(x) =x"-4x"+4 f) f(x) A6

Nachgefragt /

= Ebenso wie in der Mathematik ist auch im Alltag die Reihenfolge der Verkettung
von Ausdriicken in der Regel von Bedeutung. Untersuchen Sie folgende Beispiele auf
u(v(x)) = v(u(x)) bzw. u(v(x)) # v(u(x)).
a) Macht der Sprache und Sprache der Macht
b) Studie der Themen und Themen der Studie
<) Rundfahrt der Sieger und Sieger der Rundfahrt
d) Liga der Champions und Champions der Liga
e) Teiler der Zahl und Zahl der Teiler.
= Erldutern Sie anhand einer Wertetabelle, dass die Reihenfolge bei der Verkettung der
Funktionen f mit f(x) = 3x -2 und g mit g(x) = Vx+ 1 eine Rolle spielt.
= InderRegelist u(v(x)) # v(u(x)). Geben Sie drei Beispiele an, in denen u(v(x)) = v(u(x)) ist.

Beispiel Bilden Sie die erste Ableitung der Funktion f mit f(x) = (4 + 5x)? auf zwei Arten.
Kettenregel Losung:
1

Mithilfe der Kettenregel: u(v) = v% u’(v) = 2v; v(x) = 4+5x v'(x) = 5;
f'ix) =u'(v)-vi(x) =2-(4+5x)-5 =40+ 50x

2 Mithilfe einer binomischen Formel erhdlt man f(x) = 16 + 40x + 25x% somit ist
f'(x) = 40+ 25-2x = 40 + 50x.
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Ableitungsregeln

a Bilden Sie die erste Ableitung der Funktion f mit von f (x) auf zwei verschiedene Arten. Zur Erinnerung:
a) f(x) = 2x-2) b) f(x) = x+1)° o fx) = 2x21—x ;7=X"
d) f(x) = s e) f(x) = Vx> +2x+1 f) f(x) = (¢ -10x+25)7

g Leiten Sie ab und vereinfachen Sie (wenn moglich) das Ergebnis.

a) f(x) = 2x+4)° b) f(x) = Vx*=1 o f(x) = ﬁ

d) f(x) = % e) fx) = VX’ +5 f) f(x) = (5x*-2x)7

Untersuchen Sie f mit f(x) = (5x + 5)* auf Monotonie und auf Extremstellen. Beispiel
Losung: Monotonie

Nach der Kettenregel mit v (x) = (5x+5) und u(x) = x?ist f'(x) = 2(5x+5)-5 = 50x + 50.
Aus 50x+ 50 = 0 erhdltman x = —1.

Da f'(x) < -1 fiiralle x < -1 gilt, ist die Funktion fiir x < —1 streng monoton fallend;

fiir x > =1 ist f’(x) > 0, hier ist die Funktion also streng monoton steigend.

Daan x = -1 ein Vorzeichenwechsel in der 1. Ableitung von — nach + vorliegt, handelt es sich
um eine Minimalstelle.

% m Find the intervals of monotonicity of the given function f and identify its extrema.

a) f(x) = V22 +1 b) f(x)=X2+105 0 f(x) = (x+17°-2x-4

E Unter welchem Winkel schneidet der Graph der Funktion f die y-Achse im angegebenen Zur Erinnerung: Schneidet
Intervall I? der Graph die x-Achse an
a) fX) =sinx+1)-Vx+1;I=1I0;m b) f(x) = cos®(x+1)—=0,5; I = [0; 2] der Stelle x,, berechnet

man den Schnittwinkel &

. . . i = tan™"(F (x,).
m Vorgelegt sind die sechs Funktionsterme tiber @ = tan (F' ()

fi(x) = x* f,(x) = 2x—1 M‘/ gi(x) = 3x-1 ML/ gs(x) = 2-3x

Finden Sie heraus, welcher der folgenden Terme gleich f;(g; (x)), f,(g2 (X)), f; (g3 (x)),
f, (91 (x)), f, (92 ), f2 (93 (), f3 (91 (x)), f3 (92 (x)), f3 (93 (x)) ist.
3(2x-1) 3-6x 3x X 2x*-3 9%* - 6x+ 1 X =23 +1 (2-3x7 3-3x

m Gegeben sind die Graphen der Funktionen u und v. Bestimmen Sie fiir xo = 0, X, = 1
und x, = 2 naherungsweise u (v (Xo)), U (v (X)) und u(v(x,)) sowie v (u(xo)), v(u(x))
und v (u (xy)).
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1.4 Die Verkettung von Funktionen und die Kettenregel

40

E Bestimmen Sie zunachst die beiden
Funktionsterme von u und v aus
den jeweiligen Graphen und
ermitteln Sie dann u (v (x,)) und
v (u (X)) flr X, = =1, 0 und 1.

02 04 06 08 10

[ Gegeben st die Funktion f mit f(x) = (0,5x* - 1)°. Welcher der abgebildeten Graphen ist
der von f'(x)? Argumentieren Sie.

Bestimmen Sie die Funktionen, die die angegebenen Ableitungen haben.

a) f'(x) = %(x+ 1) 2 b) f'(x) = ; *33“4 o f'(x) = 4(x+3)°
d) f'(x) = 12(x+3) &) () = 2% f fi =2

@ Wo steckt der Fehler? Korrigieren Sie.

a) f(x) = (4x— 1) b) f(x) = V3x—x 0 f0) =27
f0) =3(@x-17 f(9) = 2(6x-1) i = 2

@ Fiir welchen Wert von k entsteht ein Graph, der an der Stelle x, einen Extrempunkt besitzt?
Geben Sie auch an, ob es sich um einen Hochpunkt oder einen Tiefpunkt handelt.
a) f(x) = (x+k>+x7% b) f(x) = (X +kx)? o f(x) = (x+k?>-1)%
Xo = — Xo =1 Xo =1

w Man kann auch drei Funktionen miteinander verketten und davon die Ableitung
bestimmen.
a) Ermitteln Sie die Ableitung von k(x) = f(g (h(x))), indem Sie zunéchst die Ableitung
von g (h(x)) bestimmen und dann noch mit f verketten.
b) Fiihren Sie das Ganze am Beispiel k(x) = (V3x—1)* durch.

Uberpriifen Sie an einem Beispiel fiir g (x) = [f(x)]* den Satz:,Falls der Graph von fan der
Stelle a eine waagrechte Tangente hat, dann hat auch der Graph der Funktion g an dieser
Stelle eine waagrechte Tangente.”



Ableitungsregeln

An den Graphen von f mit f(x) = V16 - % Ay
wird im Punkt A (xo|f (X)) eine Tangente >
angelegt (siehe Zeichnung).

a) Bestimmen Sie die Steigung der
Tangente mithilfe der Eigenschaft
der Tangente, dass sie senkrecht
zum Radius steht.

b) Bestatigen Sie Ihr Ergebnis mithilfe
von f'(x).

Esist u(x) = 4x*+2x und v(x) = 3x-5.
Bilden und vereinfachen Sie die Funktionsterme h(x) = u(v(x)) und k(x) = v(u(x))
sowie ihre Ableitungen h'(x) und k’(x) und vergleichen Sie [u (v (x))]" und [v (u (x))I’
miteinander. Was fallt Ihnen auf?

w An den Graphen von f mit f(x) = Vx> + 1 sollen an den Stellen -0,5 und 0 die Tangenten
angelegt werden. Bestimmen Sie den Schnittpunkt der beiden Tangenten.

Wahlen Sie fiir u (x), v (x) und w (x) drei einfache Funktionen. Bestimmen Sie u (v (w (x)))
und ermitteln Sie die Ableitung dieser doppelt verketteten Funktion. Versuchen Sie, eine
Regel aufzustellen.

a) Bestimmen Sie den Punkt P auf der
1

Parabel y = fxz, der den kiirzesten
Abstand vom Punkt Q(4]0) hat.
Tipp 1: Den Abstand kdnnen Sie mit
dem Satz des Pythagoras
bestimmen.
Tipp 2: Von dieser Abstandsfunktion
ist das Minimum gesucht.
b) Zeigen Sie, dass die Gerade PQ senk- —
recht zur Tangenten an den Graphen

im Punkt P steht.

Nachgefragt /

= |st die Verkettung zweier linearer Funktionen wie z.B. f(x) = 2(x +2) + 3 mit u(x) = 2x +3
und v (x) = x + 2 wieder eine lineare Funktion? Beurteilen Sie anhand mehrerer konkreter
Beispiele.

= Uberpriifen Sie bei der Funktion g mit g(x) = f(x), ob gilt: Falls der Graph von f an der
Stelle x, eine waagrechte Tangente hat, dann hat auch der Graph von g an x, eine waag-
rechte Tangente. Wahlen Sie zundchst eine konkrete Funktion mit waagerechter Tangen-
te und tberpriifen Sie; danach sollten Sie die Uberpriifung fiir eine allgemeine Funktion f
durchfiihren.

= Probieren Sie anhand mehrerer Beispiele aus, ob [u (v (x))]' = [v(u(x))]’ sein kann, ohne
dass u(v(x)) = v(u(x)) ist.

Tipp:

Fiir die Steigungen m;
und m, zweier senkrech-
ter Geraden gilt:

my-m, = -1.
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1.5 Trigonometrische Funktionen und ihre Ableitung

Die Sinus- und die Kosinus-
funktion gehéren zu

den trigonometrischen
Funktionen.

42

Jede Gondel eines Riesenrads verandert beim Drehen des Rads standig ihre Hohe tiber
dem Boden.

= Beobachten Sie die Hohe tiber dem Boden einer Gondel fiir eine Umdrehung des
Riesenrads und zeichnen Sie diese Hohe im Koordinatensystem in Abhédngigkeit von
der Zeit ein (konstante Geschwindigkeit wird vorausgesetzt).

= Untersuchen Sie den entstehenden Graphen. Welche Eigenschaften hat er?
Wie wiirde er sich bei der ndachsten Umdrehung des Rads verandern?

Wir nehmen die neuen Termbausteine sin und cos hinzu und betrachten Funktionen wie
f(x) = 2-sin(2x - 3) sowie deren Ableitung.

Hierzu wiederholen wir zunachst, wie der Sinus und der Kosinus sowie die Sinus- und
die Kosinusfunktion definiert sind und wie deren Ableitungen aussehen.

Fiir Winkel zwischen 0° und 90° sind Sinus und
Kosinus im rechtwinkligen Dreieck definiert als
_ Gegenkathete a

sinf) = ———m—— = — Hypotenuse ¢ Gegenkathete a
Hypotenuse C
cos () = Ankathete b a
- Hypotenuse - C Ankathete b
Wendet man diese Definition auf ein Dreieck im v
Einheitskreis an, also auf ein Dreieck, dessen Hypote- P(U[v)

nusenldnge 1 ist, kann man wie folgt definieren:
Liegt der Punkt P ( |v) auf dem Einheitskreis, gilt fir
das zum Winkel a gehorende rechtwinklige Dreieck:
sin(a) = v und =

o/ a\ /- sin\(@)

B(u[0)
Mithilfe des Einheitskreises kann man Winkel also |
durch Langen ausdriicken.

Gleichzeitig wird durch jeden Winkel ein Kreisbogen der Lange x festgelegt, da o und x zuein-
ander proportional sind. x nennt man das Bogenmaf des Winkels o.

Die eindeutige Zuordnung, die jeder reellen Zahl x den Wert sin (x) zuordnet, nennt man
Sinusfunktion f(x) = sin(x). Analog nennt man die eindeutige Zuordnung, die jeder reel-
len Zahl x den Wert cos(x) zuordnet, Kosinusfunktion g (x) = cos (x).

Ihre Graphen haben folgendes Aussehen:

4y

i sin (x)
0 ><\ ~
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Ableitungsregeln

Die Funktionswerte der trigonometrischen

Funktionen wiederholen sich jeweils nach 2

27t. 27t nennt man die Periode, den maxi- Amplitude: 1 |
malen,Ausschlag” der Funktionswerte (von : | \ - X
der x-Achse aus gesehen) Amplitude. == 3o 3w 53w 7%

Kombinieren wir die Sinusfunktion mit den uns bekannten Termbausteinen, erhalten wir z.B.
die Funktion f mit f(x) = 2-sin(3(x - 4)) + 3, allgemein: f(x) = a-sin(b(x—¢)) +d.

Wir variieren nun die einzelnen Parameter a, b, c und d, lassen uns die Graphen mit einem Funk-
tionsplotter zeichnen, um ein Muster beziglich der Auswirkungen zu erkennen.

y g(x) = 2sinx by y:sin(x—%n)
1 .
fix) = (/ ;/ ~
I i |Smx X / | /

S A 2

R+
= a
Il w
o= NEaT
L0
S
%
b
Nia
:‘ —
XY

y = sin(x+%n)

Der Parameter a bewirkt eine Streckung oder ~ Der Parameter c bewirkt eine Verschiebung
Stauchung des Graphen der Sinusfunktion in des Graphen der Sinusfunktion in x-Richtung.
y-Richtung. Die Zahl A = |al ist die Amplitu-

de der Funktion.

Der Parameter b bewirkt eine Streckung Der Parameter d bewirkt eine Verschiebung

des Graphen der Sinusfunktion in x-Richtung ~ des Graphen der Sinusfunktion in y-Richtung.
mit dem Faktor%. Die Funktion f mit

f(x) = sin(b - x) hat die Periode p = %ﬂ,

Durch Betrachten der Tangentensteigungen des Graphen der Sinusfunktion (graphisches
Differenzieren) erhalt man folgenden Zusammenhang:

Y
2 -
sin|(x) 4
A =07 /><
_|6 _|5 _I4 A _I _I‘I 'II T é T é T % ;
A B
t

Fiir f(x) = sin(x) gilt: f'(x) = cos (x). Fiir g(x) = cos (x) gilt: g'(x) = —sin (x).
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1 1.5 Trigonometrische Funktionen und ihre Ableitung

L J

Aufgaben n Da durch jeden Winkel o ein Kreisbogen der Lange x (das BogenmaR des Winkels a) fest-
gelegt wird, und da der Umfang des Kreises U = 2mtr und damit der Umfang des Einheits-

kreises (r = 1) U = 2mt ist und einem Vollwinkel von a = 360° entspricht, erhélt man:

Beim Taschenrechner Gradmal o 360° 180° 90° 1° n°
muss man den Modus von BogenmaB x I m

Gradmaf3 (degree, DEG)

auf Bogenma@ (radian, a) Vervollstandigen Sie die Tabelle.

RAD) umschalten, um .. . . e o aA-T

Winkelim Bogenmaf zu b) Begriinden Sie auf Basis der Tabelle, dass gilt: x = 180°"

bestimmen. ¢) Jede reelle Zahl bzw. jedes BogenmaR x kann folglich als Winkel a aufgefasst werden.
Begriinden Sie, dass gilt: a = % 180°.

a Verwandeln Sie vom Bogenmal3 ins Gradmal3 oder umgekehrt.

Beispiel

BogenmaR und a) a = 45° b) x = %
Gradmal3 Lésung:
a) Wegen x =775 - ergibt sich fiir @ = 45° x = 4—7 T
Fi4
b) Wegen a = ﬁ 180° ergibt sich x = 21: a= ﬁ 180° = 90°.
B Verwandeln Sie ins GradmalR.
a) b) 10 Q1 d) 0,1
u Verwandeln Sie ins Bogenmal.
a) 45° b) 60° c) 210° d) 380°
Beispiel B Bestimmen Sie die Losungen der Gleichung sin(x) = 0,5 im Intervall [0; 4] und geben Sie
Gleichung lésen diese sowohl im Bogen- als auch im Gradma@ an.

Lésung:
1 Graphisch: Zeichnen Sie die linke Seite der Gleichung und die rechte und ermitteln
Sie die Schnittpunkte beider Graphen. Man erhdilt x; = 0,5 und x, = 2,6.
Wegen a = 7 - 180° entspricht dies x, = 30° = Z und x, = 150° = 56—”.

YA
1.2

08T

041

w4
>
b A

=12

N N O
ecb e -d - -d--1

2 Rechnerisch: Der Taschenrechner liefert fiir sin™"(0,5) den Wert x, = 0,52.
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Ableitungsregeln

a Bestimmen Sie die Losung(en) folgender Gleichungen im Intervall [0; 27t] und geben Sie
diese sowohl im Bogen- als auch im GradmaR an.
a) sin(x) = 0,75 b) sin(x) = -0,25 c) sin(x) = -1
d) cos(x) = 0,75 e) cos(x) = -0,25 f) cos(x) = -1

Nachgefragt /

= Geben Sie in eigenen Worten wieder, welche Konsequenzen die Ubertragung der trigo-

Gegenkathete
Hypotenuse

Zusammenhang das BogenmaR hierzu steht.

nometrischen Beziehung sin () = auf den Einheitskreis hat und in welchem
= Erldutern Sie, weshalb gilt: cos(x) = sm(——x) und sin(x) = cos(x——)

= Erldutern Sie, wie man anschaulich erkldren kann, dass die Ableitung der Sinusfunktion die
Kosinusfunktion ist.

= Wie lautet die 111-te Ableitung und wie die 222-te Ableitung von sin (x), wie die 333-te und
444-te Ableitung von cos (x)? Beschreiben Sie Ihr Vorgehen.

Bestimmen Sie Amplitude und Periode der folgenden trigonometrischen Funktionen f.
a) f(x) = 3sin(2x) b) f(x) = sin(3x)
c¢) f(x) = 3cos(2x) d) f(x) =2-sin(3x+4)-5

Bestimmen Sie die erste Ableitung der Funktion f mit f(x) = 3 - y/sin (x).

Losung:

Der Vorfaktor 3 ist vom Ableiten nicht betroffen, er bleibt erhalten. Den Wurzelausdruck leitet
man mittels der Kettenregel ab, wobei v (x) = sin (x) die innere Funktion und u (x) = Vx die

dulSere Funktion ist
Esist u’(x) = —x 2 —57 7)7( d v'(x) = cos (x).
Fix) = 3. _ 3, cos(x) )

() =3-cos-3 W "2 fsin(x)

a Bestimmen Sie die erste Ableitung der folgenden Funktionen f.

a) f(x) = sin(x) + cos(x) b) f(x) = 4- cos(x) ¢ f(x) =2-sin(x)+3
d) f(x) = V/sin(x) +3x— 1 e) f(x) = (cos(x))2+§x3 f) f() = S]n( )+%
g) f(x) = sin®(x) + cos’ (x) h) fix) = ¥ i) f(x) =x*-sin’(x)

X

m Skizzieren Sie die Graphen folgender Funktionen und geben Sie jeweils Amplitude und

Periode an.
a) f(x) = 2-sin(0,5x) -1 b) f(x) = —cos(2x—-m) + 2 o f(x) =-2-sin2Qmx) +m
d) f(x) = 1,5sin(x) +2 e) f(x) = -zsin(x-g) f) f) = sin(x)

% m Determine the amplitude and the period for the following functions f and calculate their
derivative f’
a) f(x) =sin(2x)+2 b) f(x) = —4cos( ) c) f(x) =-0,5-sin(0,1x)
d) f(x) = cos(2x) + 2 e) f(x) = 7 sm(4) f) f(x) = —0,2-cos(21—§[x)—n

Beispiel
Ableitung

45



1.5 Trigonometrische Funktionen und ihre Ableitung

Beispiel
Gleichung lésen

Die Gleichung sin (x) = 1
kann man mit dem
Taschenrechner losen,
indem man sin™'(1) ein-
gibt. Der Taschenrechner
liefert 1,57 = 3.
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m Ordnen Sie jedem Graphen 1 bis 3 der Sinusfunktionen den zugehdérigen Graphen der

Ableitung ( A bis C ) zu. Bestimmen Sie jeweils sowohl die Gleichung der Funktion als
auch die der Ableitungsfunktion; Giberpriifen Sie anschlieBend den graphisch gewonne-
nen Term der Ableitungsfunktion, indem Sie f ableiten.

Bestimmen Sie alle Losungen der Gleichung sin(x) = 1 im Intervall [-7t; 1] und
veranschaulichen Sie Ihre Losung auch graphisch.

Losung:

sin(x) =1 < sin”'(1) = x; x :25
Geben Sie an, in welchen Punkten der Graph der Funktion f mit f(x) = sin (x) dieselbe
Steigung hat wie ...

a) die 1. Winkelhalbierende. b) die 2. Winkelhalbierende.

¢) die x-Achse. d) die Gerade mit der Gleichung y = —-0,5x + 2.

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = V2 -sin (x).

a) Ermitteln Sie im Intervall von -1 bis 4 die Koordinaten aller Punkte, die der Graph von f
mit den Koordinatenachsen gemeinsam hat.

b) Untersuchen Sie das Monotonieverhalten von f und ermitteln Sie alle Extrempunkte
des Graphen von f.

¢) Der Graph von f hat mit der Parabel P mit der Gleichung y = —% -X - (X —g1) zwei

Punkte gemeinsam. Geben Sie die Koordinaten dieser beiden Punkte A und B an und
untersuchen Sie, ob sich die beiden Graphen in den Punkten A und B beriihren oder
schneiden.

Die durchschnittliche Tagesldnge (in Stunden) in Deutschland, also die Zeit zwischen
Sonnenaufgang und Sonnenuntergang, kann ndherungsweise durch die Funktion f mit

f(x) = 4,4sin [%(x - 81)] +12,2; D; = {1;2;3; ...; 365}, wiedergegeben werden;

hierbei bedeutet f (x) die durchschnittliche Tageslange am x-ten Tag des Jahres.

a) Skizzieren Sie den Graphen G; bzw. lassen Sie ihn sich von einem Funktionsplotter
zeichnen (in lhrer Zeichnung diirfen Sie D¢ durch [1; 365] ersetzen).

b) Ermitteln Sie die groB3te und die kleinste Tageslédnge sowie das jeweilige Datum.

¢) Ermitteln Sie graphisch und rechnerisch die durchschnittliche Tageslange am Friihlings-
anfang (21. Marz), am Sommeranfang (21. Juni), am Herbstanfang (23. September) und
am Winteranfang (21. Dezember).



Ableitungsregeln

Die Funktionen f und g haben folgendes Aussehen: f: f(x) = 2(sinx)*~ 1 und

m Der Blutdruck B (t) (in mmHg) einer

m Es besteht der in der Tabelle abgebildete

1
(sin (x))*"

a) Was kdnnen Sie zum Definitionsbereich der Funktion g sagen?

b) Ermitteln Sie die Koordinaten der Extrempunkte der Graphen der beiden Funktionen
im Intervall von -4 bis 4 sowie die Koordinaten derjenigen Punkte, die die beiden
Graphen miteinander gemeinsam haben. Was fallt Ihnen auf?

g:9(x) =

Die Einheit mmHg (Milli-
meter Quecksilbersdule)
wird bei der Angabe von

Sprinterin kann im Ruhezustand (Puls: 60)
naherungsweise durch den Term

B,(t) = 100 + 20sin (27t) (Zeit tin's) und Druckverhltnissen
. .. benutzt, z. B. bei Blut-
nach einer Trainingsbelastung (Puls: 120)
druckwerten.

naherungsweise durch den Term
B, (t) = 135+ 55sin(4mt) beschrieben den eine Quecksilber-
werden. R N N S sdiule von 1 mm Héhe
a) Welcher der beiden Graphen gehért zu -2 =15 -1 -05 | 05 1 15 2t ausiibt.

B;, welcher zu B,? Begriinden Sie.
b) Geben Sie jeweils Beispiele fiir Zeitpunkte an, zu denen der Blutdruck besonders stark

zunimmt (bzw. besonders stark abnimmt).
¢) Reflektieren Sie: Warum ist Bluthochdruck so gefdhrlich? Woher kommt er?

Was passiert bei einem Blutdruck von 200 mmHg?

1 mmHg ist der Druck,

Winkel a sin (o) cos (o) tan (o)
Zusammenhang zwischen einem Winkel
g . 0° o s 0
und den zugehdrigen sin-, cos- und tan- 2 2
Werten (im Gradmab). 30° W 13 13
Leiten Sie diese Zusammenhange her. . 15 15
Tipp 1: Warum ist das Dreieck bei einem 45 V2 7V2 !
45°-Winkel gleichschenklig? 60° %\/E %\ﬁ NE)
Tipp 2: Ergdnzen Sie das Dreieck mit dem G 1
30°-Winkel zu einem gleichschenk- % 2 V4 20 B
ligen Dreieck.

Tipp 3: Benutzen Sie den Satz des Pythagoras.

Nachgefragt /

Nehmen Sie Stellung zu der Aussage, dass eine Verschiebung in x-Richtung die Perioden-
lange einer Sinusfunktion verandert.
Helene meint: ,Die Ableitung einer Sinusfunktion sin (b - x) hatimmer die gleiche Amplitu-

de wie die Funktion selbst.” Stimmt das? Argumentieren Sie.

Nehmen Sie Stellung zu folgenden Aussagen.

1 ,Die Periodenldnge der Funktion sin (b - x) ist umgekehrt proportional zu b

2 ,DieVeranderung der Amplitude der Kosinusfunktion hat keinen Einfluss auf die Lage
der Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen.”
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Klausurvorbereitung

Im Folgenden finden Sie keine vollstandigen Klausuren, wohl aber Aufgaben, die zu diesem
Kapitel passen und Teil einer Klausur sein kénnten.

Aufgabe 1

Leiten Sie ab.

a) f,(x) = -3(x-3)° b) f,(x) = V)& +3x o f:00=x-x=1)-(Xx+2):(x=3)

Bestimmen Sie die Extrema der Funktionen, einmal ohne Zuhilfenahme der Ableitung,
einmal mithilfe der Ableitung.
a) g;(x) = -2x*+8x-4 b) g,(x) = 3x*+12x+9

Losen Sie folgende Gleichungen.
a) x+2)-x-4=0 b) X*+4x+4=0 Q) x-1=1vx+1

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = Vx+2 (x—4).

a) Geben Sie den maximalen Definitionsbereich der Funktion f an und erldutern Sie dies.

b) Bestimmen Sie die Nullstelle(n) des Graphen von f sowie seine Extremstelle(n).

¢) Ordnen Sie der Funktion f ihren Graphen zu und geben Sie fiir die anderen Graphen
jeweils einen passenden Funktionsterm an.

YA G,

d) Skizzieren Sie den Graphen der Ableitung von f. Beschreiben Sie Ihre Vorgehensweise.

e) Bestimmen Sie die Stelle, an der der Graph von f parallel zur Geraden y = x + 4 verlauft.

f) Nehmen Sie Stellung zu folgender Aussage: ,Uber einem Intervall streng monoton
steigende Funktionen kdnnen in der ersten Ableitung in diesem Intervall keine Null-
stelle haben”

Aufgabe 2

Zerlegen Sie (durch Ausklammern und/oder Anwendung der binomischen Formeln) so
weit wie maoglich in Faktoren.
a) —2V:+ 12viw — 18vw? b) -333m*+37n?

Ermitteln Sie die Schnittpunkte folgender Funktionen zeichnerisch und rechnerisch.
fx) = (x+1)? und g(x) = -(x+1)(x=2)

Ermitteln Sie jeweils den Scheitel der quadratischen Funktionen.
a) y=x+6x+9 b) y=x+6x+5 Q y=x+7x+12

48



Ableitungsregeln

Sie haben sich mit Ihrem Auto in den Bergen verirrt und kommen 4

an einen Tunnel. Die maximale Hohe des Tunnels wird mit 3 m

angegeben, die maximale Breite am Boden ebenfalls mit 3 m.

lhr Auto ist 1,70 m breit und 1,50 m hoch.

a) Stellen Sie einen quadratischen Term auf, mit dem Sie die -
Tunnelwdnde modellieren kdonnen. [ Boden VX

b) SchlieBen Sie vom Graphen der Funktion f auf den Graphen der Ableitungsfunktion f"

¢) Berechnen Sie den Winkel, den die Tunnelwdande mit dem Boden einschlieBen.

d) Berechnen Sie, ob Ihr Auto durch den Tunnel passt.

Aufgabe 3

Skizzieren Sie die Graphen folgender Funktionen.
a) f(x) =X +33+x b) f(x) = x*+2x*+3 o) f(x) = x>+ 4x°+4x

Untersuchen Sie die Funktionen auf Nullstellen, Monotonie und Extremstellen und skizzie-
ren Sie anschlieBend den jeweiligen Graphen.
a) fix) =x*=2x*+1 b) f(x) = 3x° = 12x* + 12X o f(x) =x*(x-1)

Gegeben ist die in R definierte Funktion f mit ;

f(x) = —x’ + 12x. Die Abbildung zeigt den o

Graphen von f sowie dessen Hochpunkt H(2|16). 12

a) VergroBern Sie das Intervall in geeigneter Weise
und vervollstandigen Sie so den Graphen.

b) Die Gerade g verlduft durch den Punkt H und
besitzt eine negative Steigung. Zudem ist ihre
Steigung dieselbe wie die, die der Graph von f
im Punkt P (2,5]14,375) aufweist.

Bestimmen Sie die Koordinaten des Schnittpunktes der Geraden g mit der y-Achse.

¢) Der Funktionsterm von f wird verandert, man erhalt die Funktion h mit dem Term
h(x) = x> - 3x% + 2. Fiihren Sie zwei wesentliche Veranderungen im Graphen an und
deren Ursache.

d) Skizzieren Sie den Graphen der Ableitungsfunktion von f und beschreiben Sie, wie Sie
vorgegangen sind.

e) Berechnen Sie die Extrema von f und von h sowie die jeweiligen Nullstellen (mdglichst
exakt, ansonsten naherungsweise).

f) Der Ausschnitt des Graphen dhnelt einer Parabel. Eine Parabel ist definiert als Menge
aller Punkte X (der Ebene), von denen jeder von einer gegebenen Geraden, der
sogenannten Leitgeraden L, und von einem festen Punkt, dem Brennpunkt F, jeweils
gleichen Abstand hat. Der Punkt, der in der Mitte zwischen Brennpunkt und Leitgerade

<
o

8+

4+

£

05 10 15 20 25 30 35

liegt, heil3t Scheitel S der Parabel. Die Verbindungsgerade von Brennpunkt und Scheitel
wird auch Achse der Parabel genannt.
Skizzieren Sie die ungefdhre Lage der Leitgeraden und des Brennpunkts fiir eine
Parabel, die dem Ausschnitt des Graphen von f dhnelt.

g) Beschreiben Sie, wie die Lage von Leitgerade und Brennpunkt die Offnung der Parabel
beeinflussen.
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Klausurvorbereitung

Aufgabe 4

50

Leiten Sie die Funktionen ab.
a) f(x) =sin(x)-cos(x—-1) b) f(x) = (sin (x))* - 3cos (2x)

Bestimmen Sie Amplitude und Periode und skizzieren Sie den Graphen.
a) f(x) = 2sin(2(x-2)) b) f(x) = —cos(-x) -1

Am Elbufer wird téglich der Wasserstand gemessen. Durch Ebbe und Flut entsteht eine
wellenférmige Kurve, wenn man die Werte in einem Koordinatensystem veranschaulicht.
Die Messwerte kdnnen durch folgende Funktionsgleichung wiedergegeben werden:

f(t) = 1,55in[Z(t-5)]+ 1,5 (tinh, f(Q)inm).

a) Geben Sie den Wasserstand zum Zeitpunkt t = 0 an.

b) Skizzieren Sie den Verlauf des Graphen.

¢) Steigt oder fallt der Wasserstand zum Zeitpunkt t = 0? Begriinden Sie lhre Antwort.
d) Welcher der folgenden Graphen gehort zur ersten Ableitung von f? Begriinden Sie.

ﬁy | ﬁy 2 ﬁ\ /\
AT e v E N ek TR f e K
e) Berechnen Sie: Wann erreicht der Wasserstand sein Maximum, wann sein Minimum?

Wie hoch ist das Wasser dann jeweils? Wie groB ist der Tidenhub, also der Unterschied
zwischen dem Scheitelpegel (Flut) und dem untersten Pegelstand (Ebbe)?

Wie sehen typische Klausuraufgaben aus?

Zuordnen von Termen und Graphen

Aufstellen eines Terms zu einer gegebenen Sachsituation, Sachsituationen modellieren
Ableitungen im Sachzusammenhang interpretieren (z. B. als Steigung) und Ableitungen
berechnen (dabei Ableitungsregeln anwenden)

Signifikante Punkte eines Graphen (Nullstellen, Extremstellen) berechnen, Graphen

auf Monotonie untersuchen

Zusammenhange zwischen Funktion und Ableitung erkennen, diese begriinden und
Graphen als Ableitungsgraphen identifizieren

Graphen auf Symmetrie untersuchen, speziell auch die ganzrationaler Funktionen

Typische Aufgabenteile fiir das Warm up:

Losen von linearen, quadratischen, Bruch-, Wurzel- und Potenzgleichungen

Extrema quadratischer Funktionen mit und ohne Ableitung bestimmen

Faktorisieren von Summen und Differenzen

Aussagen treffen tiber die Parameter von Funktionen

Ganzrationale Funktionen auf Symmetrie, Monotoniebereiche und Extrema untersuchen
und ihre Graphen skizzieren

bei trigonometrischen Funktionen Amplitude und Periode bestimmen und die
Funktionen ableiten



Abiturvorbereitung Ableitungsregeln

Im Folgenden finden Sie Aufgaben, wie sie zu diesem Kapitel passend in einer Abiturpriifung
gestellt werden kénnen.

n Die Abbildung zeigt die Graphen einer ganzrationalen Funktion f und einer trigonometri-
schen Funktion g.

a) Ordnen Sie die Funktionen f und g den abgebildeten Graphen zu und begriinden
Sie Ihre Zuordnung.

b) Geben Sie fiir einen der abgebildeten Graphen einen mdglichen Funktionsterm an.
Erklaren Sie, wie Sie dabei vorgegangen sind.

¢) Entscheiden Sie begriindet, welcher der angegebenen Terme zum Graphen der
trigonometrischen Funktion passt.
f,(x) = cos(x) f,(x) = cos(0,5x) f3(x) = cos(2x) fa(x) = cos(x - )

d) Skizieren Sie den ungefahren Verlauf des Produkts der beiden Funktionen f und g
sowie den von dessen Ableitungsfunktion.

e) Leiten Sie die ganzrationale Funktion k mit k(x) = x> - (x* - 4) auf zwei verschiedene
Arten ab. Geben Sie an, welche Ableitungsregeln Sie jeweils benutzt haben.

f) Erldutern Sie fiir eine der benutzten Ableitungsregeln, wie man sie plausibel machen
oder herleiten kann.

g) Geben Sie mdglichst viele Vorgehensweisen an, wie man die Nullstellen der
ganzrationalen Funktion k (auch ndherungsweise) bestimmen kann.

E Gegeben ist der Ausschnitt des Graphen Ay
der Ableitungsfunktion ' einer ganzratio- 3T
nalen Funktion f. 2

a) Wodurch unterscheiden sich die drei
gegebenen Nullstellen? Worin dufBert
sich dies im Term von f"? S 15
b) Stellen Sie unter Benutzung der gege-
benen Nullstellen und des globalen
Verlaufs des Graphen einen mdglichen
Term fiir f'auf.
¢) Erldutern Sie die Bedeutung der Null- f
stellen von f'fiir den Graphen von f.
d) Untersuchen Sie das Monotonieverhalten von f.
e) Skizzieren Sie den Graphen von f.
f) Welchen minimalen Grad hat f/, welchen f?
g) Stellen Sie einen mdglichen Funktionsterm fiir f auf.
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Abiturvorbereitung

B Gegeben sind die Funktion f mit f(x) = 0,5 - sin(x - %) + 2 und ihr Graph.

Yai

a) Machen Sie im Graphen die Amplitude und die Periode kenntlich.

b) Erldutern Sie, wie der Graph von f aus dem der Funktion g mit g (x) = sin (x) hervorgeht.

¢) Eine der folgenden Abbildungen zeigt den Graphen der Ableitungsfunktion f'von f.
Entscheiden Sie begriindet, welcher der Graphen den der Ableitungsfunktion darstellt.

'\. .
-

d) Entscheiden Sie, ob die folgende Aussage wahr oder falsch ist, und begriinden Sie Ihre
Entscheidung.
Eine trigonometrische Funktion ist durch die Angabe der Koordinaten eines beliebigen
Hochpunktes und eines beliebigen Tiefpunktes ihres Graphen eindeutig bestimmt.

e) Erldutern Sie, wie man die Sinusfunktion aus der trigonometrischen Beziehung
Gegenkathete
Hypotenuse
+Einheitskreis” und,,Bogenmaf”.

sin(a) = erhdlt. Verwenden und erldutern Sie dabei auch die Begriffe

Eine mogliche Erweiterung:

f) Der Funktionsterm von f wird abgewandelt, so dass man h (x) = %xz -sin (x - %)

erhdlt. Der Graph von h ist fiir das Intervall I = ]-2gt; 27t [ oben abgebildet.
Weisen Sie rechnerisch nach, dass der Graph achsensymmetrisch ist.
g) Skizzieren Sie im gleichen Koordinatensystem den Graphen der Ableitungsfunktion.
h) Leiten Sie h ab und vergleichen Sie mit lhrem Ergebnis aus g).



Arbeitsauftrage und Fragen zur Vorbereitung auf das Abitur Hilfe
Beschreiben Sie an einem Beispiel, was man unter graphischem Differen- S 2311
zieren versteht, und wie man dabei vorgeht. )
Was sagt die Ableitung an einer Stelle des Graphen einer Funktion aus? S.16/5
Beschreiben Sie Anwendungskontexte, in denen das Bestimmen der Ablei- S 47/18
tung eine Rolle spielt. '
Beschreiben Sie, wie man das Extremum einer ganzrationalen Funktion

. . . . . ) S.12/2,
zweiten Grades mit und ohne das Bestimmen einer Ableitung finden kann. 18/6
Fiihren Sie beide Verfahren an einem konkreten Funktionsterm durch.
Beschreiben Sie an einem konkreten Beispiel, was man unter der Verkettung S 36
einer Funktion versteht. '
Fiihren Sie ein Beispiel fiir einen Funktionsterm an, den man mit der Produkt- S.32/4
regel ableiten kann, bei dem man die Produktregel aber auch umgehen kénnte. | =
Fiihren Sie ein Beispiel fiir einen Funktionsterm an, den man mit der Ketten- | S.38/7,
regel ableiten kann, bei dem man die Kettenregel aber auch umgehen kénnte. | 39/8
Erldutern Sie an einem konkreten Funktionsterm, dass die Ableitung eines S 31
Produkts nicht gleich dem Produkt der Ableitungen der Faktoren ist. ’
Machen Sie die Faktorregel fiir Ableitungen an einem konkreten Beispiel S 91
plausibel. Warum bleibt der Vorfaktor bei der Ableitung erhalten? ’
Warum féllt das absolute Glied, also der Teil eines Terms, der mit keinem x 520
verkniipft ist, beim Ableiten weg? ’
Beschreiben Sie, wie man die Ableitung einer Funktion an einer Stelle ohne
Ableitungsregeln ermitteln kann. Benutzen Sie dabei auch die Begriffe Dif- $.16/5
ferenzen- und Differentialquotient sowie Sekanten- und Tangentensteigung. | =
Inwiefern spielt der Grenzwert in diesem Kontext eine Rolle?
Beschreiben Sie an einem selbstgewahlten Beispiel, wie man Graphen ganz- S 16/4
rationaler Funktionen auf Symmetrie untersuchen kann. ’
Welche Arten von Symmetrie kennen Sie? Beschreiben Sie ein Kriterium,
mit dem Sie eine beliebige Funktion anhand ihres Terms auf Symmetrie S.16/4
untersuchen kénnen.
Was versteht man unter einer Tangente und wodurch unterscheidet sie sich 5%
von einer Sekante? ’
Wie lautet der Monotoniesatz fiir Funktionen? Gilt auch seine Umkehrung?
Reflektieren Sie liber die Umkehrbarkeit von Sdtzen. Geben Sie Beispiele fir | S.18/6
umkehrbare und fiir nicht umkehrbare Sétze an.
Nennen Sie die beiden hinreichenden Kriterien fiir Extremstellen. Wodurch
unterscheiden Sie sich vom notwendigen Kriterium? Sind beide hinreichen- S 18/6

den Kriterien gleich machtige Werkzeuge, oder kann eines der beiden Krite-
rien mehr als das andere?

Ableitungsregeln
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Alles im Blick

In diesem Kapitel haben Sie gelernt, ...
... Funktionsterme miteinander zu verknipfen, diese zusammengesetzten Funktionen abzulei-
ten und zu untersuchen.

Im Detail haben Sie gelernt, ...

ya
Kap.11&1.2 Summen-, Faktor- und Potenzregel der Ableitung; Tangentengleichungen aufstellen

Abiturwissen Das haben Sie gelernt

... die Regel fiir konstanten Wir haben Termbausteine additiv miteinander verkniipft und so aus
Faktor, die Potenzregel sowie Potenzfunktionen ganzrationale Funktionen entstehen lassen. Leitet man
die Summenregel zum Ableiten | diese ab, kommen drei Regeln zur Anwendung: die Faktorregel, die Po-
von Funktionstermen anzu- tenz- und die Summenregel. Diese Regeln kann man sich leicht plausibel
wenden. machen: Zum Beispiel verandert der Vorfaktor die Steigung des Graphen,

muss also in die Ableitung miteinflieBen. Die Potenzregel kann man sich
durch graphisches Differenzieren plausibel machen, weil man so leicht
sieht, dass der Grad der Ableitungsfunktion um eins niedriger ist als der
der Ausgangsfunktion.

... die Faktorregel und die
Summenregel anschaulich
zu begriinden.

... Graphen von zusammen- AnschlieBend haben wir ganzrationale Funktionen auf Nullstellen,
gesetzten Funktionen zu unter- | Extrempunkte und Symmetrie untersucht sowie Tangentensteigungen an
suchen. deren Graph konkret berechnet und Tangentengleichungen aufgestellt.

... Tangentengleichungen

aufstellen
Sie haben als typische Aufgaben kennengelernt, ... Beispielaufgaben | Hilfe
... Punkte mittel Ablei hnen, bei ie anli
unkte mlt els der Ab eltung.zu berec ‘nen bei denen die anliegende 11/6-8 5.22/5
Tangente eine vorgegebene Steigung besitzt.
... graphisch zu differenzieren, d. h. den Graphen der Ableitungsfunktion
. . . 1.1/12 S.23/1
aus den Tangentensteigungsdreiecken der Funktion entstehen lassen.
... ganzrationale Funktionen auf Symmetrie und Nullstellen sowie Mono- 11/16.19 S.23/15,
tonie und Extrema zu untersuchen. T 24/18
S.26,27;
.. T tengleich fzustellen. 1.2/1 Y
angentengleichungen aufzustellen / 528/
Kap.1.3 /
ap. 1. .
% Produktregel und Quotientenregel
Abiturwissen Das haben Sie gelernt
... die Produktregel und die Wir haben Termbausteine multiplikativ miteinander verkniipft und uns
Quotientenregel zum Ableiten | anhand einfacher Beispiele klar gemacht, dass die Ableitung eines Pro-
von Funktionstermen zu ver- dukts nicht gleich der Ableitung der einzelnen Faktoren ist. Anhand eines
wenden. Rechtecksflacheninhalts und seiner Veranderung haben wir uns die Pro-

duktregel plausibel gemacht. Mit ihr kdnnen wir multiplikativ verkniipfte
Terme ableiten.
Aus der Produktregel haben wir die Quotientenregel hergeleitet.

... Graphen von zusammenge-
setzten Funktionen (Produkt) zu

untersuchen.
Sie haben als typische Aufgaben kennengelernt, ... Beispielaufgaben | Hilfe
... einem Funktionsgraphen den Graph seiner Ableitung zuzuordnen. 13 S.24/17
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Ableitungsregeln

Verkettete Funktionen und die Kettenregel

Abiturwissen

... die Kettenregel zum Ableiten von
Funktionstermen, bei denen die
innere Funktion eine lineare Funktion
ist, zu verwenden.

... Graphen von zusammengesetzten
Funktionen (Verkettung mit linearer
innerer Funktion) zu untersuchen.

... Funktionen verketten und Verket-
tungen von Funktionen zu erkennen.

) Kap. 1.4

Das haben Sie gelernt

Wir haben Termbausteine ,ineinander geschachtelt” und so mit-
einander verkettet. E entsteht eine innere und eine dufere Funktion.
Die zugehdrige Ableitungsregel ist die Kettenregel. Wir haben sie
uns anhand von Funktionen plausibel gemacht, bei denen die
Anwendung einer neuen Ableitungsregel gar nicht zwingend not-
wendig ist (wie z.B. f(x) = (x + 2)?).

Die Kettenregel kommt z. B. dann zur Anwendung, wenn unter

der Wurzel ein (etwas umfangreicherer) Funktionsterm steht (z. B.
f(x) = V2x + 3). Auch wenn Summen potenziert werden (z.B.

bei f(x) = (x+ 1)°), ist die Anwendung der Kettenregel hilfreich.

Sie haben als typische Aufgaben kennengelernt, ... Beispielaufgaben | Hilfe
veljkettete FL'm.ktlonen als solche zu erkennen und innere sowie dulere 1-4.6 5.38/5
Funktion zu definieren.

... verkettete Funktionen abzuleiten. 8,9 S.38/7
... wann die Kettenregel typischerweise zur Anwendung kommt. 9 S.39/10

Trigonometrische Funktionen und ihre Ableitungen

Abiturwissen

... trigonometrische Funktionen
aus den trigonometrischen Bezie-
hungen am Einheitskreis entstehen
zu lassen und dabei das Bogenmafd
mit dem WinkelmaB in Verbindung
zu bringen.

... trigonometrische Funktionen zu
untersuchen und dabei Periode und
Amplitude zu benennen sowie die
Wirkung der Parameter hinsichtlich
Verschiebungen und Streckungen
einzuschatzen.

... die Ableitung trigonometrischer
Funktionen zu bestimmen, auch
unter Zuhilfenahme der Kettenregel.

) Kap. 1.5

Das haben Sie gelernt

Wir haben als ,Termbaustein” die trigonometrischen Funktionen
hinzugenommen und sie z. B. mit Termbausteinen kombiniert, die
zu ganzrationalen Funktionen gehoren. Die trigonometrischen
Funktionen haben wir aus den trigonometrischen Beziehungen am
Einheitskreis gewonnen und dabei GradmaB in Bogenmaf umzu-
rechnen gelernt. Wir haben die Abhangigkeit von Amplitude und
Periode von den Parametern trigonometrischer Funktionen
betrachtet.

Die Ableitung der Sinus- und Kosinusfunktion haben wir uns durch
graphisches Ableiten plausibel gemacht, anschlieBend mittels der
Kettenregel auf komplexere Funktionsterme erweitert.

Als typische Anwendungen fiir trigonometrische Funktionen haben
wir z.B. periodische Vorgange wie Ebbe und Flut oder Blutdrucks-
kurven angeschaut und mithilfe der Differentialrechnung signifi-
kante Punkte berechnet.

Sie haben als typische Aufgaben kennengelernt, ... Beispielaufgaben | Hilfe
... GradmaB in Bogenmal umzuwandeln und dies am Einheitskreis zu
R 1,3,4 S.44/2
erklaren.
... trigonometrische Funktionen (oft unter Verwendung der Kettenregel) 9.12 5. 45/8
abzuleiten und Ausgangstermen ihre Ableitungsterme zuzuordnen. ! ’
Lo tri trische Funkti in Sach ha ter-
SUChr|egnonome rische Funktionen in Sachzusammenhéngen zu unter: 15,16 5. 47/17-19
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n Leiten Sie die Funktionen ab.
a) f(x) = —J'[X b)f()——a'tr o f(n =

a Versuchen Sie, sich zu erinnern (bzw. recherchieren Sie): Wie lautet die Formel zur
Berechnung des Volumens einer Kugel und wie die zur Berechnung ihrer Oberflache?

Wir betrachten eine Kugel und beobachten die Anderung
des Kugelvolumens, wenn der Radius sich andert.

Dazu wahlen wir zwei Radien: den Radius r, der Aus-
gangskugel 1 und den Radius r, einer kleineren

Kugel 2 .

Die zugehorigen Vqumina lauten:

V, = ga'[ rund V, = 3

Die Anderung des Kugelvolumens von Kugel 1 zu Kugel

2 kann man sich als Kugelhiille vorstellen, also als innen

hohle Kugelschale mit der Wandstarke (r; —r,).

Die mittlere Anderungsrate des Kugelvolumens entspricht dem Differenzenquotienten
ViV, %n-ﬁ—5n~@

Vi) = - ’

Hh—n Hh—n

n.xl.

B a) Uberpriifen Sie durch Ausmultiplizieren die Giiltigkeit folgender Formel:
(x=y)- (C+xy+y) =x -y
b) Vereinfachen Sie mithilfe der Formel aus Teilaufgabe a) den Differenzenquotienten
4_ 3 4

3
_ gﬂ'ﬂ—gﬂ'rz

V() =

h-n

Zur Ermittlung der momentanen Anderungsrate betrachten wir den Differenzenquotien-

ten V(r), wennr, gegen r; wandert (oder umgekehrt), und bilden den Grenzwert:

%n-ﬁ—§n~@

lim V(r) = lim
n—on non rh—=r
N e N
u Ermitteln Sie den Grenzwert I|m V() = rI|Lnr — und interpretieren Sie das
27N 1~
Ergebnis.

Wir erhalten als Ergebnis: V'gygel (1) = 4nr® = Okugel ().
Das heif3t: Als Ableitung des Kugelvolumens nach dem
Radius erhalt man die Kugeloberflache. Oder anders
ausgedriickt: Die Differenz zweier Kugelvolumina, deren
zugehorige Radien sehr dicht beieinander liegen, kann
als Kugeloberflache interpretiert werden.

Die Oberflache einer Kugel entspricht also der momenta-
nen Anderungsrate des Kugelvolumens.



Alternativ kann man den Zusammenhang zwischen Kugelvolumen und Kugeloberfliche auch
wie folgt herleiten:

Eine Kugel kann man sich aus unendlich vielen, infinitesimalen (unendlich kleinen)
Pyramiden zusammengesetzt vorstellen. Die Grundflachen dieser Pyramiden ergeben
zusammen die Kugeloberflache; die Hohen der Pyramiden sind jeweils gleich dem
Kugelradius. Da das Pyramidenvolumen durch die Formel

Ve = %G -h gegeben ist und hier r = h ist, folgt: V, = %G -T.
Die Summe aller Pyramidengrundflichen néhert sich bei immer feinerer Unterteilung

der Oberflache der Kugel an, es gilt also:

Ve = %OK'V- Wegen Viygel = %n‘ r* ergibt sich: %OK-r = %n-f.

B Erkldren Sie anhand der Gleichung %OK -r = %3‘[- r, dass die Oberfliche einer Kugel
einem Grenzwert entspricht, und ermitteln Sie eine Formel fiir die Kugeloberflache durch

Umstellen der Gleichung.
Aus dem Dargestellten ergibt sich die Frage nach der Ubertragbarkeit auf andere Fille.

E Uberpriifen Sie, ob der Zusammenhang zwischen der Ableitung des Volumens und der
Oberflache auch fiir andere Kérper wie Wiirfel, Quader, Pyramide und Kegel gilt.

Im Folgenden betrachten wir weitere Zusammenhinge geometrischer Uberlegungen mit der
Differentialrechnung.

Der Satz des Archimedes iiber Kugel und Kreiszylinder beschreibt den Zusammenhang zwi-
schen Volumen und Oberflache von Kugel und Kreiszylinder. Der Satz gilt als eines der groBen
Resultate der Mathematik. Er geht zurlick auf Archimedes von Syrakus (etwa 287-212 v.Chr.)
und dessen Werk Uber Kugel und Zylinder zuriick, in dem er mithilfe von Methoden arbeitete,
die als Vorlaufer der Methoden der modernen Integralrechnung angesehen werden kénnen.
Der Satz lasst sich wie folgt angeben:

Flr eine Kugel und einen Kreiszylinder, dessen Grundflache einem grof- ‘b
ten Kugelkreis der Kugel und dessen Hohe dem Kugeldurchmesser ent- ’ ‘

spricht, stehen die Oberfldcheninhalte und die Volumina beider Kérper @
oZyIinder VZyIinder v

jeweils in demselben Verhaltnis. Dabei gilt: = .
OKugeI VKugeI

- Vi
Stellen Sie die Formel nach 5= um.
Kugel

Archimedes folgend, scheint dieses Verhaltnis flir verschiedene Korper interessant zu sein. Man
kann durch Messen zeigen, dass bei gegebenem Volumen von allen Kérpern die Kugel die
kleinste Oberfldche hat. Das ist wichtig fiir die Abkiihlungsgeschwindigkeit verschieden groBer
Massen: Die Abkiihlung erfolgt proportional zur Gré8e der Oberflache, die beim Groerwerden
jedoch langsamer wachst als das Volumen, so dass groBere Massen langsamer abkiihlen als
kleine.

ﬂ Recherchieren Sie die GréRe der Kaiserpinguine aus der Antarktis und die der Gala-
pagos-Pinguine, die in Aquatornihe leben, und erkliren Sie die GréBenunterschiede
auf Basis obiger Ausfiihrungen. Recherchieren Sie anschlieBend, was man unter der
~Bergmann’schen Regel” und unter,,Allometrie” versteht, und setzen Sie es in Beziehung
zu den obigen Ausfiihrungen.

Ableitungsregeln
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Erweiterung der Differentialrechnung Il:
Exponentialfunktion
und Logarithmus

Einstieg

In diesem Kapitel beschaftigen wir uns mit exponentiellem Wachstum. Zunachst
werden wir es vom linearen Wachstum abgrenzen und seine Funktionsgleichung
ermitteln. Wir lernen dabei die natiirliche Exponentialfunktion kennen sowie die
zugehorigen Exponentialgleichungen, fiir deren Losung wir uns mit einem neuen
Werkzeug vertraut machen.

Die natiirliche Exponentialfunktion weist eine Besonderheit auf, die wir bei der
mathematischen Modellierung von Realsituationen ausgiebig nutzen werden.

In einem zweiten Schritt betrachten
wir die allgemeine Exponentialfunk-
tion und die Wirkung von Parametern
auf ihren Graphen.

In einem ersten Schritt lernen wir die
Euler'sche Zahl e und die natiirliche
Exponentialfunktion f(x) = e* kennen.

Am Ende des ersten Unter-
kapitels konnen Sie die Expo-
nentialfunktion f mit f(x) = b*
und die natiirliche Exponen-
tialfunktion g mit g (x) = ¢*
ableiten sowie mit der
Euler'schen Zahl e umgehen.

Am Ende des zweiten
Unterkapitels konnen Sie
den Graphen die Terme
von Exponentialfunktio-
nen begriindet zuordnen
und umgekehrt.

In einem dritten Schritt lernen Sie,

. . .. In einem vierten Schritt wenden wir
wie man Gleichungen |6st, in denen

uns den vielfaltigen Anwendungen der
natiirlichen Exponentialfunktion zu.

der Term einer natiirlichen Exponen-
tialfunktion enthalten ist.

Am Ende des dritten \ Am Ende des vierten Unter-
Unterkapitels kénnen Sie kapitels konnen Sie die Expo-
Exponentialgleichungen mit nentialfunktion und ihre
dem Logarithmus und auch Ableitung nutzen, um Real-
graphisch lésen. situationen zu model-

lieren. /




»Da gibt es eine schone Geschichte: In einem Teich wachst eine See-
rose, deren Blattermenge sich jeden Tag verdoppelt. Drei Tage vor
dem Ende ist erst ein Achtel des Teiches bedeckt. Der Frosch ist nicht
beunruhigt: ,Ach, es ist noch Zeit, sieben Achtel sind noch frei!

Am néchsten Tag ist ein Viertel bedeckt, am zweiten Tag die Hélfte:
,Ach, die Halfte haben wir noch’. Aber am Tag darauf ist Feierabend.

Dieses Beispiel zeigt die Dramatik des exponentiellen Wachstums. Es
soll sich keiner lllusionen machen, wir hdtten noch viel Zeit"

Friedhelm Farthmann, ehemaliger Landesminister in Nordrhein-West-
falen, in seiner Dankesrede anldsslich der Entgegennahme eines Umwelt-
preises (2001)

Ausblick

Bei Exponentialfunktionen ist die Anderungsrate proportional zum Bestand, d.h. die
Anderungsrate wird umso groBer, je gréBer der Bestand wird. Dies ist das zentrale
Merkmal von Exponentialfunktionen; sie schldagt sich sowohl in den Eigenschaften
des Graphen als auch in Anwendungen nieder. Exponentielle Wachstumsvorgange
entwickeln eine Dynamik, wie sie durch keine anderen mathematischen Modelle
beschrieben werden kann. Bereits kleine Anfangswerte fiihren oft schon nach kurzer
Zeit zu einer explosionsartigen Entwicklung. Handelt es sich dabei um Vorgange in
Natur und Umwelt, so ist es wichtig, diese Wachstumsart rechtzeitig zu erkennen,
um eventuell geeignete MalBnahmen ergreifen zu kénnen.
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- 2 W Ich kann schon ...

Die allgemeine Exponentialfunktion f mit f(x) = a - b* skizzieren und die Wirkung
der Parameter a und b beschreiben

Eine Funktion f mit f(x) = a-b* (b > 0; b # 1) nennt man Exponentialfunktion zur Basis b mit
Vorfaktor a. lhr Schnittpunkt mit der y-Achse ist immer (0] a).
Wir unterscheiden die Falle a>0 und a< 0 sowie 0<b <1 und b>1.

a>0((b=2) a<0((b=2)
3 3
y b
4__
//__ JaRdRGN H
8 -6 -4 2 2 X _a )
1
Fiir x — —oo: Fiir x = —oo:
x-Achse als Asymptote, Anndherung von oben x-Achse als Asymptote, Annaherung von unten
Fiir x — oo geht f(x) — oo. Fiir x — oo geht f(x) — —co.
O<b<l(@=1) b>1@=1)
ya ya
4+ 4+
4+ 2__
D~ 2 — 1
-2 2 4 6 8 10 -8 -6 -4 -2 2 X
> -2+
Fiir x — co: Fiir x — —o0:
x-Achse als Asymptote, Anndherung von oben x-Achse als Asymptote, Anndherung von oben
Flir x = —co geht f(x) — co. Flir x — oo geht f(x) — co.

Allgemeine Exponentialgleichungen graphisch und rechnerisch l6sen

Eine Exponentialgleichung der Form a - b* = ¢ kann man graphisch und rechnerisch 16sen.
Beispiel: Lose folgende Exponentialgleichung: 2-3* = 4 < 3" = 2.

Graphische Losung Rechnerische Losung

= Man interpretiert sowohl die linke als = Die Gleichung b* = d wird durch Loga-
auch die rechte Seite der Gleichung als rithmieren gelost.
Funktion und zeichnet deren Graphen. = Der Logarithmus der Zahl d zur Basis b

= Zu ermitteln ist dann die x-Koordinate ist diejenige Zahl x, fiir die gilt: b* = d.
des Schnittpunkts der beiden Graphen. Man schreibt: log, (d) = x (b, d > 0).

= Zulbésende Gleichung: 3* = 2
Abschatzen liefert:
x muss kleiner als 1 sein, da 3' = 3> 2.

= Der Taschenrechner liefert logs;(2) = 0,63.
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Exponentialfunktionund Logarithmus

1.1

1.2

1.3

Aufgaben 1

Ordnen Sie den Graphen jeweils begriindet einen passenden Funktionsterm zu.
B f(x) =1,5"

A f(x) =0,5% c f(x) =-0,5"

Losung:

Bei A giltfiir die Basis 0 < b < 1, es handelt sich also um eine fallende Funktion: 3 . Das
negative Vorzeichen bei C bewirkt, dass der Graph an der x-Achse gespiegeltist: 2 .Bei B
gilt fiir die Basis b > 1, es handelt sich also um einen steigenden Graphen: 1 .

Ordnen Sie die Graphen jeweils begriindet einem passenden Funktionsterm zu.

A f(X)=(%)x B f(x)=—(%)x c f(x) =-3"
1 1 | | y“ Ié 2 4 y 3 | 1 | y‘ Ié
6 -4 2N 2 6 -4 2N 2
=21 -2+
4t : — -4t
2 1 2 1 5

Skizzieren Sie die Graphen folgender Funktionen, ohne eine Wertetabelle anzulegen.
a) f(x) = -2* b) f(x) = -3 -0,5* Q f(x) =733

Welcher der folgenden Funktionsterme kdnnte die GroB3e (in cm) eines Hundewelpen in
den ersten Monaten nach der Geburt darstellen? Begriinden Sie. Welche Realsituationen

konnten fiir die anderen Terme in Frage kommen?
a) f(x) = -4* b) f(x) =2-2*

o fx)=12-1,11"

2.1

2.2

Aufgaben 2

Losen Sie folgende Gleichungen: a) Iogz(%) =X b) 2*.3**' = %
Losung:
a) log, (8—7) =x o 2= §7 = 2—73 =27 Exponentenvergleich liefert: x = —3.

b) rechnerisch: 2*-3**" = 2*.3.3* = 3.6 :%
x__7_ —1 —
6 =5 =6 = x=-1

1

4 —?y
2/1_

graphisch:3-6"=§ = x=-1 e e ot e e e x
~12-10 -8 -6 -4 -2 2
Losen Sie folgende Gleichungen.
a) logs(125) = x b) log;(v343) = x ) logs(x) =%

d) log,(512) = 3 e) log;(3°) = x

Losen Sie folgende Gleichungen.

f) log5(27) = x

a) 3-2°*'-48=0 b) 5*-4.55=0 ¢ 3*-3"=6 d) 3%*2-4.3* =10
e) 3.2 =1 f) 7%2-49"=0 g) 32-3* =6 h) 2%+0,125 = 2- 8"
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- 2 m Ich kann schon ...

Den Term einer allgemeinen Exponentialfunktion anhand gegebener Punkte oder
Eigenschaften bestimmen

Da die die allgemeine Exponentialfunktion f mit
f(x) =a-b* (b>0,b=1) zwei Parameteraund b
enthalt, bendtigt man zwei Eigenschaften des
Graphen, um a und b zu bestimmen.

Diese beiden Eigenschaften kdnnen auch zwei
konkrete Punkte, z.B. P (1|2) und Q(2|8), sein.
Diese beiden Punkte setzt man jeweils in

f(x) = a- b* ein und erhalt zwei Gleichungen, mit /
deren Hilfe man die beiden Unbekannten a und b — —t—
ermitteln kann: -2 mk X
2:a-b1:a:% 8=a-b'=a==

b
=>% F=>b 4=>a—5=>f() %-4"

Funktionen auf Monotonie und Extrempunkte untersuchen

Mit anhand ihrer Eigenschaften ermittelten Funktionstermen kann man anwendungsbezogene
Fragestellungen beantworten. Dabei geht man schrittweise vor.
Beispiel: Eine Tierpopulation entwickelt sich wie folgt:

Zeit in Jahren

0

1

2

3

4

5

Anzahl

90

170

330

650

1250

2400

62

Es soll der fiir eine Prognose der weiteren Entwicklung benétigte Funktionsterm und die GroB3e
der Tierpopulation nach 10 Jahren bestimmt werden.

1 Analyse der Daten, um den zugrunde liegenden Funktionstyp zu finden.
Die Daten lassen ein exponentielles Wachstum vermuten, da der absolute Zuwachs nicht
konstant ist. Deshalb werden die Daten auf (annahernde) Quotientengleichheit gepriift:

170 330 650 1250
—~189,W~194,m~197,m~192

Da die Werte allesamt nahe an 1,9 liegen, darf ein exponentielles Wachstum mit
f(x) = a-b* angenommen werden; x ist dabei die Zeit in Jahren.

2 Fir die Bestimmung der beiden unbekannten Parameter a und b gibt es zwei Mdglich-
keiten:
1. Méglichkeit: Anfangswert f(0) = 90 nehmen und einen weiteren Punkt, z.B. (3|650).

Esfolgt: 90 = a-b° = a = 90
72 = 1,93.

650 = a-b* = b® = @_nzb

Damit lautet der Funktionsterm der gesuchten Exponentialfunktion: f(x) = 90- 1,93
2. Maglichkeit (ndherungsweise): Anfangswert f(0) = 90 und vorher ermittelter
Quotient 1,9 liefern ndherungsweise f(x) = 90-1,9%

3 Mit x = 10 ergibt der gefundene Funktionsterm:
f(10) = 90-1,93" = 64538
Nach 10 Jahren besteht die Population aus etwa 64 538 Tieren.



Exponentialfunktionund Logarithmus

3.1

3.2

Aufgaben 3
(x) = a-b*, deren Graph durch die Punkte

Bestimmen Sie eine Exponentialfunktion f mit f
P(0]2) und Q(1]6) verlauft.

Losung:

Einsetzen der Koordinaten der Punkte in die Funktionsgleichung liefert:
P0f2): 2=a-b°=>2=a-1=a=2

Q(1/6): 6 =a-b" Mita=2folgt b =3.

Der Funktionsterm lautet somit f(x) = 2- 3%

Bestimmen Sie jeweils eine Exponentialfunktion f mit f(x) = a - b*, deren Graph durch die
angegebenen Punkte P und Q verlauft.

a) P(-1]1,5), Q(3]24) b) P(-2]0,3), Q(2]27)

o P(-3]-05), Q(1]-8) d) P(-4|4), Q(-1]0,5)

Das Schaubild der Funktion f mit f(x) = a- b* geht durch die Punkte P(O‘%) und Q(] |%)
Geht es auch durch den Punkt R(2|E%1 )?

4.1

4.2

Aufgaben 4

Die Intensitat des Lichts in einem See
nimmt mit steigender Wassertiefe ab.
An der Wasseroberflache betrdgt die

Y4 Lichtintensitat in %
100

Lichtintensitat 100 %. Pro Meter Tiefe 807
wird das Licht jeweils um 40 % 60
schwacher. 40-
Geben Sie einen Funktionsterm an, 20

der die Lichtintensitat in Abhangig- Wassertiefe in m

keit von der Wassertiefe beschreibt, 0 A
) ; o 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

und zeichnen Sie den zugehdrigen

Funktionsgraphen.

Losung:

In 1 m Tiefe betrdgt die Lichtintensitdt noch 60% = 0,6. In 2 m Tiefe ist die Lichtintensitdit

auf 0,6-0,6 = 0,36 = 36 % gesunken. Dies ergibt fiir die Lichtintensitdt | die Funktions-

gleichung I(x) = 0,6™ (x ist die Wassertiefe in m).

a) Eine Kolonie von 1000 Bakterien verdoppelt sich unter Laborbedingungen jeweils in
36 Stunden. In welcher Zeit verzehnfacht sie sich?

b) Die Kolonie von 1000 Bakterien wachst zunachst 9 Tage lang unter den Laborbedin-
gungen aus Teilaufgabe a). Danach werden die Bedingungen so verdandert, dass
sich die Anzahl der Bakterien taglich halbiert. Nach wie vielen Tagen (von Anfang an
gerechnet) ist die urspriingliche Anzahl von 1000 Bakterien wieder erreicht?

Radioaktive Stoffe senden Strahlen aus und zerfallen dabei. Die Masse eines radioaktiven

Elements nimmt exponentiell in Abhangigkeit von der Zeit ab. 1986 wurden bei einem

Reaktorunfall in Tschernobyl radioaktives Jod 131 und Caesium 137 freigesetzt.

a) Die Masse des radioaktiven Jods 131 nimmt pro Tag um 8 % ab. Wie viel Milligramm
sind nach 10 Tagen noch vorhanden, wenn es urspriinglich 100 mg waren?

b) Caesium 137 hat eine Halbwertszeit von 30 Jahren. Welcher Anteil (in Prozent) der
anfangs vorhandenen Menge Caesium ist nach 13 Jahren noch vorhanden?
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2 2.1 Die Euler’sche Zahl e und die natiirliche Exponentialfunktion

L J
L Entdecken g

Forscher haben berechnet, wie viel Rechenleistung bei den gréB3ten KI-Projekten (KI: Kiinst-

1 Petafiop = 10" liche Intelligenz) der vergangenen Jahre eingesetzt wurde. In den Jahren 2012 bis 2017 hat
(1 Billiarde) Rechen- sich eine Steigerung um den Faktor 300000 ergeben. Das bedeutet, dass sich die Rechen-
operationen pro leistung — gemessen in Petaflops — alle dreieinhalb Monate verdoppelt.

Sekunde

= Erstellen Sie einen Graphen, der die Zunahme der Rechenleistung in den Jahren 2012 bis
2017 verdeutlicht. Die Rechenleistung im Jahr 2012 lag bei 0,01 Petaflops.

Wenn sich ein Bestand pro Zeiteinheit ver-
doppelt, handelt es sich um keine konstante
Zuwachsrate, sondern um eine, die vom
jeweiligen Bestand abhangig ist. Ein solches
Wachstum nennt man exponentielles 2
Wachstum. Der Bestand wéchst in derselben

1
Zeitspanne immer um denselben Faktor b _4//

(bei einer Verdoppelung um den Faktor 2). _:5 4 3 51
Es ergibt sich der abgebildete Graph, der
a: Anfangsbestand zum Funktionsterm f(x) = a - b* gehort. /1
(zum Zeitpunkt t = 0) Oft ist die momentane Zuwachsrate von Inte- >
resse. Gesucht ist also die Ableitung. 4
Da wir noch keine Regel kennen, um eine 34
Exponentialfunktion abzuleiten, betrachten
wir die Tangentensteigungen. Diese werden 2
mit wachsendem x immer gréRer; tragt man %
sie im Koordinatensystem auf, sieht der ent- —_—
54 3 2/

stehende Graph wieder wie eine Exponential-
funktion aus, im Vergleich zur Ausgangsfunktion leicht gestreckt oder gestaucht.

Die Ableitung der Exponentialfunktion f mit f(x) = b* (b > 0) ist wieder eine Exponen-
tialfunktion, deren Graph in y-Richtung gestreckt oder gestaucht, mitunter auch an der
x-Achse gespiegelt ist. Es gilt also: f'(x) = k- b* (k # 0). Dabei ist k ein konstanter Streck-
faktor, der nur von b abhangt.

Fiir unterschiedliche Werte von b und k erhdlt man etwa folgende Funktionsgraphen:

f(x) = 2* f(x) = 8* f(x) = 0,5
6 y
4 | |\<‘V\l |Z(
) 4 2 4 6
1 IX 2
IR
k =-0,69
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Exponentialfunktionund Logarithmus

Die Frage ist nun: Wie lasst sich k ermitteln? 5h_1
An der Stelle 0 gilt: f'(0) = k- b° = k. Der Streckfaktor k ist also die Ablei- L h
tung an der Stelle 0, er gibt die Steigung von f im Schnittpunkt mit der 0.1 149
y-Achse an: f(x) = b* = f'(x) = f'(0) - b*. . 0,1 1,746
Nun kann man den Differenzenquotienten bx; b® _ bT_1 zu dem Schnitt- -0,01 16
punkt mit der y-Achse (0| 1) und zum Punkt (h|b" fiir h — 0 unter- 0,01 1,62
suchen. Dies sieht fur die Funktion f mit f(x) = 5* wie in der Tabelle aus. -0,001 1,61
Offensichtlich streben die Werte des Differenzenquotienten fiir h — 0 0,001 161
gegen 1,61; fiir f(x) = 5* giltalso: f'(x) = f'(0)-5* = 1,615

Es stellt sich nun folgende Frage: Basis b ) 3 4 10

Gibt es eine Basis b, fiir die der Faktor

k = 1 ist, fir die also gilt: f(x) = f'(x)?

Wir versuchen, uns dem Ergebnis experimentell anzunahern, indem wir verschiedene Basen
wahlen und schauen, wie weit k von 1 entfernt ist.

f'(0) = k 0,69 1,1 1,39 2,3

Gemal der oben angelegten Tabelle liegt
die Vermutung nahe, dass diese Basis, fiir
die k = 1 ist, zwischen 2 und 3 liegt. Wir
probieren also Basen zwischen 2 und 3 aus (siehe Tabelle).

Basis b 2,6 2,7 2,8 2,9
f'(0) = k 0,955 | 0,993 1,029 | 1,065

Die gesuchte Basis muss also zwischen 2,7 und 2,8 liegen. Wir probieren weiter aus:

Basis b 2,71 2,72 2,718 2,719 2,7182 2,7183
f'(0) = k 0,997 1,0006 0,999897 1,000265 0,99997 1,000007

Durch fortgesetztes Einschachteln der gesuchten Zahl erhdlt man schlieBlich:
Fir e = 2,718281... gilt: f(x) = & = f'(x) = €*. Die Zahl e nennt man Euler’sche Zahl.

Die Exponentialfunktion f mit f(x) = €* mit der Basis e = 2,71828..., der so genannten
Euler’schen Zahl, hei3t natiirliche Exponentialfunktion oder e-Funktion. Ihre besondere
Eigenschaft ist, dass sie mit ihrer Ableitung libereinstimmt: f(x) = e* = f'(x) = e*.

Leonhard Euler
Kann man k auch ohne den Grenzwertprozess bestimmen? Hierbei hilft der Logarithmus. (1707-1783)
Den Logarithmus zur Basis e nennt man natiirlichen Logarithmus In (logarithmus naturalis). Zur Erinnerung:
Esqilt: In(e) = 1. Der Logarithmus

s “ . L . ) log, (m) ist diejeni
Wir Giberfiihren zundchst die allgemeine in eine natiirliche Exponentialfunktion: %9 (m)_l.s eenige
Zahl x, fiir die gilt:

b = ¢e" < In(b) = In(e"). Mit den Rechenregeln fiir Logarithmen kann man die rechte Seite 7 = m. Beispiel:
wie folgt schreiben: In(b) =r-In(e) =r. log, (16) = 4, weil
Mit In(e) = 1 und r = In(b) folgt: b = e" = e"® und damit b* = (e"®)* = e'"®, 2= 16 ist

Wir leiten diesen Ausdruck mit der Kettenregel ab (innere Funktion: x - In (b); duf3ere Funk-

tion: e"): f'(x) = In(b) - &*"™® = In(b) - b*. Somit gilt:

Fiir die allgemeine Exponentialfunktion f mit f(x) = b*, b > 0 gilt: f'(x) = In(b) - b*.
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2 2.1 Die Euler’sche Zahl e und die natiirliche Exponentialfunktion

Aufgaben n Schreiben Sie den Funktionsterm von f(x) = 2* in einen mit Basis e um.

Losung:
gels-plel Mithilfe der Beziehung x = "% und der Potenzgesetze Idsst sich eine Exponentialfunktion a*
asise mit Basis a in eine mit Basis e umwandeln: 2 = ™ und 2* = (e"@)* = "@x,
a Schreiben Sie die jeweiligen Funktionsterme mit der Basis e.
a) f(x) = 3* b) f(x) = 0,3" 9 fx = (3] d) f(x) = (V5"

B Leiten Sie mit der Kettenregel ab, nachdem Sie die jeweiligen Funktionsterme in solche
mit der Basis e umgeschrieben haben.

a) f(x) = 10" b) f(x) = 2,71" 9 f = (3] d) f) = -
Beispiel n Leiten Sie die Funktion f mit f(x) = 2* ab, ohne den Funktionsterm vorher explizit mit der
Ableitung Basis e geschrieben zu haben.

Losung:

Da die Ableitung von f(x) = a* die Funktion f'(x) = In (a) - a* ist, ist die Ableitung von
f(x) = 2* die Funktion f'(x) = In(2)-2* = 0,69-2*

B Bestimmen Sie zur Funktion f die Ableitungsfunktion und vereinfachen Sie das Ergebnis.

a) f(x) = 3" b) f(x) = 0,3* 9 f = (3] d) f(0) = e
e) f(x) = 2°+2 f) f(x) = e+ 9 fo = 1] h) f(x) = —e™
i) f(x) =x-¢€ ) fx) = (x+e’ k) f(x):\/? 1) f(x):e&,x>0

E Wie grof3 ist die Steigung der Funktion an der jeweils angegebenen Stelle x,?
a) fX)=2%%=2 b f)=55%x=1 ¢ fX=e%%=0 d fx=eSx,=e

a) Berechnen Sie den Wert der ersten Ableitung an der Stelle x,. )
1 f0=255%=05 2 fX=025%%=25 3 f09=4[3i%=0
b) Welche Bedeutung hat der Wert f(0) fiir den Graphen der Funktion f?

u Geben Sie zur Funktion f eine Stammfunktion F an (zur Erinnerung: F'(x) = f(x)).
a) f(x) = 4" b) f(x) = 5*+5 o f(x) =3**" d) f(x) = e’

ﬂ Berechnen Sie.
a) eIn(4)_eln(2) b) e4—In(2) C) e

Nachgefragt /

= Ein Mitschiler schreibt Ihnen eine Nachricht: ,Was ist e?”
Welche knappe, aber moglichst gute Antwort wiirden Sie ihm geben?

= Beschreiben Sie den Prozess, wie man herausfinden kann, dass die Ableitung der e-Funktion
wieder die e-Funktion ist.

= Erkldren Sie, wie man eine Exponentialfunktion mit allgemeiner Basis in eine mit Basis e
umwandeln kann, und stellen Sie dar, warum dies eine zielfiihrende Umformung ist.

d) i/4/(In(e)°
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Ordnen Sie jeder Funktion ihre jeweilige Ableitung zu. Erganzen Sie diejenigen Funktionen
bzw. Ableitungen, die keinen Partner haben.
1 f)=2"" 2 f) =2 3 f(x)=x+2" 4 f(Xx)=x-2* 5 f(x)=+2"

1

A f'(x)= In(2)-2%_ B f'(x) =In(2)-2"+1 c fx)=2-In(2)-2*

D f(x)=8-In(2)- 2" E f(x) =(nQ)-x+1)-2" F f'(x)=|n‘ﬂ-zx+1

Bestimmen Sie die Extremstelle der Funktion f mit f(x) = x - €*.

Losung:

Mit der Produktregel erhdlt man: f'(x) = 1-e*+x-€e* = (1 +x) - €* Das notwendige Kriterium
f'(x) = (1+x)-e = 0 liefert x = —1. Als hinreichendes Kriterium kann man das Vorzeichen-
kriterium nehmen und in der Umgebung um x = -1 (berpriifen: f'(-1,5) = —=0,11 und
f’(0) = 1. Es liegt also ein Vorzeichenwechsel von — nach + vor und damit ein Minimum.

Find the extrema of the following functions and determine for each the extremum type.

a) fX) =(x+1)-€&* b) f(x) = x*- & ¢ f(x) =x-e™ d) f(x) =e

x|=

Bestimmen Sie die Gleichung der Tangenten an den Graphen der Funktion f mit f(x) = 4*
an der Stelle x = 2.

Losung:

Die Ableitungsfunktion lautet f'(x) = In(4) - 4*. Ander Stelle x = 2 gilt:

f(2) = In(4)-4% = 1,38 16 = 22,18. Tangentengleichung: y = m-x+¢ m = f'(2) = 22,18
Mit x =2: 42=2218-24¢c = c=16-4436 = -2836 = y=2218-x-2836

@1 f=x-¢ 2 f(x)=x-¢ 3 f() = x-e™ 4 f(x) = e

a) Bestimmen Sie die Gleichung der Tangenten an den Graphen von f an der Stelle x = 3.
b) Ermitteln Sie mithilfe der Ableitung f’ das Monotonieverhalten und Extremstellen.

m a) Bilden Sie jeweils die erste und die zweite Ableitung der beiden Funktion f mit

f(x) = %-(e"+ e™) undgmit g(x) = % (e* = e™). Was fallt Ihnen auf?

b) Zeichnen Sie die Graphen beider Funktionen in ein Koordinatensystem. An welchen
Funktionsgraphen erinnert Sie der Graph von f? Zeichnen Sie ihn ebenfalls ein.

¢) Bilden Sie die Summe der beiden Funktionen f und g. Was stellen Sie fest?

d) Bilden Sie die Differenz g*(x) - f*(x). Was stellen Sie fest?

e) Recherchieren Sie, was sich hinter den beiden hyperbolischen Funktionen sinh (x) und
cosh (x) verbirgt, und was man unter einer ,Katenoide” versteht.

Nachgefragt /

Geben Sie eine Funktion an, bei der die Ableitung an jeder Stelle viermal (sechsmal, zehn-
mal) so grof3 ist wie der Funktionswert an der entsprechenden Stelle.

Begriinden Sie: Die zweite Ableitung einer Exponentialfunktion f(x) = b* ist wieder eine
Exponentialfunktion.

Beschreiben Sie die Bedeutung der Zahl e als Basis von Exponentialfunktionen.

Wie sieht die 1000. Ableitung der Funktion f mit f(x) = 2e*, der Funktion g mit g(x) = e*
und der Funktion h mit h(x) = e > aus? Begriinden Sie.

Beispiel
Extremstellen

Beispiel

Tangentengleichung
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2 2.2 Graphen von Exponentialfunktionen

L J

Links sind Graphen verschiedener Exponentialfunktionen dargestellt sowie die zugehorigen
Funktionsterme, zudem rechts die Graphen der Ableitungsfunktionen.

1 f(x) = 2" 2 f(x) =5 3 f(x)=(%)x 4 f(x)=(§)*

= Ordnen Sie die Funktionsgraphen ihren Termen sowie ihren Ableitungsgraphen zu.

W Wir fassen die Auswirkungen des Parameters b im Term b* auf den Funktionsgraphen und auf
den Graphen der Ableitung zusammen.

(Cwerke /

Fiir den Graphen der Exponentialfunktion f mit f(x) = b* (b > 0) gilt:

0<b<1 b>1
Graphvonf | streng monoton fallend streng monoton steigend
Je kleiner b ist, desto steiler fallt der Graph. | Je groBer b ist, desto starker steigt
der Graph.

6 4 2 | 2 a4 6 X 8 6 -4 2 | 2 4 X

Die Graphen aller Exponentialfunktionen der Form f(x) = b* gehen durch den
Punkt (0] 1) und haben die x-Achse als Asymptote.

Graph von f* | verlduft unterhalb der x-Achse, welche verlduft oberhalb der x-Achse, welche
Asymptote ist und nicht geschnitten wird. | Asymptote ist und nicht geschnitten wird.
Je kleiner b ist, desto steiler ist der Ablei- | Je groBer b ist, desto steiler ist der Ablei-
tungsgraph. tungsgraph.

68



Exponentialfunktionund Logarithmus

In einem nachsten Schritt verknlipfen wir den Term b* multiplikativ mit einem Vorfaktor und
beobachten die Auswirkungen auf den Graphen der Funktion sowie auf den der Ableitung.

Wir erkennen:

Ein Vorfaktor a hat Auswirkungen auf das Strebe-
verhalten flir x— £ und auf die Monotonie des
Graphen der Funktion. Unterscheiden miissen wir
zwischen den beiden Féllen a > 0 und a < 0.

Nun verkniipfen wir den Term b* additiv mit einer Zahl und beobachten wiederum die Auswir-
kungen auf den Graphen sowie auf den der Ableitung.

Wir stellen fest:

Der Summand d verschiebt den Graphen in y-Rich-
tung (also nach oben oder nach unten). Dadurch
wird auch die Asymptote nach oben oder nach unten
verschoben, ebenso der Schnittpunkt des Graphen

mit der y-Achse.

yA
Al
Al
51
S0 5 6 4 DA
f(x) = 3~ 2 =T

Beim Graphen der Exponentialfunktion f mit f(x) = a - b* + d muss man fiirb > 1
folgende Félle unterscheiden:

f(x) =a-b*
mita >0

f(x) =a-b*
mita <0

f(x) =b*+d
mitde R, d =0

Graph von f

streng monoton steigend
x-Achse als Asymptote
Schnittpunkt mit y-Achse bei (0|a)

streng monoton fallend
x-Achse als Asymptote
Schnittpunkt mit y-Achse bei (0|a)

streng monoton steigend
Asymptote bei y = d
Schnittpunkt mit y-Achse bei
(0]1+4d)

Graph von f’

streng monoton steigend
x-Achse als Asymptote
Schnittpunkt mit y-Achse bei
(0a-In(b)

streng monoton fallend
x-Achse als Asymptote
Schnittpunkt mit y-Achse bei
(0a-In(b)

streng monoton steigend
x-Achse als Asymptote
Schnittpunkt mit y-Achse bei
(0]In (b))
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2.2 Graphen von Exponentialfunktionen

L J

Aufgaben [l Zeigen Sie, dass nicht nur die Funktion f mit f(x) = €, sondern auch die Funktion g mit

Beispiel
Ableitung

70

g(x) = c-€* mitihrer Ableitung Gbereinstimmt.

E Bestimmen Sie jeweils die erste Ableitung der Funktion.

B Untersuchen Sie, ob — dhnlich wie die e-Funktion — auch die Funktionen h mit h(x) = e

a) f(x) =2e*+2 b) f(x)=%e"—1 c) f(x) =3x-0,25-¢€*

k-x

und k mit k(x) = "¢ mit ihrer Ableitung tibereinstimmen.

Bestimmen Sie die erste Ableitung der Funktion f mit f(x) = (x - 2)*- ™.
Losung:

Zundchst leiten wir mit der Kettenregel den Baustein g (x) = (x—2)* ab:
g'(x) = 2-(x—2); ebenso den Baustein h(x) = e2: h'(x) = -2-&™*

Nun folgt mit der Produktregel: f'(x) = 2-(x=2)- &>+ (x=2)?-(-2)-e™*
=2-(x=2)-e¥-(1-(x=2) = 2-(x=2)-e*- (3-x).

B Leiten Sie die folgenden zusammengesetzten Funktionen ab und geben Sie jeweils an,

welche Ableitungsregeln Sie benutzt haben.
a) f(x) = x- e b) f(x) = x-e™ o) f(x) = x> e
d) f(x) = (*-1)-¢* e) f(x) = (x=1)-&" f) f(x) = (x+1)* e

Nachgefragt /

Geben Sie an, wie man eine Funktion f mit f(x) = €+ d rechnerisch ableitet, und erkldren
Sie den Ableitungsterm anhand des Graphen.

Erldutern Sie mithilfe der Potenzgesetze, dass die Auswirkungen des Parameters cin

f(x) = b**¢ in den Ausflihrungen mitbehandelt wurden und keinen eigenstandigen Fall
darstellen.

Geben Sie an, wie man eine Funktion f mit f(x) = €**° rechnerisch ableitet, und erklaren
Sie den Ableitungsterm anhand des Graphen. Gehen Sie auch auf den Zusammenhang zur
Funktion g mit g(x) = a-€* und zu deren Ableitung ein.

Zéhlen Sie wesentliche Eigenschaften des Graphen der natiirlichen Exponentialfunktion auf
(Symmetrie, Nullstellen, Schnittpunkte mit den Achsen, Extremstellen, Monotonie, Defini-
tions- und Wertemenge, Strebeverhalten).

Erklaren Sie den Begriff ,Asymptote” an einem konkreten Beispiel. Zahlen Sie Funktionen-
klassen auf, die Giber eine Asymptote verfiigen.

ﬂ Zeichnen Sie den Graphen von f mit f(x) = €* und beschreiben Sie seinen Verlauf.

Vergleichen Sie mit den Graphen der Funktionen g mit g (x) = 0,5* und h mit h(x) = 4*
und schreiben Sie dazu einen kleinen Aufsatz.

Erldutern Sie, wie man den Graphen von f mit f(x) = e* verschieben, spiegeln, strecken

oder stauchen muss, um den Graphen der angegebenen Funktion zu erzeugen.
a) f(x) = e*-3 b) f(x) = Je**? Q fx)=3+e™

d) f(x) = —™ &) f(x = (1] -¢ f) f(x) = 3-¢™
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B Beschreiben Sie jeweils, wie aus dem Graphen der Exponentialfunktion f mit f(x) = €* der
Graph der Funktion g, h bzw. k hervorgeht.
a) gmit g(x) = e* -1 b) hmit h(x) = &2 <) kmitk(x) =2-¢

a In der Abbildung sehen Sie Graphen von Funktionen f der Form f(x) = e*+ ¢

bzw. f(x) = €™+ c. Ermitteln Sie fiir jeden Graphen die zugehorige Funktionsgleichung. N
2
W1 ff=eE+) 2 ff=-xe" 3 ff=3" 4 ffx= XZE. S RN
Finden Sie heraus, welcher Steckbrief auf welche dieser Funktionen zutrifft (G¢ist der ’
Graph von f).
Steckbrief A Steckbrief B Steckbrief C Steckbrief D
D;=R = D;=R f(0)=0 = D/=R
f(1) = -e = f(0)=0 f(v2) =2 = f(0)# 0
Gy ist symmetrisch s f(-1)=-05 Gt ist symmetrisch L] xl_i)rpm f(x) =0
zum Ursprung m Grist symmetrisch zur y-Achse " Xli_r)rl f(x) = o0
Gy verlduft durch zum Ursprung G¢ verlduft durch = Gy verlduft durch
den 2.und den = G verlauft durch alle vier Qua- den 2. und den
4. Quadranten den 3. und den dranten 1. Quadranten
f(0)=0 1. Quadranten f besitzt mehr als m f(1) = f(-1)
L] Xl_i)rpm fx) =0 eine Definitions-
licke

m Zeichnen Sie jeweils zundchst den Graphen G; der Funktion f: f(x) = €* in Ihr Heft.

a) Gewird in Richtung der y-Achse verschoben, sodass der neue Graph G; durch den
Punkt T,(0]3) verlduft. Zeichnen Sie G, und geben Sie die Funktion f; an.

b) G¢wird in Richtung der x-Achse verschoben, sodass der neue Graph G; durch den
Punkt T,(0|e) verlduft. Zeichnen Sie G, und geben Sie f, an.

¢) G¢wird an der x-Achse gespiegelt. Zeichnen Sie den neuen Graphen G; und geben Sie
fyan.

d) Gewird an der Geraden mit der Gleichung y = 1 gespiegelt. Zeichnen Sie den neuen
Graphen G;, und geben Sie f, an.

e) Gywird an der y-Achse gespiegelt. Zeichnen Sie den neuen Graphen G, und geben Sie
fsan.

f) G¢wird am Ursprung gespiegelt. Zeichnen Sie den neuen Graphen G; und geben Sie
fe an.

[B Geben Sie das Verhalten der Funktionsgraphen fiir x — —co und fiir x — +o0 an.
a) f(x) = x- e b) f(x) = x-e™ o) f(x) = x* e
d) f(x) = x*- €™ e) f(x) = 10°-¢ f) f(x) =10°-¢™

@ Untersuchen die Graphen der Funktionen auf Symmetrie zur y-Achse und zum Ursprung.

a) fx) =4-e'-3 b) f(x) = 2x-e™-1 o) f(x) =x*- e
d) f(x) =3-e +2 e) f(x) = 5x-e* f) f(x) =X e
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2 2.2 Graphen von Exponentialfunktionen

L J

Beispiel Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = e**<.

Parameter a) Fiir welchen Wert von c liegt der Punkt P (1|e) auf dem Graphen von f?

bestimmen b) Fiir welchen Wert von c hat die Tangentensteigung an der Stelle x, = 1 den Wert e*?
Losung:

a) Wir setzen die Koordinaten des Punkts P in die Funktionsgleichung ein und I6sen nach c
afe=e*"ce=eefci=efce=1=c=0

b) Wir bilden die 1. Ableitung, da sie die Tangentensteigung liefert: f'(x) = €**. Nun setzen
wir ein, dass die 1. Ableitung an der Stelle x, = 1 den Wert e? hat:
=t o= cfe==c=1

(5 Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = x - €.
a) Fiir welchen Wert von k liegt der Punkt P (17,39) auf dem Graphen von f, fiir welchen
Wert von k der Punkt Q(2]2)?
b) Fiir welchen Wert von k hat die Tangentensteigung an der Stelle x, = 3 den Wert 0?

@ a) Skizzieren Sie den Graphen der Funktion f mit f(x) = 6x- e und beschreiben Sie
Eigenschaften des Graphen.
b) Welche Auswirkungen hat eine Veranderung des Vorfaktors 6x, welche eine Verdnde-
rung des Exponenten von ™7 Probieren Sie aus, eventuell mit Unterstlitzung eines
Funktionenplotters.

% Assign each of the functions to its corresponding graph.
A alx) =2e B bix)=3-¢ C cw=1-%

D E e(x)=(1-x)e™

m Gegeben ist die Funktion f: f(x) = (x* = 3) - 3% ihr Graph ist G;.
a) Ermitteln Sie die Koordinaten der Achsenpunkte von Gg.
b) Untersuchen Sie G;auf Symmetrie und das Verhalten fiir x — —co und x — +co.
¢) Zeichnen Sie G¢im Intervall [-4; 2[.

72



Exponentialfunktionund Logarithmus

m Ordnen Sie den Funktionstermen ihre
zugehorigen Graphen zu. Skizzieren Sie
fur die Terme, die keinen Partner haben,
einen Graphen, und geben Sie fiir die
Graphen ohne Partner einen Term an.

fix) =1+2.°

fz(X) = 2 ar ZGXH

f3(X) = 4ex+1

f4(X) =1 —Ze_x
f0=1-2-e/
f6 (X) = 2 - ex_3
m Gegeben ist die Funktion f: f(x) = 4exx
1+e

ihr Graph ist G;. Die drei abgebildeten Funktions-

graphen sind zueinander kongruent; einer von ihnen ist G;. Finden Sie heraus, welcher von
ihnen Gy ist, und geben Sie die Funktionsterme zu den beiden anderen Graphen an.

\

—-
Xy

a) Wie lautet die n-te Ableitung der Funktion f mit 0,5 - *? Zeichnen Sie — eventuell mit
einem Funktionenplotter — die ersten zehn Ableitungen in ein Koordinatensystem.
b) Leiten Sie aus a) eine Vermutung ab, wie die n-te Ableitung der Funktion f mit
f(x) = x- €* aussieht. Bestatigen Sie lhre Vermutung durch Rechnen und Zeichnen.

Nachgefragt /

= ,Die Funktion f mit f(x) = 2* gewinnt den Schnellwachswettbwerb gegen die Funktion g
mit g(x) = x** Beurteilen Sie die Richtigkeit dieser Aussage.
= ,Wer gewinnt? Wird die Funktion f mit f(x) = e* die Funktion g mit g(x) = x'° irgendwann
einholen?” Begriinden Sie. Worin duf3ert sich dieses Einholen?

= Andert sich etwas grundsétzlich am Ausgang des,Rennens” der Funktionen f mit f(x) = €
und g mit g(x) = x'°, wenn Sie bei g einen anderen Exponenten wihlen?

X

= Geben Sie weitere Funktionen (neben f(x) = €*) an, die mit ihrer Ableitung tGbereinstim-

men.

= Vergleichen Sie den Einfluss der Parameter auf den Graphen bei Potenzfunktionen mit dem
bei Exponentialfunktionen.
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2 2.3 Exponentialgleichungen und natiirlicher Logarithmus

»Zu welchem Zeitpunkt hat eine Population eine bestimmte Gro3e erreicht?”

+Wann ist die Halfte eines radioaktiven Stoffes zerfallen?”

+Nach wie vielen Tagen hat eine Pflanze eine bestimmte Hohe erreicht?”

Das sind Fragen, die auf Exponentialgleichungen hinauslaufen. Zu ihrer Beantwortung
wird - graphisch interpretiert — bei einer Exponentialfunktion die x-Koordinate zu einer
bestimmten y-Koordinate gesucht.

= Losen Sie die folgenden Gleichungen ...
a) durch Abschatzen und Ausprobieren.
b) graphisch anhand des abgebildeten

Graphen.

1 e'=3

2 =6 .

3 =38 X

Gleichungen der Form e* = ¢ heiflen Exponentialgleichungen. Fiir ihre Losung stehen
verschiedene Mdglichkeiten zur Verfligung:

= Durch Abschatzen 16st man die Gleichung €* = ¢ naherungsweise, indem man den Wert ¢
der rechten Seite in die Wertereihe e' = 2,71, € = 7,4, €2 = 20,1, * = ... einsortiert und
so den gesuchten Exponenten x erhdlt. So muss z.B. die Losung der Gleichung €* = 10
gemal obiger Werte zwischen 2 und 3 liegen (und naher an 2).

= Graphisch kann man die Gleichung e* = ¢ 16sen, indem
man den Graphen der e-Funktion (also die linke Seite
der Gleichung) zeichnet sowie den Graphen der rechten
Seite und anschlieend die x-Koordinate des Schnitt-
punkts abliest. 61
Die Abbildung zeigt die graphische Losung der Glei- 4
chung €* = 8 (x = 2,08).

= Rechnerisch 16st man die Gleichung €* = ¢ durch die
Anwendung des Logarithmus, den Sie bereits zum —t— —t
Lésen der allgemeinen Exponentialgleichung kennen
gelernt haben.

yA

\ 23

Die Exponentialgleichung e* = ¢ ye

(c > 0) wird durch die Umkehroperation g
zum Potenzieren, das Logarithmieren, 6
gelost: e = ¢ & log,(c) = x. yREREE P
Den Logarithmus zur Basis e (loge) nennt
man natiirlichen Logarithmus (logarith-

mus naturalis) und kiirzt ihn mit In ab. el el b DR
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Exponentialfunktionund Logarithmus

Wir machen uns den Unterschied zwischen den Operatoren Logarithmieren, Radizieren
(Wurzelziehen) und Potenzieren nochmals anhand der Gleichung a® = c klar:

= Wenn a und b bekannt sind, erhalt man c durch Potenzieren. Beispiel: 2’ = ¢ = c=8
= Wenn b und ¢ bekannt sind, erhalt man a durch Radizieren.

Beispiel: a* =27 = a =327 =3
= Wenn a und c bekannt sind, erhdlt man b durch Logarithmieren.
Beispiel: 4° = 64 = b = log,(64) = 3

Der Zusammenhang zwischen der e-Funktion und dem Operator des Logarithmierens wird
auch durch die folgenden Beziehungen deutlich, die man zuweilen in Aufgaben benétigt.

1 Fir eine beliebige reelle Zahl c gilt: 2 Fir eine positive Zahl b gilt:
In (eC) =c eIn(b) =b

Zu 1 : In(e) = log. (€) fragt nach der Zahl, mit der man e potenzieren muss, um e° zu erhal-
ten. Diese Zahl ist c.

Zu 2 : Algebraisch kann man diese Gleichheit zeigen, indem man beide Seiten logarithmiert:
In€e"®) = In(b).
In (e"®) ist diejenige Zahl, mit der man e potenzieren muss, um e
das ist In (b).

n® 74 erhalten - und

Da die Exponentialgleichung e* = ¢ durch die ) o o )
Die Umkehrfunktion ist lhnen bereits bei der Wurzelfunktion

Umkehmperation des Logarithmierens geléSt wird, begegnet. Die Funktion f mit f(x) = Vx ist die Umkehrfunktion
ist die Logarithmusfunktion L(x) = In(x) die zu der Funktion g mit g (x) = x* (x> 0).

Umkehrfunktion der natiirlichen Exponential- Rechnerisch erhilt man die Gleichung der Umkehrfunktion,
funktion E(x) = e* Dies muss sich auch im Graphen indem man die Funktionsgleichung y = x* nach x auflést und

der Logarithmusfunktion widerspiegeln dann die Variablen x und y vertauscht.
9 piegein. Zeichnerisch erhalt man den Graphen der Umkehrfunktion,

Hierzu vertauschen wir in der folgenden zur e-Funk- indem man den Graphen der Ausgangsfunktion an der Winkel-
tion gehorenden Tabelle die x- und die y-Werte und halbierenden des 1. und 3. Quadranten spiegelt.
skizzieren so den Graphen von In (x).

X -2 -1 0 1 2 3
f(x) = € F=014  1=037 1 e =271 =74 =20,
Die natirliche Logarithmusfunktion L (x) = In(x) vk
ist die Umkehrfunktion von E(x) = e lhr Definiti- 34 p(1le)
onsbereich sind alle positiven reellen Zahlen. YeX
Ihr Wertebereich sind alle reellen Zahlen. Es gilt: 2
fir0<x<1:In(x) <0 y= ¢ j Q|
firx=1In(x)=0 — RN
firx>1:In(x) >0 321 /1 234
T y =In(x)
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2.3 Exponentialgleichungen und natiirlicher Logarithmus

L J

Aufgaben n Schreiben Sie den Term in der Form e®.

Beispiel
Vereinfachung

!

a) Ve b) ¢ o Ve d) %
e f) i h) 1
e) C ) 3 = 9) 7 )
a Vereinfachen Sie die folgenden Ausdriicke.
a) In (\/E) b) e2-In(3)
Losung: 1
a) In(ve) = Ine? =57 b) €79 =("¥)2=3"=9

] Vereinfachen Sie.

a) In(¥e) b) In(é) 0 |n($ d) In(e™)
e) In(e? f) In(In(e) g) In(e? + In(e®) + e"? h) &"®

i) o3 @ i) e 2@ k) 05+ In(5) ) ,5/e5-|n(e)

[ Schitzen Sie gréBenmaBig ab.
a) e b) € Q e’ d) Ve
e) In(10) f) In(30) g) In(100) h) In(1000)

Beispiel {5l Lssen Sie die Gleichung e = 5.
Gleichung lésen Lésung:
eX=0@)P=5 =e&=v5 =x=I(5) =08

76

a Losen Sie die Gleichungen.

a) € =21 b) e* = 0,25 c) 2e* =66 d) -eX*=-16
e) €3 =24 f) e* =11 g e*=e h) e”:%
3
) eE-e)=0 j) \/E-gzo k) e*¥-6e+9=0 I) e*-2+e>=0

Nachgefragt /

= Begriinden Sie, weshalb der natiirliche Logarithmus In nur fiir positive Zahlen definiert ist,
d.h. weshalb bei In(a) die Zahl a > 0 sein muss.

= Welche Ergebnisse sind beim Berechnen von Logarithmen mdglich?

= Valentin meint: ,Die Gleichung €* = e* muss man durch Logarithmieren I6sen, weil es sich
um eine Exponentialgleichung handelt. Hat er Recht? Argumentieren Sie.

= Begriinden Sie, dass folgendes Logarithmengesetz gilt: In(e") = n-In(e).

Bestimmen Sie jeweils die Losungsmenge.

ex_1 —_ _a Xy — X2+k2_ X _ —X __
a) e"+1_0 b) INn2-e™=0 ¢ In>5—=0 d) e€-3+2e*=0

B Losen Sie die Gleichungen zundchst graphisch bzw. — wenn mdglich — ndherungsweise im
Kopf und dann rechnerisch, falls moglich.
a) e*=15 b) €2 =18 c) 2e-2=0 d) 0,1-e"*+16 = 64
e e€X-0125=0 f) e-x*=0 g) +e-x=1 h) 3e* =111



Exponentialfunktionund Logarithmus

a An welchen Stellen hat die Funktion f mit f(x) = 3e*—x die Steigung 2? Beispiel
Losung: Steigung

filx) =36-1;3¢"-1=23=3=6e=1 =x=0

m Find out the points where the slope of the function has the given value m.
a) fx) =2¢m=28 b) f(x) = 0,5¢” m =1 o fx) =-e5m=-3
d) f(x) =-0,5¢% m=2025 e) f(x) =-05e*m="1 f) fx) =2+e®* " “m=05

m Bei folgenden Rechenausdriicken gibt der WTR stets ,Error” an. Begriinden Sie.
a) b) q

DELTA DELTA DELTA

m In die folgenden ,Lésungen” haben sich Fehler eingeschlichen. Beschreiben und korrigie-

ren Sie sie.
a) - ¢ =5 b T =8 o -2 =3x
(@)~ (4) = n(5) ¢ =10 ¢ = 3x +2
x = (5)+ () x = n(10) n(ef) =ln(3x +2)
x = ln(9) x = (B3x +2)
4) f(x) =2-¢* e) f(x) = 3x-e* ) fx) = X2
];’(x)zz-Sx'e”‘"’ ;‘('(x)=3-4-e4 p7 =x*- @)

fl) =2x-*+2x-2.¢

m Bestimmen Sie die Punkte, in denen der Graph von f die Gerade y = 2 schneidet.
a) fx) = (2-x)- € b) f(x) = 0,5x*- e o) f(x) = -x-€
d) f(x) = -x*-e™ e f(x) =-1+¢€ f) f(x) = xe*

m Vergleichen Sie jeweils die Ergebnisse und finden Sie eine GesetzmaBigkeit.
a) In4) In (40) In (400) In (4000) In (40 000) In(0,4)
b) In(9) In(0,9) In (0,009) In (0,0009) In(9-107% In(9-10%

E Im Folgenden sehen Sie Exponentialgleichungen graphisch dargestellt. Ubersetzen Sie sie
jeweils in eine algebraische Gleichung und I6sen Sie diese. Vergleichen Sie anschlieend
diese Losung mit der graphischen.

a) vy b) o o 4
6__
6+ 2
4 ml =2
6 -4 -2 2 X e,
-2 -4 -2 2 4 X
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2.3 Exponentialgleichungen und natiirlicher Logarithmus

Beispiel
Logarithmengesetze

78

m Der Bestand der Kudu-Antilopen im Etosha-Nationalpark in

Namibia betragt derzeit rund 350000 Tiere, womit diese

Antilopenart als nicht geféhrdet angesehen werden kann.

Der Bestand kann durch die Funktion B (t) = 350000 - e

(tin Jahren) beschrieben werden.

a) Beschreiben Sie die weitere Entwicklung des Bestands in
Worten.

b) Wann umfasst die Kudu-Population nur noch 10% des
aktuellen Bestands?

¢) Bestimmen Sie den Zeitpunkt, an dem die Bestandsabnahme
innerhalb eines Jahres erstmals weniger als 10 000 Tiere
betragt.

Auf Seite 59 steht ein Zitat von Friedhelm Farthmann, in dem er sich auf eine Seerosen-

population bezieht. Dieses Beispiel wollen wir uns nun genauer anschauen.

Wir nehmen an, dass der Teich eine Flache von 20 m? hat und dass die Blitter der Seerose

am Anfang 0,1 m” des Teichs bedecken. Taglich verdoppelt sich die von den Blittern

bedeckte Flache. Drei Tage ,vor dem Ende” ist erst ein Achtel des Teichs bedeckt, zwei Tage

.vor dem Ende” ein Viertel, wieder einen Tag spater die Halfte.

a) Ermitteln Sie die dem Wachstum zugrunde liegende Funktion.

b) Nach wie vielen Tagen ist der Teich vollstandig zugewachsen?

¢) Beschreiben Sie den Gesamtverlauf des Wachstums und erlautern Sie, weshalb das
Wachstum zu Beginn triigerisch ist.

d) Was wollte Farthmann mit dem Beispiel ausdriicken? Nehmen Sie Stellung dazu.

m Das Logarithmengesetz In(e") = n-In(e) haben Sie auf Seite 76 kennen gelernt. Es gibt

noch zwei weitere Logarithmengesetze (die nicht nur fiir den natrlichen Logarithmus In
gelten):

1 log.(@a-b) = log.(a)+log.(b), a b>0 c>0.
2 logc(a:b) = log.(a)-log.(b), a b>0,c>0.

Machen Sie sich die Giiltigkeit dieser beiden Gesetze anhand geeigneter Zahlenbeispiele
klar. Sie kénnten z.B. als Basis ¢ = 2 wahlen und fiir die Zahlen a und b Potenzen von 2.

Vereinfachen Sie: log (6) - log (3) — log (4).
Losung:
log(2-3)-log (3) -log (2%) = log(2) +log (3) - log (3) - 2log (2) = -log (2)

m Vereinfachen Sie.

a) log (x*) - log (x) - log (x) b) log(a - b) - log(a®- b) - log (%)
) log (x3)—2log(%) d) log(a+b)*-log(a®-b?)

e) log(a’b-b)-log(a-1)>-log(a+1)

f) log(yx+1)-05log(x+1) +log(}]+ log ()



Exponentialfunktionund Logarithmus

a) Beschreiben Sie, was in der abge-

bildeten Grafik dargestellt wird. Haufigkeit und Auswirkungen von Meteoriten-
b) Was fallt Innen an der x-Achsen- einschléigen
skalierung auf? Beschreiben Sie.
C) Logarithmische Skalen Verglgeolfnhbr;rl]t._»}(ilot]o?men Mega1tonne Mega1t%0nnen Mellggt(()J?w?]en Mngt%gggn
ermdglichen eine ubersichtlichere explosion Kraterdurchmesser

(inTonnen TNT) s (100 m) 1 km 10 km 100 km

Darstellung von Kurvenverlaufen vor
\ \ \ \ \

allem dann, wenn sie sich tUber sehr

. jede Stunde — _
groBBe Zahlenbereiche erstrecken. E‘;?;:f:a
. . . jeden Tag —
Mit anderen Worten: Die logarith- ) o Nordiinger Ries
mische Skalierung hilft dabei, Daten jedes Jahr — vor 15 Millionen Jahren
mit starken Gré3enunterschieden jedes Einschlag _
vor 65 Millionen Jahren
der Werte darzustellen. Berechnen S Jahrhund;g | (Aussterben der Dinosaurier
. . . 3 und anderer Spezies)
Sie hierzu als Voriibung folgende 2 tausend Jahre
>
Logarithmenwerte: £ alle _
- |og (13,5) Millionen Jahre -
10 r
alle hundert
= logy(213,57) Millionen Jahre
= logy(0,17) einmal in der —
- Iog10(3845,91) Erdgeschichte
.. . . m 10m 100 m 1 km 10 km
d) Warum kdnnen logarithmische Ska- Ungefdhrer Meteorit-Durchmesser
. . . 2
len nicht bei 0 beanen' Warum Auswirkungen == Meteor zerfallt Verwistung in  Weltweite  Vernichtung
sind die Teilstriche nicht équidistantl oder vergliiht in kontinentalem Vernichtung der meisten
. . der Atmosphdre; Mapstab der Land-  Tier- und
d.h. warum werden die Abstande kein wirtschaft;  Pflanzenarten
.. . . Einschlagkrater Ende der
bei groBeren Werten immer kleiner? Zivilisation
e) Erk|éren Sie’ warum der Graph Quelle: Brownlee und Ward, Rare Earth, New York (Copernicus) 2000, S.165, nach Hartmann und Impey (1994) / F.A.Z.-Grafik Déring

einer Exponentialfunktion bei einer

logarithmisch skalierten x-Achse

eine Gerade ergibt. Gehen Sie dabei von einer Exponentialfunktion der Formy = a-

e™ aus und logarithmieren Sie beide Seiten. Welche Steigung hat dann die Gerade?
f) Recherchieren Sie, in welchem Zusammenhang die Richter-Skala bzw. die Dezibel-

Skala mit dieser Thematik steht und wofiir man sie braucht.

Nachgefragt /

= Es gibt zwar keine Logarithmen von null oder von negativen Zahlen, jedoch kdnnen
Logarithmen negativ sein. Geben Sie hierfiir mehrere Beispiele an. Wie kann man an log, (b)
erkennen, dass der Wert negativ ist?

= Fiir welche Werte von a ist die Gleichung 3* = a l6sbar? Verallgemeinern Sie: Fiir welche
Werte von a ist die Gleichung b* = a l6sbar? Begriinden Sie (eventuell auch graphisch).

= Z3hlen Sie unterschiedliche Mdglichkeiten auf, wie Sie Exponentialgleichungen 16sen kon-
nen. Geben Sie zu jeder Moglichkeit auch ein Beispiel an.

= Fiihren Sie eine Exponentialgleichung an, bei der man auf den Logarithmus zur Losung der
Gleichung verzichten kann.

= Diskutieren Sie, wie viele Schnittpunkte eine Exponentialfunktion mit einer Normalparabel
haben kann. Finden Sie fiir alle gefundenen Félle ein Beispiel.
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2.4 Exponentialfunktion und Logarithmus in Anwendungen

80

»Wir miissen verhindern, dass
es zu einem exponentiellen An-
stieg der Neuinfektionen
kommt®, sagte Bundeskanzlerin

Aussagen wie diese fanden sich in den Pandemie-Mona-
ten der Jahre 2020/21 in den Medien. Sie bezogen sich
auf die durch das Corona-Virus ausgeldste Pandemie.

= Was versteht man unter einer Pandemie und wodurch Angela Merkel am 14. 10. 2020.
unterscheidet sie sich von einer Epidemie? -Wir sind bereits in einer expo-

= Warum wollte die deutsche Politik im Herbst 2020 nentiellen Phase, wie man an
unbedingt ein exponentielles Ansteigen der Erkran- den téglichen Zahlen sieht.”

kungen verhindern?

Wachstumsprozesse sind ein Anwendungsfeld fiir Exponentialfunktionen. Das exponentiel-
le Wachstum ist vom jeweiligen Bestand abhangig, insbesondere auch vom Anfangsbestand.
Deshalb geht der Anfangsbestand in die Funktionsgleichung ein.

Die Tabelle vermittelt einen Uberblick iiber die Verbreitung des Corona-Virus in Deutschland
anhand der Gesamtzahl der Infizierten im Zeitraum von Oktober bis November 2020:
10.9. 17.9. 24.9. 1.10. 8.10. | 15.10. 22.10. | 29.10. @ 5.11. 12.11. 19.11.
258149 | 269048 | 281346 = 295539 315941 352107 | 403874 498354 631172 | 762832 H 891525

Fiir diesen Verlauf wollen wir nun die zugrunde liegende Exponentialfunktion finden. Dass es
sich um kein lineares Wachstum handelt, erkennt man daran, dass die Differenzen zwischen
benachbarten Daten nicht konstant sind, sondern ansteigen. Beim exponentiellen Wachstum
ist der Quotient aus benachbarten Daten ungefahr konstant, deshalb berechnen wir ihn:

10.9. | 17.9.  24.9. 1.10. 8.10. 15.10. 22.10. 29.10. | 5.11. | 12.11. 19.11.
258149 | 269048 | 281346 = 295539 315941 352107 | 403874 | 498354 631172 762832 891525
1,04 | 105 | 105 | -107 | -1,11 | -115 0 2123 0 2127 2121 21,07
Gemittelt erhalten wir rund 1,14 als Wachstumsfaktor. Der Bestand zu dem von uns beobachte-

ten Zeitpunkt 0 betrug 258 149 Infizierte. Daraus ergibt sich die Funktionsvorschrift
f(t) = 258149 1,14" (tin Wochen).

Zum Vergleich berechnen wir die Werte, die sich aus dieser Zuordnungsvorschrift ergeben:

10.9. 17.9. 24.9. 1.10. 8.10. ' 15.10. 22.10. 29.10. 5.11. 12.11. 19.11.
258149 | 294289 | 335490 382459 436003 497044 566630 @ 645958 736392 839487 957015

Vergleicht man beide Datenreihen graphisch, AAnzahl
erkennt man, dass unsere errechneten Werte 1000000
eine mathematische ,Idealisierung” der Wirk- 800000

lichkeit darstellen. 600 000

Méchte man die Anderungsrate berechnen, 400000

ist es sinnvoll, die Funktionsgleichung in 200 000

eine Exponentialfunktion umzuwandeln. 0o+—+—"F—+—+—+—F—+—F—FF—+—
1000. 24.00.] 08.10. [ 22.10. 05.11. 19.11.

Mit b* = (e"®)* = e"® ergibt sich: 17.09. 01.10. 15.10. 29.10. 12.11.
f(t) = 258149-1,14% = 258149 . gtn(114

. — Epidemieverlauf ~ — f(x) =258 149 - 1,4"
~ 258149 %3t P ®



Exponentialfunktionund Logarithmus

Exponentielles Wachstum zeichnet sich dadurch aus, dass die Quotienten benachbarter
Daten stets gleich sind. Es lasst sich mithilfe der Exponentialfunktion B (t) = B(0) - ekt
beschreiben. B (0) ist der Anfangsbestand und k = In (b) mit dem Wachstumsfaktor b.

Mit dieser Funktionsgleichung kénnen wir nun konkrete Fragen beantworten wie z.B. die
nach der Anzahl der Infizierten Ende Januar 2021, wenn keine Gegenmafnahmen ergriffen
worden waren: Der 28. 1. 2021 entspricht dem Messzeitpunkt 20, und es ergibt sich

f(20) = 258149 -e**'* = 258149 - e** =3475651.

Zum Vergleich: In Wirklichkeit gab es zu diesem Zeitpunkt 2 194 562 Infizierte in Deutschland,
woran man sieht, dass das exponentielle Wachstum durch Gegenmafnahmen, die im Spat-
herbst und Winter 2020 getroffen wurden, deutlich erkennbar abgedampft wurde.

Was ist das Trligerische am exponentiellen Wachstum? Schauen wir uns folgendes Zitat an:

»Am Anfang war die Zahl der Infizierten lange Zeit verhaltnismiflig gering. Die Krank-
heit schien beherrschbar zu sein. Doch dies war triigerisch. Ab einem bestimmten Zeit-
punkt fithrte das exponentielle Wachstum dazu, dass die Zahl der Erkrankten in kurzer
Zeit geradezu explodierte.”

Was ist damit genau gemeint? Am Graphen erkennt man zwar deutlich das exponentielle
Wachstum, wenn man sich jedoch die absoluten Zahlen der Infizierten anschaut, so liegen sie
am Anfang liber einen ldngeren Zeitraum auf einem etwa gleichbleibenden Niveau, was nicht
beunruhigend sein muss. Kurze Zeit spater nimmt das Wachstum aber richtig,,Fahrt” auf, dann
sind auch die absoluten Zuwéchse enorm.

Schauen wir zur Bestédtigung dieses Befundes zwei Steigungen zu unterschiedlichen Erhe-
bungszeiten an. Hierzu bilden wir die Ableitung:
f'(t) = 258149-0,13 - %" = 33559,4 - >,

= Die Steigung betragt nach einem Monat (4 Wochen, d. h. zum Zeitpunkt 4):
f'(4) = 33559,4-e%?* = 56448,

= Die Steigung betragt nach 4 Monaten (16 Wochen, d. h. zum Zeitpunkt 16):
f/(16) = 33559,4-e>"'' = 268625, also fast das Fiinffache der Steigung nach einem
Monat.

Betrachtet man ein exponentielles Wachstum, ist es von entscheidender Bedeutung,
welchen Zeitraum man sich anschaut.

Exponentielles Wachstum braucht eine gewisse Zeit, bis es sich signifikant auf die
absoluten Zahlen auswirkt. Die absoluten Zahlen steigen am Anfang eher langsam an.
Ab einem bestimmten Zeitpunkt sind enorme Zuwachse der absoluten Zahlen zu
verzeichnen. Der Graph wéchst sehr schnell.

Ist k negativ, so handelt es sich um eine exponentielle Abnahme.
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2.4 Exponentialfunktion und Logarithmus in Anwendungen

L J

Aufgaben n Untersuchen Sie jeweils die Daten in Hinblick auf die Frage, ob ein exponentielles Wachs-

82

tum vorliegt.
a)
X 0 1 2 3 5 10
f(x) 3 7 1 15 23 43
b)
X 0 1 3 5 10 100
f(x) 2 6 54 486 118098 1,03-10%
)
X 0 1 2 6 10 15
f(x) 3 1,5 0,75 0,047 0,003 9,1-107°

E Vervollstdndigen Sie jeweils die Tabelle unter der MaBgabe, dass es sich um ein exponenti-
elles Wachstum handelt.

a)
X 0 1 2 3 5 8
f(x) 2 3 6,75
b)
X 0 10 20 40 100 250
f(x) 12 6

B Berechnen Sie f(0) und f(5).
a) f(x) =3-2* b) f(x) = 10-0,5* o) f(x) =4-e*

u Ermitteln Sie den Anfangsbestand sowie den Bestand nach 10 Tagen (t in Tagen).
a) B(t)y=1,2-3" b) B(t) = 10-e™ c) B(t) =100-e"

B Berechnen Sie die momentane Wachstumsrate am 7. Tag des Wachstumsvorgangs.
a) B(t) =1,2-3" b) B(t) = 10-e™* ¢) B(t) =100-e°"

ﬂ Fir welches x ist f(x) = 50?
a) f(x) =0,5-5,5 b) f(x) = 2,7-e* ¢ f(x) =300-e>

Nachgefragt /

= Z3hlen Sie typische Fragestellungen auf, die bei exponentiellen Wachstumsvorgangen
auftreten kénnen.

= Zéhlen Sie Gemeinsamkeiten und Unterschiede zwischen linearem und exponentiellem
Wachstum auf.

= Exponentielles Wachstum verlduft stets schneller als lineares Wachstum.”
Stimmt das? Nehmen Sie Stellung.

= Beschreiben Sie, wie man aus einer Wertetabelle die Funktionsgleichung eines exponen-
tiellen Wachstumsvorgangs ermitteln kann und woran man in einer Wertetabelle lineares
Wachstum erkennt.

= Zéhlen Sie typische Eigenschaften eines exponentiellen Wachstumsvorgangs auf.




Exponentialfunktionund Logarithmus

Im Folgenden ist die zahlenmaBige Entwicklung der Weltbevdlkerung (in Milliarden)
dargestellt.

1960 1970 1980 1990 2000 2010
3,00 3,58 4,38 523 6,12 6,90

a) Mit welcher Weltbevolkerungszahl istim Jahr 2030 zu rechnen?

b) Wann sind 12 Milliarden Menschen auf der Erde zu erwarten?

Losung:

1. Schritt: Festlegen eines Funktionstyps durch Analyse der Messwerte

Da die Zahlen von Einheit zu Einheit nicht stets um denselben Betrag zunehmen, kann kein
lineares Wachstum zugrunde gelegt werden. Zur Uberpriifung, ob ein exponentielles Wachs-
tum vorliegt, bilden wir jeweils den Quotienten benachbarter Daten:

358 _ ;19438 523 1 10.612 15,690
300 © 1,19 338 238 1,19 53 1,17; 612 = 1,13.

= 1,22;
Die Quotienten liegen im Schnitt bei etwa 1,2, was ein exponentielles Wachstum vermuten
ldisst.

2. Schritt: Bestimmen der notwendigen Parameter der Funktionsgleichung

Mit dem Ansatz B(t) = B(0)-b* bestimmen wir durch Ablesen bzw. Einsetzen von Werten

die Parameter B (0), d. h. den Anfangsbestand, und b, d. h. den Wachstumsfaktor. b haben wir

oben mit 1,2 ermittelt. Als B (0) nehmen wir die Bevélkerungszahl zu Beginn des Messzeit-

raums, also 3,00. Wir erhalten: B(t) = 3,00-1,2".

Damit kénnen wir die Teilaufgaben a) und b) bearbeiten.

a) Gesucht st die Bevélkerungszahl im Jahr 2030, d. h. B(7), da wir in Schritten von 10 Jahren
rechnen: B(7) = 3,00-1,2” = 10,75. Fiir das Jahr 2030 muss mit einer Weltbevélkerung
von etwa 10,75 Milliarden Menschen gerechnet werden.

b) Mitdem Ansatz 12 = 3,00- 1,2 bestimmen wir t.

In(4)

In(1,2)

dies 76 Jahren. Im Jahr 2036 sind demnach 12 Milliarden Menschen zu erwarten.

112'=4=t=

= 7,6. Dain Schritten von 10 Jahren gerechnet wird, entspricht

EJ Fir das Wachstum von Kresse wurden folgende Daten ermittelt:

Zeit (Tage) 0 1 2 3 4 7
Hoéhe (cm) 0,2 0.3 0,48 08 1,2 4,2

a) Mit welcher Wuchshohe ist nach zwei Wochen zu rechnen?

b) Wann erreicht die Kresse eine Hohe von 10 cm?

¢) Bestimmen Sie die mittlere Wachstumsrate in der ersten Woche.
d) Wann ist die momentane Wachstumsrate groBer als 6 cm/ Tag?

a Man schatzt, dass sich der Bestand einer Nutria-Population in einem Jahr verdoppelt.
Zum Zeitpunkt t = 0 wurden in Niedersachsen im Jahr 2016/17 landesweit etwa
22000 Nutrias gezahlt.

a) Finden Sie ein exponentielles Modell B(t) = B(0) - e** fiir die Bestandsentwicklung.

b) Wie viele Nutrias sind nach fiinf, nach zehn, nach zwanzig Jahren zu erwarten?

¢) Wie lange wird es nach diesem Modell dauern, bis die Population in Niedersachsen
eine Million Nutrias zahlt? Fiir wie realistisch halten Sie diese Hochrechnung?

Beispiel
Wachstum berechnen
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2.4 Exponentialfunktion und Logarithmus in Anwendungen

Beispiel
Wachstumsraten
berechnen
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In einem Labor wird 30 Wochen lang das Wachstum von Liebstdckelsetzlingen untersucht.
Die Tabelle zeigt die (mittlere) Hohe der Pflanzen in Abhangigkeit von der Zeit.
x (in Wochen) 0 5
Hohe h (in cm) 3,0 20,0

10 12 15 20 25 30

Die (mittlere) Hohe der Pflanzen (in cm) wird durch folgende Funktion h beschrieben:

h(x) = %kg_ax; Dy, = [0; 30]. x bedeutet die Beobachtungszeit (in Wochen).

a) Ermitteln Sie die Werte der Parameter k und a.
b) Ergdnzen Sie die Tabelle.
c) Beschreiben Sie anschaulich, was h’'(x) = 0 bedeutet.

Das Wachstum einer Bakterienkultur BI04 |

kann durch die Funktionsgleichung 2000 m, = 986,97
B(t) = 0,9 -e' modelliert werden (t in 1600+

Tagen). 1200

Wie groB ist die mittlere Wachstumsrate in B <

der ersten Woche, wie groB die momentane 800
Wachstumsrate am 7. Tag? Veranschaulichen 400+

Sie beide Wachstumsraten graphisch. LA iAl RN
Losung: ) T 1 r112:140‘}87/5 AERERE
Fiir die mittlere Anderungsrate m ziehen wir 40T

den Differenzenquotienten fiir t, = 0 und

t, = 7 heran:
_B(7)-B(0) _ 09-¢’-09-¢° _09-¢-09 _
ms=—¢——= >=0 = 5 =~ 140,87.

Fiir die momentane Anderungsrate am 7. Tag ziehen wir die Ableitung heran:
B'(t) =09-¢' = B'(7) =0,9-¢” = 986,97

Wie groB ist bei dem jeweiligen Wachstum die mittlere Wachstumsrate in den ersten zehn
Tagen, wie grol3 die momentane Wachstumsrate nach zwei Wochen? Veranschaulichen Sie
die beiden Wachstumsraten graphisch.

a) B(t) = 12+50-¢e°" b) B(t) = 1,2-e™ <) B(t) =1,2-&**
Die Hohe (in m) einer Sonnenblume x Wochen nach dem Pflanzen wird durch die Funk-
tion f: f(x) = 0,015 - 3 beschrieben. Geben Sie an, wie hoch die Pflanze zu Beginn der
Beobachtung war. Innerhalb von 5 Wochen ist die Pflanze dann um 22 cm gewachsen.
Finden Sie heraus, wie hoch sie nach weiteren drei Wochen sein misste. Tatsachlich wird
sie bis dahin aber nur 1,08 m hoch. Deshalb soll ihre Wuchshohe fiir x = 5 durch den Term
g(x) = a+b-3%* modelliert werden. Berechnen Sie die Werte der Parameter a und b aus
den Messwerten nach 5 und nach 8 Wochen.

6

Dagobert consigns the amount of 100000 € in a bank. The bank pays 360

day on his savings.

a) Find the amount of interest Dagobert receives on his savings within one year.

b) Find out after how many years Dagobert’s original amount of money will have doubled
by the daily interest return.

% interest per



Exponentialfunktionund Logarithmus

m Die mit der Zeit t (in Jahren) zunehmende Durchmesserlange d (in Metern) einer Fichte

wird durch den Funktionsterm d (t) = beschrieben. Finden Sie heraus, wann

1
-I + e—0,0S (t-60)
die Fichte 90 % ihrer maximalen Durchmesserlange erreicht.

m Die Individuenanzahl (in Tausend) einer Bakterienpopulation wird in Abhangigkeit von der
Zeit t (in Stunden) durch die Funktion f: f(t) = 10+ t*- e*™% D; = [0; 10], beschrieben.

t 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
f(t) 10

a) Ubertragen Sie die Tabelle in Ihr Heft und ergénzen Sie sie dann dort.

b) Finden Sie heraus, zu welchem Zeitpunkt der Bestand am grof3ten ist.

c) Geben Sie an, in welchem Zeitintervall die Population wéchst und in welchem Zeitin-
tervall sie abnimmt, und ermitteln Sie die Zeitpunkte, zu denen die Zunahme bzw. die
Abnahme der Population am starksten ist.

a) Die Entwicklung der Welt-
bestzeiten im Marathon-
lauf entspricht in den ver-
gangenen hundert Jahren 10900 1- O erzielte Rekorde
zwei exponentiellen Zerfalls- 1908: 2:55:18 EeDr‘:;?ﬁtC:;gtt“Ch
kurven. Da sich das genetische
Potential der Menschheit in 9900
dieser Zeit nicht verandert hat,

Marathon Manner in Sekunden

3

10400

1909: 2:40:34

) ) 9400 +

schlielen die Forscher auf
duBere Faktoren, die zu den 8900 1 1947: 2:25:39
Leistungsschiiben gefiihrt 8400 1 1935: 2:26:42
haben. Diskutieren Sie die 1960: 2:15:16
beiden Diagrammteile und 7900 1- 1981: 2:08:18

. o . 2003: 2:04:55
modellieren Sie ihre Verlaufe,
. . . 7400 } } } } } +—»
indem Sie auf Basis gegebener 1910 1930 1950 1970 1990 2010

Daten die Funktionsgleichun-
gen aufstellen.

b) Recherchieren Sie die aktuelle Weltrekordzeit und tiberpriifen Sie, ob Sie zu der vorge-
nommenen Modellierung passt.

¢) Beiwelcher Zeit wiirde der Weltrekord nach lhrem Modell im Jahr 2030 liegen? Halten
Sie den ermittelten Wert fiir realistisch? Argumentieren Sie.

Nachgefragt /

= Beschreiben Sie typische Realsituationen, die mit einer Exponentialfunktion modelliert
werden kénnen.

= Erkldren Sie anhand eines Realbeispiels und des zugehdrigen Graphen, warum es bei expo-
nentiellem Wachstum von entscheidender Bedeutung ist, welchen Zeitraum im Wachstums-
vorgang man sich anschaut.

= Beschreiben Sie, wie man in der Funktionsgleichung B(t) = B(0) - e*t den Parameter k
sowie B (0) ermitteln kann.
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Klausurvorbereitung

Im Folgenden finden Sie keine vollstandigen Klausuren, wohl aber Aufgaben, die zu diesem
Kapitel passen und Teil einer Klausur sein kénnten.

Aufgabe 1
Leiten Sie ab.
a) f(x) = =3(e)® b) f(x) = \x+¢€ o f(x) = (x=1)2-¢
Bestimmen Sie die Extremstellen der Funktionen.
a) f(x) = =3(x*-2) b) f(x) = sin(x)-x% [~ 7]

Losen Sie folgende Gleichungen.
a) (x+27-e*=0 b) -4 =0 Q x-1=x-1

a) Ordnen Sie begriindet jedem Funktionsterm (1, 2, 3) den passenden Graphen (A, B, C)

und den Graphen der passenden Ableitung (I, Il, lll) zu. Uberpriifen Sie lhre Entschei-
dungen rechnerisch.
1 f,(x) = (x=1)-e7 2 f,(x) =x-e™* 3 f,(x) = (€-2)7
A B Ay c Y4
4_ 1 1 Ié
Pun -2 2 4 6 8
4+ . o4+
b 6 a~2 YV 2 4 41
B
— » 6+
-6 -4 X 4+
1| vA Il o 1T W
6__
4+ 2+
2T lﬁ——’
M- = 2 4 X
N2 -6 -4 -2 5 1
-2 2 4 6 8 5l _at

b) Bestimmen Sie die Stellen, an denen der Graph von f, eine Tangente parallel zur
x-Achse hat, sowie die Stellen, an denen seine Tangente parallel zur Geraden
y = 4x+ 1 verlduft.

¢) Beschreiben Sie, wie Sie die Stellen bestimmen wiirden, an denen der Graph von f, den
Funktionswert -1 hat.

d) Beschreiben Sie die Vorgehensweise, wie man die Funktionen f;, f, und f; graphisch
ableiten kann.

e) Erlautern Sie, welche Realsituation die Funktion f, (x) beschreiben kdnnte.

f) Der Funktionsterm von f, (x) wird abgedndert in f,(x) = x2-e™ Was bedeutet dies fiir
den zugehorigen Graphen? Beschreiben Sie dessen Aussehen anhand charakteristi-
scher Eigenschaften und unter Verwendung der entsprechenden Fachsprache.
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Exponentialfunktionund Logarithmus

Aufgabe 2

Vereinfachen Sie die Terme mithilfe der Potenzgesetze.

-4 3, 5
a) 57:57 b) 6_3'(%) 9] 1624?;4
d) 3i/?-\/g-({/g;a>0 e) i:i:;:%;a;to,b;to,c;to

Welche Auswirkungen haben die Parameter- und Termveranderungen auf den Graphen
der Funktion?

a) f(x) =2(x-3%+4 imVergleichzu  f(x) = x*
b) g;(x) = -x° imVergleichzu g(x) = x°
¢ hi(x) =-(x-2-(x+1) imVergleichzu h(x) = x*
d) ky(x) =0,5-sin(x+m) -1 imVergleichzu k(x) = sin(x)

Untersuchen Sie das Verhalten der Funktionen flir x — =+ oo,
a) fx) = (x+ 13 (x-2) b) f(x) = x3 o) f(x) =e™

Die Abbildung zeigt Ausschnitte aus den Graphen einer ganzrationalen Funktion f, einer
trigonometrischen Funktion g und einer Exponentialfunktion h.

yA

4+

3+

2+

1+
f f f f f f f } f f f f f f f f f RS
Q-8 -2) -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 o6 7 8 9 10

pn

3+

a) Ordnen Sie die Funktionen f, g und h den abgebildeten Graphen zu und begriinden Sie
Ihre Zuordnung.

b) Geben Sie fiir den Graphen der Exponentialfunktion einen méglichen Funktionsterm
an. Erkldren Sie, wie Sie dabei vorgegangen sind.

c) Beschreiben Sie den Verlauf des Graphen der Exponentialfunktion unter Verwendung
der Fachsprache.

d) Eine Exponentialfunktion k mit k (x) hat den Funktionsterm k(x) = (x - 2)*- e*. Unter-
suchen Sie die Funktion auf ihr Verhalten fiir x — £ oo sowie fiir x— 0 und skizzieren
Sie anschlieBend den zugehorigen Graphen.

e) Untersuchen Sie die Funktion k (x) auf Extrema.

f) Beschreiben Sie, wie Sie vorgehen wiirden, um die Schnittpunkte des Graphen von k
mit der Geraden y = 0,5x + 3 zu bestimmen.
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Klausurvorbereitung

Aufgabe 3

88

Losen Sie die Gleichungen.
a) 5%-4-5*=0 b) 3**?-4.3*=10 € 7°*-49*=0

Untersuchen Sie die Funktionen auf Null- und auf Extremstellen im Intervall [-8; 8].
a) f(x) = (x*=1)-e* b) f(x) = x*- (x=2)? o) f(x) =x*sin(x)

Sebastian Vettel testet seinen Rennwagen. Seine Geschwindigkeit kann durch die Funk-

tion f mit f(t) = 100 + 160e7°t beschrieben werden (f(t) in km/h, 0 <t < 0,05, tin h).

a) Berechnen Sie f(0) und f’(0) und interpretieren Sie beide Ergebnisse im Sachzusam-
menhang.

b) Skizzieren Sie den Graphen von f(t) im Intervall [0; 0,05] mit geeigneter Skalierung.

¢) Wie kdnnte die zum Geschwindigkeitsverlauf passende Rennstrecke aussehen?
Beschreiben Sie. Wie kdnnte danach der weitere Streckenverlauf aussehen und
welche Auswirkungen hétte dies auf den Graphen?

d) Nun legen wir die Funktion
g(x) = (3 -x)*-e* zugrunde, die den
abgebildeten Graphen hat. Bestimmen
Sie rechnerisch die Nullstellen des
Graphen und beschreiben Sie Ihre
Vorgehensweise.

e) Bestimmen Sie rechnerisch die Extrem-
stellen des Graphen.

Wie sehen typische Klausuraufgaben aus?

Den Einfluss von Parametern bei der Funktion f(x) = a-b*+ d beschreiben und bei
Zuordnungsaufgaben Graph - Term anwenden

Aufstellen eines Terms zu einer gegebenen Sachsituation, Sachsituationen modellieren
Graphen im Sachzusammenhang interpretieren und umgekehrt

Ableitungen im Sachzusammenhang interpretieren und Ableitungen berechnen
Signifikante Punkte eines Graphen (Nullstellen, Extremstellen) berechnen und diese
jeweils in Beziehung zur Sachsituation setzen

Zusammenhange zwischen Funktion und Ableitung erkennen, diese begriinden und
Graphen als Ableitungsgraphen identifizieren

Exponentialgleichungen [6sen und im Sachzusammenhang interpretieren

Typische Aufgabenteile fiir das Warm up:

Losen von linearen und quadratischen Gleichungen sowie von Bruch-, Wurzel- und
Potenzgleichungen

Extrema von Funktionen bestimmen

Aussagen treffen (iber den Einfluss von Parametervariationen auf Funktionsgraphen
Anwenden der Potenzgesetze und Berechnen bzw. Abschatzen von Logarithmen
Vereinfachen von Ausdriicken, die die Euler’sche Zahl e enthalten



Abiturvorbereitung Exponentialfunktionund Logarithmus

Im Folgenden finden Sie Aufgaben, wie sie zu diesem Kapitel passend in einer Abiturpriifung
gestellt werden kénnen.

n In der Landwirtschaft werden zur Schadlingsbekampfung haufig Pestizide eingesetzt. Die
Abbildung zeigt die zeitliche Entwicklung des Bestands einer Schadlingspopulation, die
man mit Pestiziden einzuddmmen versuchte.

APopulation
1200

1000
8001
6001

400

L t(Tage)

1 | Il 1 |
-4 -2 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32

a) Beschreiben Sie den Graphen. Gehen Sie darauf ein, was er liber die zugrunde liegende
Realsituation aussagt. Wann wurde ungefahr mit dem Einsatz des Schadlingsbekdamp-
fungsmittels begonnen?

b) Bestimmen Sie anhand der Abbildung f'(6). Was besagt dieser Wert im Sachzusam-

menhang?

¢) Begriinden Sie, dass von den angegebenen Termen f; (t) die Realsituation am besten
beschreibt:
fi(t) = - (0,2t - 4)*+ 100 fo(t) = 100" f3(t) = 100" -2e%",

Skizzieren Sie die zu den beiden anderen Funktionstermen gehdrenden Graphen in
einem Koordinatensystem wie dem oben abgebildeten.

d) Geben Sie den Definitionsbereich der Funktion f; an und begriinden Sie Ihre Entschei-
dung.

e) Berechnen Sie den Zeitpunkt, zu dem der Schadlingsbestand ein Maximum erreichte.
Welche maximale Population wurde erreicht?

f) Berechnen Sie, zu welchem Zeitpunkt die Population ungefahr 550 Schadlinge betrug.
Zeichnen Sie den zugehdrigen Punkt in die Abbildung ein. Welche Bedeutung hat die-
ser Punkt?

g) Berechnen Sie den Zeitpunkt, an dem kein Schadling mehr vorhanden war. Verwenden
Sie dafiir die Darstellung f;(t) = 100 - %' - 2e%3 = 23 (50e7%"" - 1) fiir f,.
Erklaren Sie, warum diese Darstellung hilfreich ist und welchen Satz Sie damit (eventu-
ell) benutzen kénnen.

h) Welchen Vorteil hat es, das vorliegende Wachstum mittels einer e-Funktion zu
beschreiben?

i) Reflektieren Sie kritisch (iber den Einsatz von Schadlingsbekdmpfungsmitteln in der
Umwelt.
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Abiturvorbereitung

a Landflucht ist ein globales Phanomen unserer Zeit. Derzeit leben in Deutschland 77 Pro-
zent der Menschen in Stadten oder Ballungsgebieten und nur 15 Prozent in Dorfern mit
weniger als 5000 Einwohnern. So wéchst auch Miinchen mit derzeit rund 1500 000 Ein-
wohnern jahrlich um 0,75 %.

a) Skizzieren Sie den Graphen der diesem Bevolkerungswachstum zugrunde liegenden
Funktion.

b) Erklaren Sie, weshalb es sich um kein lineares Wachstum handeln kann. Wie misste die
Bevélkerung wachsen, wenn ihr ein lineares Wachstum zugrunde liegen wiirde?

¢) Geben Sie einen Funktionsterm f(x) an, der das Bevolkerungswachstum beschreibt.

d) Erldutern Sie die Bedeutung der Ableitung an einer bestimmten Stelle fiir die zugrunde
liegende Realsituation.

e) Untersuchen Sie das Monotonieverhalten von f.

f) Von,Megacities” spricht man ab einer Bevdlkerungszahl von 10000 000 Einwohnern.
Wann ware Miinchen nach dem zugrunde liegenden Modell eine Megacity?

g) Diskutieren Sie die Grenzen des vorgegebenen Wachstumsmodells.

B Gegeben sind drei Funktionen und ihre Graphen:

filx) = -(x-3)-e™ f(x) = -(x-3)-€ f;(x) = -x-€*-3
AlYA
)/4/_ B
18 ~16 ~14 -12 -10 -8 -6 -4 —2 204 6 8 10 12 14 16 18 X
_2——
_4-— C
_6——

a) Entscheiden Sie begriindet, welcher der Funktionsterme zu welchem der abgebilde-
ten Graphen passt. Gehen Sie insbesondere darauf ein, weshalb der Graph B zu f, (x)
gehort.

b) Erlautern Sie, wie man auf Basis des Funktionsterms f,(x) = —(x — 3) - € durch Betrach-
ten groBer und kleiner Werte fiir x den Kurvenverlauf erschlieBen kann. Gehen Sie
dabei auch auf den Verlauf des Graphen zwischen -1 < x < 2 ein.

¢) Berechnen Sie den Hochpunkt von f, (x) sowie seine Nullstelle und beschreiben Sie lhre
Vorgehensweise.

d) Beschreiben Sie die Bedeutung der x-Achse fiir den Graphen von f, (x).

e) Ermitteln Sie die Steigung des Graphen von f, (x) zeichnerisch und rechnerisch.

f) Ermitteln Sie zeichnerisch die Stelle, an der der Graph von f, (x) die Gerade y = -3x+3
schneidet. Erldutern Sie, warum die rechnerische Bestimmung dieser Stelle schwierig ist.

g) Finden Sie eine Realsituation, die vom Graphen von f, (x) beschrieben wird. Gehen Sie
dabei auch auf die wesentlichen Abschnitte und Eigenschaften des Graphen ein.

h) Nehmen Sie Stellung zu folgender Aussage:

Wachstum kann stets gut durch eine Exponentialfunktion beschrieben werden.”
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Exponentialfunktionund Logarithmus

Arbeitsauftrage und Fragen zur Vorbereitung auf das Abitur Hilfe
Beschreiben Sie den Verlauf des Graphen der natiirlichen Exponentialfunk- S 68
tion unter Verwendung mathematischer Fachbegriffe. ’
Erldutern Sie am Beispiel der Exponentialfunktion, was man unter einer S 60/1
Asymptote versteht. ’
Beschreiben Sie Anwendungskontexte, in denen Exponentialfunktionen eine | S.63/4,
Rolle spielen. 80
Beschreiben Sie an einem Beispiel, was man unter einer verketteten Expo- S 70/4
nentialfunktion versteht und wofiir Sie die Kettenregel gebrauchen kénnen. ’
Fiihren Sie ein Beispiel fiir eine zusammengesetzte Exponentialfunktion an, die

. . S.70/4
man mit der Produktregel ableiten kann.
Beschreiben Sie (moglichst mehrere) Verfahren, mit denen Sie Exponential- S5.60/2,
gleichungen l6sen kdnnen. 74
Erldutern Sie am konkreten Beispiel, was man unter dem ,In“ versteht. S.65,74
Warum ist der natiirliche Logarithmus In nur fiir positive Zahlen definiert? S.65
Was versteht man unter der Euler'schen Zahl e? Wie kann man sie berechnen,
welche Eigenschaften besitzt sie? Gehen Sie dabei auch auf die Zahl e als S.65
Grenzwert ein.
Zu welchem Zahlbereich gehort die Zahl e? Welche andere bekannte Zahl
weist dhnliche Eigenschaften auf? Kontextualisieren Sie lhre Antwort, indem | S.65
Sie allgemein auf Zahlbereiche und ihre Eigenschaften eingehen.
Grenzen Sie am konkreten Beispiel die Operationen Potenzieren, Radizieren 5.75
und Logarithmieren gegeneinander ab. ’
Erldutern Sie folgenden Satz:, Wurzelfunktionen verhalten sich zu quadrati- 575
schen Funktionen wie die Logarithmus- zur Exponentialfunktion.” ’
Erldutern Sie (mdglichst an einem Beispiel), weshalb man die Exponential-
funktion einem Wachstum nur fiir einen bestimmten Zeitraum zugrunde S.81
legen kann.
Beschreiben Sie, welche Verdnderungen Parametervariationen am Graphen
der Exponentialfunktion bewirken. Gehen Sie dabei auf die Parameter a, b S.68, 69
unddin f(x) = a-b*+d ein.

N . . . S.73/
Diskutieren Sie das Steigungsverhalten von Potenzfunktionen und Nach-
Exponentialfunktionen im Vergleich.

gefragt

Warum ist die Ableitung von f(x) = e™ nicht f'(x) = e™? Begriinden Sie 5. 68. 69
graphisch-geometrisch, indem Sie den Graphen von f(x) = e™ zeichnen. o
Finden Sie (mdglichst mehrere) Begriindungen, weshalb die Ableitung von

X g x-1 S65
f(x) = € nicht f'(x) = x-e*" ' ist.
Wie konnen Sie auf Basis einer Wertetabelle entscheiden, ob ein exponen-
tielles Wachstum vorliegt? Erklaren Sie, wie Sie dann den Anfangsbestand S.80

und den Wachstumsfaktor bestimmen.
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Alles im Blick

In diesem Kapitel haben Sie gelernt, ...

... dass man mit der natiirlichen Exponentialfunktion viele Wachstumsvorgange in Natur und
Umwelt beschreiben kann und dass diese Modellierung auf der mathematischen Seite deshalb
sinnvoll ist, weil die natiirliche Exponentialfunktion mit ihrer Ableitung iibereinstimmt.

Im Detail haben Sie gelernt, ...

Kap. 21 Die Euler’sche Zahl und die natiirliche Exponentialfunktion

Abiturwissen

... die besondere Bedeutung der
Basis e bei Exponentialfunktionen
zu beschreiben und erlautern.

... die Euler’sche Zahl e ndherungs-
weise zu bestimmen.

... die Ableitungsfunktion der Funk-
tion f mit f(x) = € anzugeben und
einen Weg zu beschreiben, wie man
diese ermitteln kann.

... die Kettenregel zum Ableiten von
Funktionstermen verwenden, bei
denen die duf3ere Funktion eine
Exponentialfunktion ist.

Das haben Sie gelernt

Wir haben bei einem Wachstumsvorgang anhand der Zuwachsraten
erkannt, dass es sich um ein exponentielles Wachstum handelt, da
sich der neue Bestand aus dem alten berechnet, indem man mit stets
derselben Zahl multipliziert.

Wir haben den Graphen der Ableitung der allgemeinen Exponential-
funktion f(x) = b ermittelt und festgestellt, dass es sich wieder um
eine Exponentialfunktion handelt, dass also gilt: f'(x) = k- b*

Wir haben k fiir ein konkretes b mithilfe des Differenzenquotienten
bestimmt und uns gefragt, ob es ein b gibt, sodass gilt: f(x) = f'(x).
Durch Ausprobieren und Einschachteln haben wir die Euler’sche
Zahl e = 2,71828... gefunden, fir die gilt: f(x) = e* = f'(x).

Wir haben dies genutzt, um den Vorfaktor k in der Ableitung der all-
gemeinen Exponentialfunktion rechnerisch zu ermitteln. So erhielten
wir fur f mit f(x) = b* f'(x) = In(b) - b*

Sie haben als typische Aufgaben kennengelernt, ...

Beispielaufgaben | Hilfe

... die Ableitungen von (natirlichen) Exponentialfunktionen, auch von

zusammengesetzten, zu berechnen.

S.66/4,70/4 S.65

... die Ableitungen der (natirlichen) Exponentialfunktionen zu nutzen,
um Eigenschaften des Graphen zu ermitteln: Extremstellen, Monotonie.

S.70/6 S5.68,69

... Termen von Exponentialfunktionen die zugeh&rigen Graphen und
diesen wiederum die zugehdrigen Ableitungsgraphen zuzuordnen.

S.71/10,73/19 S5.68,69

2
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Abiturwissen

... charakteristische Eigenschaften
der natiirlichen Exponentialfunktion
fmit f(x) = e* zu beschreiben und
den Graphen unter Verwendung
charakteristischer Eigenschaften
(z.B. waagerechte Tangente, Strebe-
verhalten) zu skizzieren.

... den Einfluss von Verdnderungen
am Funktionsterm der Funktion f
mit f(x) = a-b*+d auf den Gra-
phen zu beschreiben (Verschiebung,
Streckung, Spiegelung) und aus
gegebenen Graphen Aussagen lber
die Parameter abzuleiten.

Das haben Sie gelernt

Ausgangspunkt waren die Eigenschaften des Graphen der allgemei-
nen Exponentialfunktion f mit f(x) = b*, b > 0.

Fiir den Fall 0 < b < 1 gilt: x-Achse als Asymptote fiir x — +oo,

f(0) = 1, streng monoton fallend. Fiir den Fall b > 1 gilt: x-Achse als
Asymptote fiirx — —eo, f(0) = 1, streng monoton wachsend.
Darauf aufbauend haben wir den Graphen von deren Ableitungs-
funktion betrachtet:

Sowohl fiir 0 <b <1 alsauch fiir b > 1 ist der Graph von f’ streng
monoton steigend; fiir 0 <b <1 oberhalb der x-Achse, die fiir beide
Falle die Asymptote ist (einmal fiir x — +oo, einmal flirx — —co.
Fur die Funktion f mit f(x) = a - b* + d haben wir fir den Fall b > 1
fiir die Parameter a und d Folgendes herausgefunden:

a bestimmt das Steigen (a > 0) bzw. Fallen (a < 0) des Graphen von f.
d bewirkt eine Verschiebung nach oben oder nach unten, wodurch
auch die Asymptote verschoben wird.




Exponentialfunktionund Logarithmus

Sie haben als typische Aufgaben kennengelernt, ... Beispielaufgaben | Hilfe

... die Auswwkung von Parameterveranderungen auf den Graphen zu 1,17 5.68, 69
beschreiben und umgekehrt.

... Termen von Exponentialfunktionen mit Parametern die zugehérigen

Graphen und diesen wiederum die zugehérigen Ableitungsgraphen zuzu- | 17,19 S.68,69

ordnen.

Exponentialgleichungen und natiirlicher Logarithmus

Abiturwissen Das haben Sie gelernt

\. Kap.2.3

... den (natiirlichen) Logarithmus
einer Zahl als Losung einer Exponen-
tialgleichung zu verwenden.

... Exponentialgleichungen gra-
phisch zu I&sen.

Ausgangspunkt unserer Uberlegungen waren Fragen wie,Wann hat
eine Population eine bestimmte Gro3e erreicht?”,,Wann ist die Half-
te eines radioaktiven Stoffes zerfallen?” — Fragen also, die auf Expo-
nentialgleichungen hinauslaufen. In ihnen wird — graphisch inter-
pretiert — bei einer Exponentialfunktion die x-Koordinate zu einer
bestimmten y-Koordinate gesucht.

... Anwendungskontexte anzugeben
und zu erkennen, die auf das Losen
einer Exponentialgleichung hinaus-
laufen.

Es gilt: € = ¢ © log.(c) = x

Losen kann man solche Exponentialgleichungen ...
durch Ausprobieren (systematisches Einsetzen von Zahlen)
graphisch durch Schnittstellenbestimmung
rechnerisch durch den natiirlichen Logarithmus In:

Sie haben als typische Aufgaben kennengelernt, ... Beispielaufgaben | Hilfe

... algebraische Ausdriicke mit In und e zu vereinfachen. 1-3 S.74,75
... Exponentialgleichungen rechnerisch und graphisch zu l6sen, einmal

mit dem Logarithmus, zum anderen {iber Umformungen mithilfe der 5-8 S.74,75

Potenzgesetze.

Exponentialfunktion und Logarithmus in Anwendungen
Abiturwissen Das haben Sie gelernt

... Kenntnisse um die Exponential-
funktion zur Modellierung auRer-

Ausgehend von den Daten eines Epidemieverlaufs haben wir uns
das zugrunde liegende Wachstum angeschaut. Wir haben den

) Kap. 2.4

mathematischer Sachverhalte und
zur Funktionsbestimmung zu ver-
wenden.

Wachstumsfaktor aus den Daten bestimmt, indem wir die Quotien-
ten benachbarter Zahlen berechnet und deren Mittelwert gebildet
haben. Uber die Beziehung b* = (e"®)* = &"® haben wir die
Funktion in eine natiirliche Exponentialfunktion umgewandelt. So

kann man leicht die Wachstumsraten der Funktion bestimmen.

Sie haben als typische Aufgaben kennengelernt, ... Beispielaufgaben | Hilfe
... Daten zu vervollstandigen, die sich aus der Funktionsgleichung des
zugrunde liegenden exponentiellen Wachstums ergeben und aus Daten | 1,2 S.80, 81
die Funktionsgleichung des exponentiellen Wachstums zu ermitteln.
... Daten dahingehend zu untersuchen, ob ihnen ein exponentielles 13 5.80. 81
Wachstum zugrunde liegt. ' o
... die Parameter B (0) und k von der dem Wachstum zugrunde liegenden

. . K-t . 7-9 S.80, 81
Exponentialfunktion B(t) = B(0)-e*" zu bestimmen.
.... Fragen (mathematisch) zu beantworten, die fiir das einer Realsitua- 10-14 S 80,81
tion zugrunde liegende exponentielle Wachstum relevant sind. o
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Fiir C14ist k = 0,00012.
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Wie Archdologen Exponentialfunktionen zur Altersbestimmung nutzen -
und wie der Klimawandel dies bald verhindern konnte

Wurde im ,Turiner Grabtuch” tatsdchlich der Leichnam Jesu eingewickelt? Die wissenschaftli-
che Antwort auf diese viel diskutierte Frage ist eindeutig: Eine 1988 durchgefiihrte C14-Datie-
rung ergab, dass das Leinengewebe aus dem 14. Jahrhundert stammt.

Doch was verbirgt sich hinter der Altersbestimmung per C14-Datierung?

Die Konzentration des radioaktiven Koh-

Radioaktivitdt ) L
lenstoffs C14 in der Atmosphare ist duSerst

Radioaktive Substanzen haben instabile gering, sein Verhiltnis zu den beiden stabilen
Atomkerne, die sich spontan unter Aussen- . . .
) . Kohlenstoff-Isotopen betragt ungefdhr eins zu

dung von Teilchen und Abgabe von Energie in . -

. einer Billion.
einen anderen Kern umwandeln. ) . . .
Das radioaktive Kohlenstoff-Isotop C14 ent- Trotz seines geringen Vorkommens ist C14 in
steht in der oberen Atmosphire der Erde, der Natur nachweisbar. In Form von CO, nut-
wenn dort Neutronen der kosmischen Strah- zen es Pflanzen fiir die Photosynthese, Tiere
lung mit Stickstoff reagieren. Der Stickstoff und Menschen nehmen es mit der Nahrung
verliert dabei ein Proton, und es entsteht das auf. Durch den Kohlenstoffkreislauf kann die

Isotop C14. Neben C14 gibt es auf der Erde die C14-Konzentration bis etwa 60 000 v. Chr.
stabilen Kohlenstoff-Isotope C12 und C13. . . .
zurlickreichend als stabil angesehen werden.
Die Altersbestimmung mithilfe der
Radiocarbonmethode nutzt Folgendes aus: Wenn ein Organismus stirbt, kann er kein neues
C14 mehr aufnehmen. Da C14 radioaktiv zerfdllt, reduziert sich die Zahl seiner Atome im Orga-
nismus. Gelingt es z.B., die in Knochen verbliebene Menge C14 zu bestimmen, |3sst sich Gber
die Halbwertszeit des C14-Isotops berechnen, wann ein Organismus gestorben ist.

Radioaktivitat, Altersbestimmung und exponentielles Wachstum

Der radioaktive Zerfall ist ein exponentieller Prozess, dessen Zerfallsgesetz lautet:
N(t) = No-e™, wobei N, die Ausgangsmenge ist, N (t) die Menge der radioaktiven Substanz
zum Zeitpunkt t und k eine stoffspezifische Zerfallskonstante mit k > 0.

Verlauft ein radioaktiver Zerfallsprozess exponentiell nach dem Gesetz N (t) = N - e

dann gilt fiir die Halbwertszeit t,, = @

Halbwertszeit

C14 hat wie alle radioaktiven Stoffe eine Halbwertszeit; das ist die Zeit, nach der von einer bestimmten
Menge nur noch die Halfte vorhanden ist (unabhdngig von der Ausgangsmenge). Fiir C14 betragt die
Halbwertszeit etwa 5730 Jahre.

Wie kann man die Zerfallskonstante von C14 aus der Halbwertszeit bestimmen?
(14 hat eine Halbwertszeit von 5730 Jahren, d. h. nach dieser Zeitspanne t = 5730 ist von der Aus-
gangsmenge Ny noch N(t) = %No vorhanden. Aus dem Ansatz N (t) = N, - €™ ergibt sich:

1 -5730k 1 -5730k
iNo = NO o@ 5 =e

Logarithmieren liefert: -5730k = In(%) = —In(2). Daraus folgt: k = 0,00012.



Exponentialfunktionund Logarithmus

n Am 19. September 1991 machten Wanderer
am Tisenjoch in den Otztaler Alpen eine
sensationelle Entdeckung: Sie fanden eine
mumifizierte Leiche, die die Gletscher-
schmelze gerade erst freigelegt hatte. Nach
dem Fundort wurde die Leiche ,Otzi"
genannt. In der Kleidung Otzis fanden sich
Graser und Halme, die noch etwa 53 % der
urspriinglichen C14-Menge aufwiesen.
ErschlieBen Sie sich daraus, wann Otzi unge-
fahr gelebt hat.

B Das radioaktive Plutonium-Isotop Pu240 hat die Halbwertszeit t,, = 6600 Jahre.
a) Berechnen Sie die Zerfallskonstante.

b) Zeichnen Sie das Schaubild der Zerfallsfunktion fiir No = 100 g. Wéhlen Sie eine geeig-

nete Skalierung der x-Achse.

¢) Berechnen Sie, wann nur noch 1%, d.h. 1 g, der Ausgangsmenge vorhanden ist.

d) Die Zerfallsgeschwindigkeit wird durch die Ableitung N'(t) angegeben. Wie grof3 ist sie
nach 100 (1000) Jahren?

B Das radioaktive Strontium-Isotop Sr90, das bei nuklearen Katastrophen wie der von
Tschernobyl in gréBeren Mengen freigesetzt wird, hat die Zerfallskonstante k = 0,024.
a) Geben Sie die Zerfallsfunktion an.
b) Wann hat sich ein Anfangsbestand von 10 g (1 kg) halbiert?

Klimawandel und die Radiocarbonmethode

Noch ist die Radiocarbonmethode zuverlassig. Infolge der stark zunehmenden CO,-Konzentra-
tion in der Atmosphare kdnnte das aber bald Geschichte sein.

Das Problem besteht darin, dass in dem aus fossilen Brennstoffen wie Kohle, Ol und Erdgas
freigesetzten CO, kein C14 enthalten ist. Dadurch sinkt der C14-Gehalt im Kohlenstoffkreis-
lauf. Modellstudien zeigen, dass bei einem unveranderten CO,-Ausstof3 spatestens in 50 Jahren
der C14-Wert in der Atmosphare identisch sein wird mit Werten aus dem Mittelalter — und das
wiirde eine exakte Datierung zukiinftig unmoglich machen.

Nachgefragt

= Skizzieren Sie eine Argumentation, wie man begriinden kdnnte, dass die Halbwertszeit
umgekehrt proportional zur Zerfallskonstanten ist.

= Skizzieren Sie einen Weg, wie man die Halbwertszeit aus dem Zerfallsgesetz ermitteln kann.
Erlautern Sie in diesem Kontext auch, warum die Halbwertszeit von der Ausgangsmenge
der radioaktiven Substanz unabhangig ist.

= Erldutern Sie, woran man am Zerfallsgesetz erkennen kann, dass es eine exponentielle
Abnahme beschreibt.

= Nehmen Sie Stellung zu folgender Aussage: ,Eine radioaktive Substanz ist am Anfang am
geféhrlichsten, die Bedrohung, die von ihr ausgeht, verschwindet aber nie ganz.”

Sr90 dhnelt in sei-
ner chemischen
Zusammenset-
zung dem Calcium.
Der Korper lagert
es deshalb in den
Knochen ein. Dies
erhoht die Gefahr,
Tumore oder eine
Leukdmie-
erkrankung zu
entwickeln.

BNE - Bildung fiir nach-
haltige Entwicklung
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Losungen Vorwissen

M/ 1.1 Die Aussage ist richtig. Dies ldsst sich z. B. mithilfe der Definition der Ableitung zeigen.

1.2

Die Ableitung einer Funktion f mit dem Funktionsterm f (x) an einer Stelle x, ist

f'(xo) = rl]lmo Mﬂ Die Ableitung des Negativen der Funktion f an der Stelle x, ist
() (x) = lim —f(xo+hi1— (=f(xo)) _ l —flxo+h) +f(x0) _ lim —(f(xo+:)—f(x0))
h—0 h—0 h—0
— _lim f%oth) - f(x) _ —F(x).
h—0 h

Damit ist gezeigt, dass die Ableitung des Negativen einer Funktion gleich dem Negativen
der Ableitung der Funktion ist.

Die Aussage ldsst sich anhand des Funktionsgraphen von f auch anschaulich plausibel
machen: Der Bildung des Negativen —f einer Funktion f entspricht die Spiegelung des
Graphen von f an der x-Achse. Aus einem steigenden Graphen (oder Teil des Graphen)
wird dabei ein fallender Graph und umgekehrt.

a) Die Aussage ist falsch. Gegenbeispiel: f(x) = .

b) Die Aussage ist falsch. Gegenbeispiel: f(x) = x’.

¢) Diese Aussage ist richtig, es handelt sich um das notwendige Kriterium fiir das Vorlie-
gen von Extremstellen.

d) Diese Aussage ist falsch, denn f'(x,) = 0 ist nur das notwendige Kriterium. Wie das
Gegenbeispiel f(x) = x> mit X, = 0 zeigt, ist es nicht hinreichend, denn an x, = 0
liegt trotz f'(x,) = 0 keine Extremstelle vor.

[ Operatorz /",
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2.2

2.3

Man rekonstruiert den Graphen einer méglichen Ursprungsfunktion aus dem Graphen
einer Ableitungsfunktion, indem man auf die Nullstellen des Ableitungsgraphen und

auf das Vorzeichen der Ableitungsfunktion schaut: Eine (einfache) Nullstelle mit Vorzei-
chenwechsel im Ableitungsgraphen ergibt eine Extremstelle im Ursprungsgraphen. In
Bereichen, in denen die Ableitungsfunktion negativ ist, ist die Ursprungsfunktion fallend,
und in Bereichen, in denen die Ableitungsfunktion positiv ist, ist die Ursprungsfunktion
steigend.

Man bestimmt die Extremstellen einer Funktion, indem man zunéchst das notwendige
Kriterium Gberpriift. Hierzu ermittelt man die Nullstelle x, der 1. Ableitung: f'(xo) = 0.

In einem zweiten Schritt Giberpriift man das hinreichende Kriterium, indem man entweder
die 1. Ableitung auf einen Vorzeichenwechsel an x, untersucht oder tberpriift, ob die

2. Ableitung an x, ungleich nullist (f”(xo) = 0).

Man untersucht eine Funktion auf Monotonie, indem man das Monotoniekriterium Gber-
prift: Ist f auf dem Intervall | differenzierbar und gilt dort f'(x) > 0 fiiralle x € |, dann ist f
auf | streng monoton steigend.

Die Umkehrung des Satzes gilt nicht; die Umkehrung wiirde lauten: Ist f auf dem Intervall |
differenzierbar und ist f auf | streng monoton steigend, dann gilt dort f'(x) > 0 fiir alle

x € |. Die Umkehrung ist nicht richtig, wie das Gegenbeispiel f(x) = x> zeigt.



2.4 Man untersucht eine Funktion auf ihr Verhalten fiir x — %o, indem man sich den Expo-

nenten und das Vorzeichen des Summanden der ganzrationalen Funktion anschaut, der

den hochsten Exponenten hat.

= |st der Exponent ungerade und das Vorzeichen positiv, verlduft die Funktion vom 3.in
den 1. Quadranten, d. h. es gilt: f(x) ——oo fiir x— — oo, f(x) — oo fiir x— oo,

= [st der Exponent ungerade und das Vorzeichen negativ, verlduft die Funktion vom 2.in
den 4. Quadranten, d. h. es gilt: f(x) — oo filir x— =00, f(x) = — oo fiir X — oo,

= |st der Exponent gerade und das Vorzeichen positiv, verlauft die Funktion vom 2. in den
1. Quadranten, d.h. es gilt: f(x) — oo fiir x— =00, f(X) = oo fiir X — oo,

= |st der Exponent gerade und das Vorzeichen negativ, verlauft die Funktion vom 3.in
den 4. Quadranten, d. h. es gilt: f(x) = —oo fiir x— oo, f(x) = —co flir x —> co.

3.1

3.2

Die Steigung eines Graphen in einem Punkt kann wieder- vA

gegeben werden durch die Steigung der Tangente, die in 06

diesem Punkt anliegt. Um sich dieser Tangentensteigung !
04+

anzundhern, wahlt man einen zweiten Punkt auf dem
Graphen und legt durch diese beiden Punkte eine Sekan- 02
te. Die Sekantensteigung, die mit dem Differenzenquo-

tienten m = A—i bestimmt wird, stellt eine Naherung fiir

die Tangentensteigung dar. Je mehr der zweite Punkt
an den ersten heranriickt (d. h. je kleiner der Abstand h
zwischen den x-Koordinaten der beiden Punkte wird), desto mehr nahert sich die Sekan-

ten- der Tangentensteigung an. Der Differentialquotient rI]im foc+ h) -

b X+ h—x spiegelt diesen

Anndherungsprozess wider, er ist also der Grenzwert des Differenzenquotienten.

Wir betrachten folgende Aussagen:

A: ,Ich schreibe eine Abiturarbeit.” B: ,Ich bin Schiler.”

Wir kdnnen nun zwei Schlussfolgerungen bilden:

A = B: ,Wenn ich eine Abiturarbeit schreibe, dann bin ich ein Schiler”

B = A: ,Wenn ich Schiler bin, dann schreibe ich eine Abiturarbeit”

= Die Schlussfolgerung A = B ist wahr. Die Aussage A ist hinreichend fiir die Aussage B.
Schreibt jemand eine Abiturarbeit, so ist diese Information ausreichend dafiir, zu fol-
gern, dass diese Person ein Schiiler sein muss. Andererseits ist die Aussage B notwen-
dig fiir die Aussage A: Es ist notwendig ein Schiiler zu sein, um eine Abiturarbeit zu
schreiben.

= Die Schlussfolgerung B = A ist nicht allgemein wahr. Nicht jeder, der Schiiler ist, muss
gerade an einer Abiturarbeit schreiben. Diese Person kann die Abiturarbeit auch schon
geschrieben haben oder sich erst in der 5. Jahrgangsstufe befinden. Es reicht also nicht
aus, Schiiler zu sein, um daraus schliel8en zu kdnnen, dass die betreffende Peron eine
Abiturarbeit schreibt.

Allgemein kénnen wir zusammenfassen: Ist die Schlussfolgerung A = B wahr, so gilt:

A ist hinreichend fiir B und (gleichbedeutend) B ist notwendig fiir A.

\ Operator3 |
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A Losungen Vorwissen

3.3 Das notwendige Kriterium flir Extremstellen lautet: YA Hochpunkt
Sei die Funktion f an der Stelle x, differenzierbar. Wenn w0l
f an dieser Stelle ein lokales Extremum hat, dann ist
f'(xg) = 0. Die Umkehrung des Satzes (,Wenn f'(xg) = 0
ist, dann hat f an der Stelle x; ein lokales Extremum.”) N

S . o 3. 12 4\6%8/ 10
gilt nicht, wie das Gegenbeispiel f(x) = x> zeigt. 'Zzo— \/
Das hinreichende Kriterium fiir Extremstellen (mit Vor-
zeichenwechsel) lautet:
Sei f an der Stelle x¢ und in einer Umgebung von x; differenzierbar.
Wenn f'(xg) = 0 ist und f’an der Stelle x; einen Vorzeichenwechsel von + nach - hat, dann
ist f'(xg) lokales Maximum; wenn f'(x;) = 0 ist und f’an der Stelle xg einen Vorzeichen-
wechsel von — nach + hat, dann ist f'(x¢) lokales Minimum.

3
f(x) :%—4x2+7x+20

Tiefpunkt

M 41 23 +3X+4x =0 x- (2 +3x+4) =0= %y =0

2¢+3x+4=0 < X +1,5%+2 :O:>x1,2:—%11,—2+%

= keine weiteren Nullstellen, da Diskriminante negativ.

42 f(x) = -x*+28% -4 = f'(x) = -4 +4x = 4x (= +1) = 4x(1+x) - (1 =x)
= Nullstellen der 1. Ableitung bei 0; 1 und —1.
Uberpriifen des hinreichenden Kriteriums:
f'(x) hatan xg; = —1 einen VZW von + nach - = xg ist eine Maximalstelle.
f'(x) hat an xg = 0 einen VZW von - nach + = xg, ist eine Minimalstelle.
f'(x) hat an xg = 1 einen VZW von + nach - = xg, ist eine Maximalstelle.

43 f(x) = X +3x=f(X) = -3x%+3=-3(-1)=-3x+1(x-1)
Durch Einsetzen von Zahlen erhalt man folgende Monotoniebereiche:
Da f'(x) fiir x < —1 kleiner als 0 ist: f ist im Intervall ]- ; — 1] streng monoton fallend;
daf'(x) fir -1 < x < 1 groBer als 0 ist: f ist im Intervall [- 1; 1] streng monoton steigend;
da f'(x) fir x > 1 kleiner als 0 ist: fist im Intervall [1; oo[ streng monoton fallend.

Kapitel 1 - Startklar

1.1 a) y=m-x+c y-Achsenabschnitt —1% =cCc= —1% =>y= m~x+—1%
11
Nullstelle x = 25: 0=m-25-11 = m =52 =048 =y =048-x-11
b) y=m-x+c

EinsetzenvonA: | -0,75=m-(-2)+c

EinsetzenvonB: Il 1,2=m-46+c

I-1I 07512 = -2m-46m < ~195 = -66m & m = 0 =13

. ) . _ 13 _ -7 -8, _7 '
min Il einsetzen: 1,2 = v 46+c & c= 7w =Y = X"
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Losungen

1.2 a) yAy b) yA
2 2T

o)

VE

xXy
(.
w
|
7/7
|
<y

2.1 Die Funktionsterme werden auf Scheitelpunktform gebracht.
a) fX) = X2 -4x+5=x"-4x+2°-22+5=(x-22+1= S|

b) f(x) =
= S(1]-4)
o fx) =-2x-5=-2(x-0)*-5 = S(0|-5)

2.2 Scheitelpunkt S (x| f(x,))
a) Nullstellen: =2x, +2x+4 =0 X, =-1; X =2

Xs = TLE2 = 0,5 f(xg) = 4,5 = S(0,5[4,5)

<y

_2——
b) Nullstellen: X*=x-1=0 x, = 1_2\5; Xy = 1+2\/§
1-5 1445
Xs = % =0,5; f(x) = -1,25 = $(0,5|-1,25)
N2 -
2__

=31 =211

S22+ AX-6==2(X*=2Xx+3) = -2(X*=2x+ 12 =12 +3) = -2(x—-1)*-4

Xy
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c) Nullstellen: -x*-6x-8=0 x; =-2; X, = —4

=242 3. f(x)=1= S(-3|1)

Xs p)

=-2xX*+2x+4

2 :f)==2(X+1N(x=2) = =20 +x-2x-2) = =20 =-x-2)==-2x>+2x+ 4

2
23 a) 1:f = -2(x-%) +45 :—2(x2—x+%)+4,5 = -2 +2x-1+45

Die Funktionstermein 1 und 2 stimmen mit dem Funktionstermin 3 ({berein.

Somit handelt es sich in allen drei Fallen um dieselbe Funktion.

b) 1 : ablesbar: Scheitelpunkt S(%|4,5); wegen a = -2 nach
unten geoffnete gestreckte Parabel.
2 : ablesbar: Nullstellen x; = -1; x, = 2; wegen a = -2
nach unten gedffnete gestreckte Parabel.
3 : ablesbar: Schnittpunkt mit der y-Achse (0]4);
wegen a = —2 nach unten gedffnete gestreckte Parabel.

2.4 a) Wegen a = 1 nach oben gedffnete verschobene Normal-

parabel.

Nullstellen: x*+ 7x + 12 = 0 ergibt nach dem Satz von
Vieta N;(-4|0) und N,(-3|0).

Scheitelpunkt S (xs|f (xs)):

Xg = -4 +2 (-3
Schnittpunkt mit der y-Achse: f(0) = 12 = (0]12)

b) fX) = -(x+1)-(=1)-(x+1) = x+17?=x*+2x+1
Wegen a = 1 nach oben gedffnete verschobene Normal-
parabel.

Doppelte Nullstelle (ablesbar): N (-1]0);
Scheitelpunkt S(-1/0) = N
Schnittpunkt mit der y-Achse: f(0) = 1 = (0]1)

=-3,5; f(x) = -0,25 = S(-3,5/-0,25)

2.5 () =X -4 g(x) = -2 (x+2)+3; h(x) = 5 (x- 3

4

~<

bl 4




2.6 a) f: Scheitel S(-4]0); Schnittpunkt mit der y-Achse: P (0| 16)

g: Scheitel S(5|9); Schnittpunkt mit der y-Achse: P (0|-16)
h: Scheitel S(0]-8); Schnittpunkt mit der y-Achse: P (0|-8)
2
b) g (3%) = —(3%— 5) +9 = 6,75. B liegt auf dem Schaubild von g.
¢) Wirkung der beschriebenen Verdnderungen auf den Funktionsterm:
Spiegelung an der x-Achse: —(x + 4)°
Verschiebung um eine Einheit nach oben: —(x + 4)* + 1

Verschiebung um sechs Einheiten nach rechts: —(x + 4 -6+ 1 = —(x - 2)*+ 1
Neue Funktionsgleichung: f*(x) = —(x — 2)*+ 1.

3.4

3.2
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Funktion f:
Einsetzen der Koordinaten von P(1]0,5): a-1" = a = 0,5

Einsetzen der Koordinatenvon Q(2]8): 8=05-2"=2"=16=>r=4=f(X) = 0,5-X,

Funktion g:

Einsetzen der Koordinaten von R(-0,5|8): 0,5 = 8 = a(-0,5)"
Einsetzen der Koordinatenvon S(-1[2): 2 =a(-1)
Division dieser Gleichungen ergibt:

8 _ (<05 _ (1) _ (1Y _
27y —(5) ‘:’4—(5) er=-2
r=-2in2 =a(-1) eingesetzt: 2 = a(-1)? = a = g(x) = 2x7>

Da die x-Achse Asymptote ist, muss r negativ sein. AuBerdem muss r wegen der Sym-
metrie zur y-Achse gerade sein. a muss positiv sein, da die Funktion nur positive y-Werte
annimmt.

A A A

f y y ] 6__)’
3+ 3+

5__
2+ 2+

4__
1T T

] ] ] ] | Z L ] ] 5 3__

=31 =21 -1 12 3 -2 1 12 21
-1+ -1+

'I__
-2 -2t

A, N S - -
-3 31 =\ 1
=1
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3.5

3.6

3.7

Einsetzen der Koordinatenvon A: -4 =a-(-1)"
Einsetzen der Koordinatenvon B: 0,125 = a-0,5"
Division dieser Gleichunghen ergibt:

-4 =1)"

01125:W<:>_32:(_2) =n=>5

n=5in-4=a-(-1)"eingesetzt: -4 =a-(-1)’ =2a=4=f(x) =4-x

n

Einsetzen der Koordinatenvon A: 2 = a-(-2)
Einsetzen der KoordinatenvonB: -0,25 =a-1" = a = -0,25
a=-025in2=a-(-2)" eingesetzt: 2 =-0,25-(-2)" < -8=(-2)"=n=3
= Potenzfunktion (rot) f(x) = 0,25 -

Gleichung der blau eingezeichneten Geradeny = d: y = 1,5

= Potenzgleichung 0,25-x* = 1,5

a) [ f

1+

b) f(2x) = 3(2x)7 = - 3x = 3-f(x) = 0,25f(x)

f(2x) betragt somit 25% von f(x); der Funktionswert @ndert sich um 75 %.

r muss negativ (z. B. wegen Definitionsliicke bei x = 0) und ungerade (z. B. wegen Punkt-
symmetrie) sein, a muss negativ sein, damit fiir positive x negative Werte entstehen.
Aus -3 = a- 1" (Punkt P) folgt a = -3. Damit folgt aus -1 = -3-3" (PunktQ) r = -1.

Die Gleichung der Funktion f lautet somit y = =3 -x" = —%

4.1
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a) Der Graph von fist weder achsensymmetrisch zur y-Achse noch punktsymmetrisch
zum Ursprung. Fiir x — + oo gilt f(x) = + oo, und filir x ——o0 gilt f(x) —>—co.

b) Der Graph von fist achsensymmetrisch zur y-Achse. Fiir x — + oo gilt f(x) — —co.

¢) Der Graph von fist punktsymmetrisch zum Ursprung. Fiir x — + oo gilt f(x) — 40, und
flir x——oo gilt f(x) > —oo.

d) Der Graph von fist weder achsensymmetrisch zur y-Achse noch punktsymmetrisch
zum Ursprung. Fiir X — 4o gilt f(x) = —c0 und flir x — — o0 gilt f(x) — + oo,

e) Der Graph von fist weder achsensymmetrisch zur y-Achse noch punktsymmetrisch
zum Ursprung. Flir x— + o0 gilt f(x) — + oo, und fiir x — -0 gilt f(x) — —oo.

f) Der Graph von f ist weder achsensymmetrisch zur y-Achse noch punktsymmetrisch
zum Ursprung. Fiir x — +eo gilt: f(x) — + oo, und flir x — oo gilt f(x) — —oo.



4.2 Der linke Graph gehdrt zum griinen Kartchen, da nur bei dieser Funktion das Verhalten fiir
betragsmaBig groBe x-Werte stimmt: Fiir x — oo gilt f(X) — —co. Zudem ist der Graph
achsensymmetrisch, was zu den nur geraden Exponenten passt.

Der rechte Graph gehort zum blauen Kartchen, denn wegen des Verhaltens im Unend-
lichen muss der Grad der Funktion ungerade sein. Beim roten Kértchen aber kdnnen fiir
positive x nur positive Funktionswerte vorliegen. Da der rechte Graph aber die positive
x-Achse schneidet, kann somit nur die Funktion des blauen Kartchens richtig sein.

Graph der Funktion auf dem gelben Graph der Funktion auf dem roten Kértchen:
Kértchen:

-3 -2 -1 123 X

4.3 Wesentlich sind z. B. die Nullstellen, der Schnittpunkt mit der y-Achse und vor allem das
Verhalten im Unendlichen. Beispiele fiir Graphen:

VA f Ya g YA

61 44 7+

54 34 61

21 5+

L ‘I__ 4__

X
r f —> 31
1 /2
L 2__
- 1+
— 1 X

-1 —— >
-2 \-1 1/ 2 X

=21 -1+

—f 2 f(2) - f(-1 2-24+1-2-(-1-1
5.1a)m=(33) (0) 330=3 b)m=(2)_(_(”)=( + 3() =?=6
f(3)-f(1 .3243-2.13- f(1)-f(0 3.2.12-

c)m=(;_1()=23+3221 1=%=9 d)m=(1)_0()=1+211 1_9
5.2 a) f'(-2) =12 b) f'(1) =2 c f'(2) =93 d) f'(9) = 319
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A

6.1 a) fX)=05x-1=f'(x)=

Fiir x < 0 ist f streng monoton fallend, fiir x > 0 ist f streng monoton steigend. Also
liegt bei x = 0 ein Tiefpunkt.

b) f(x)=-2+x = f'(x) = -4x + 1.
Fir x < % ist f streng monoton steigend, fiir x > % ist f streng monoton fallend. Also
liegt bei x = % ein Hochpunkt.

Q f(x) =2x+x = f'(x) = 62+ 1.
Fiir alle x ist f streng monoton steigend; es gibt also weder Hoch- noch Tiefpunkte.

d) £(x) = 0,25 +4x* -2 = f'(x) = 0,75x + 8x = 0,75 (x + 2.

Fir x < —% ist f streng monoton steigend, fiir —% < x < 0 ist f streng monoton
fallend, und fiir x > 0 ist f steng monoton steigend. Also liegt bei x = —2 ein Hoch-
punkt und bei x = 0 ein Tiefpunkt.

e) f(x)=x/§=>f’()—ﬁ>0

Auf I = [1; 4] ist f streng monoton steigend; es gibt weder Hoch- noch Tiefpunkte.

f) f(x) = )(171 ist g(x) = % um eine Einheit nach rechts verschoben.

g = ;—l = gistauf R\{0} streng monoton fallend, also ist auch f auf R\{1} streng

monoton fallend. Es gibt also weder Hoch- noch Tiefpunkte.

6.2 Individuelle Losungen. Beispiele:
f(x) = (x= 1)+ 1 (verschobene Normalparabel) hat ein lokales Minimum bei x = 1.
f(x) = 2x* = x>+ 12x hat ein lokales Maximum x = 1 und ein lokales Minimum bei x = 2.
f(x) = x*— 8x> + 22x* - 24x hat lokale Extrema bei x = 1, bei x = 2 und x = 3.

3+49-4-3-(-2) 3i\/§
6

2-3

b) ®-6x=0 x(-6)=0= % =0; X, =-16; X3 = /6 = N;(0]0), N, (-+/60),
N3 (16 0)

€ X¥+3X-2x=x(X+3x-2) =0 =% = 0,X,3 = ‘3im) =_3i2m:>
N, (0]0), N,(=3,56]0), N5(0,560) 21

d) X (-4 =0=x=0%=-2;%=2= N(0]0), Ny(-2|0), N;(2|0)

e xX-x-1=0=x=0,%=1= N,;(0]0), N,(1]0)

f) (C+2x+1)K-2x+1) =0 X+1Px-11P=0=x=-1,%=1= N;(-1]0),
N, (1]0)

7.1 @) 3¢ -3x-2=0=x,= = N;(-0,46|0), N,(1,46|0)

7.2 Individuelle Losungen. Beispiele:
a) f(x) = x-2)(x+3), gx) = 5(x-2)(x+3)

b) f(x) = (x—1)(x-2)(x~3), g(x) = 6(x~ 1) (x-2) - (x~3)?
d fx) =xx-1),g(x) = 5 (x~1)

0160 = (- 2 30 = oo 3

e (x+;)(x+9)( 3) o —3(x+%)( 5[ [ )
f) 00 = (x- V2)(x-V2), g() = 5(x=2) (x- V2) (¢ +
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ya y4 f, f, V4

12+ 12+ 10+
10+ 8t
8+ 6+
6 4+

¥ <

=4+
-4+ 61+
-6+ gt
-8+ =10

Kapitel 2 — Startklar

Seite 57
1.1 Bei A gilt fiir die Basis 0 < b < 1, es muss sich also um eine fallende Funktion handeln, \/J

die aber positive Werte hat. Demnach gehort Graph 2 zum Funktionsterm A .

Das negative Vorzeichen bei B und C bewirkt, dass der Graph an der x-Achse gespie-
geltist (Graph 1 und 3 ).Setzt man x = 0 ein, fiihrt dies bei beiden Funktionen zum
gleichen Wert. Setzt man x = 1 ein, ergibt sich bei B f(1) =-2,5 undbei C (1) = -3.

B gehort demnach zu Graph 1 und C zuGraph 3 .

1.2 a) Das negative Vorzeichen bewirkt eine Spiegelung der

—~

steigenden Funktion g (x) = 2* an der x-Achse, es resul-

tiert also eine fallende Funktion, die im 3. und 4. Quadra-
ten verlauft, fuir die die x-Achse Asymptote ist, die durch

(0]-1) geht und fiir die gilt: f(1) = -2.

Das negative Vorzeichen bewirkt eine Spiegelung der
wegen 0 < b < 1 fallenden Funktion g(x) = 0,5* an der
x-Achse; es resultiert also eine steigende Funktion, die im
3. und 4. Quadraten verlauft, fir die die x-Achse Asymp-
tote ist, die (wegen des Vorfaktors a = -0,5) durch
(0]-0,5) geht und fiir die gilt: f(1) = -0,25.

x
N




¢) Das positive Vorzeichen bewirkt, dass die Funktion im

Ay
2.und 1. Quadraten verlduft. Sie ist wegen b > 1 10T
monoton steigend; die x-Achse ist Asymptote. Sie geht 8t
(wegen des Vorfaktors a = %) durch (0/0,3) und 61
durch (1]1). ol

2__
L ,
-4 -2 2 X

1.3 Der Funktionsterm in c) liefert Werte, die zum Wachstum eines Hundewelpen passen kon-
nen, denn man erhalt: f(1) = 13,3, f(5) = 20,22, f(12) = 42; f(14) = 51,53.
Der Funktionsterm in a) kommt nicht in Frage wegen der negativen Werte, die er liefert;
hier ist auch nur schwer eine passende Realsituation denkbar.
Der Funktionsterm in b) liefert sehr schnell viel zu groBe Werte, die die GroRe eines Hun-
des weit Gibersteigen. Hiermit kdnnte eher ein Populationswachstum modelliert werden.

2.1 a) logs(125) = x & 5*=125=5 = x =3
b) log,(1/343) = X@7X—m=72:>x=%
¢) logs(x) = % K=8 =2 =
d) log,(512) =3 = x* =512=8=x=8
e) Iogg(s)—xc)3"—35=>x—5

f) logsQ27) =x & 3"=27<:>32=33:>§=3:>x=6

22a) 3-2"-48=02""=16=2"=2x+1=4=x=3

b) 5%-4.5% = 0@5;—;4@5“ "= 4 &5 =4 = x = logs4

c) 3*-3*=6 Substitution u = 3* ergibt > —~u-6=0. = u; =3; u, = -2
Resubstitution: u; = 3* < 3 = 3* = x = 1; u, = 3" & -2 = 3* nicht maglich, da
3*> 0.
= Ldsung der Gleichung: x = 1.

d) 3"2-4.3¥=103"3"-4.3*=1029-4Ho3=103"=2=

x = logs2 = 0,63

e) 3"—2"”: & 3% 2——(:)(3 2 —34:)6" 6" = x=-1

f) 7*'3—49*=0<:>7* 3—72*=04:>77—2:_1<:>7'*'3=1 = —x-3=log,1 =0
=x=-3

932 3¥=6e2=5=22c2=20x=5
h) 2%+0,125 = 2-8 < 2% +0,125 = 2 & () < 2% +0,125 = 2. 2*

<:>O,125=23"<:>%=23"<:>2'3=23":>—3=3x:>x=—1
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3Ma) I f(-1)=a-b'=15 Il f3)=a-b>=24

3.2

4.1

b)

o]

d

)

1,5 1 4 _ 1 _ 5a _
T =57 = —6<:>b —16—2 =b=2
b—2|nle|ngesetzta2'= S5-a=15-2=3=f(x) =3-2%
| f-2)=a-b7? =1 IIf() a-b?=27
Divison Il ergibt:bb—f_% debt=t=3"5b=3

b =3 inlleingesetzt: a-3> =27 => a =3 = f(x) = 3-3*
| f(-3)=a-b3=-05 Il f(1)=a-b=-8

ivi . ibt: D2 = 205 _ 1 —4_L_
Divison I: 1l ergibt: 5= = —= = 7z & b 16 2*=b=2
b =2inlleingesetzt: a-2 = -8 = a=-4 = f(x) = (-4)-2*
| f(-4)=a-b*=4 Il f(-1)=a-b" =05

_4
Divison 1: I ergibt: % = =8ob?=8="5b=2"=

Divison | :1I ergibt' b

b= % in | eingesetzt: a-(%)_4 =4=a= 4-(%)4 = 4-11—6 = % = f(x) :%(l)x

L fO)=a-b°=2=a=2 I f(1)=a-b‘=

a

Probe mit den Koordinaten von R: f(2) = —(—) = %

-2 ; 2. p=2 -1 2
—3|nlle|ngesetzt.3 b—9<:)b—3 :f(x)—s(
Z

3 3

)

w|—\

2(1)?

°°|N
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Das Schaubild geht nicht durch den Punkt R.

a) a = 1000, b = 2, x: Anzahl der Stunden = f(x) = 1000 - 2* (Anzahl der Bakterien

b

-~

nach x Stunden) ) )
f(x) = 10-1000 = 10000 > f(x) = 1000-2* = 10000 < 2% = 10
=>— log,10 = 3,32 = x = 36-3,32 = 119,52
Innerhalb von 119,52 Stunden verzehnfacht sich die Kolonie.
216
9Tage =9-24h =216h f(216) = 1000-2* = 64000
Nach 9 Tagen besteht die Kolonie aus 64 000 Bakterien.
Veranderte Bedingungen:

g(x) = 64000 - (l)x' x: Anzahl der Tage
g(x) = 64000+ (3] = 1000+ 1] = & = x = logosgy = 6

Nach weiteren 6 Tagen besteht die Kolonie wieder aus 1000 Bakterien. Insgesamt
dauert es also 9 Tage + 6 Tage = 15 Tage, bis die urspriingliche Anzahl an Bakterien
wieder erreicht wird.

4.2 a) 100mg-0,92" =~ 43 mg

b) 0,5 = b* fiihrt auf den Jahresfaktor b = 0,97716 und somit 0,97716" = 0,74 = 74 %.
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A Mathematische Zeichen und Abkiirzungen

Zahlen und Funktionen

N
Z
Q
R
lal
a=b
azb
a=b
a<b
a>b

a<b

Menge der natiirlichen Zahlen
Menge der ganzen Zahlen
Menge der rationalen Zahlen
Menge der reellen Zahlen
Betrag von a

agleichb

aungleich b

a ungefahr gleich b

a kleiner als b

agroBeralsb

a kleiner oder gleich b

Analytische Geometrie

AB

AB

—

AB

ai
N
a=|a

as

Gerade durch die Punkte A und B

Strecke mit den Endpunkten A und B;
auch Lange dieser Strecke

von den Punkten A und B bestimmter
Vektor

) Vektor mit den Koordinaten a,, a,, a3

Wahrscheinlichkeitsrechnung

P(A)

P(X=k)

E(X)

446

Wabhrscheinlichkeit des Ereignisses A

Wabhrscheinlichkeit, dass die Zufalls-
groBe X den Wert k annimmt

Erwartungswert der Zufallsgrof3e X

QU
SN
o

[a; b]
la; bl

log,(a)

In(a)
f'(x)

b
If(x)dx

IF ()12

a groBer oder gleich b
Quadratwurzel aus a

n-te Wurzel aus a
abgeschlossenes Intervall
offenes Intervall

Logarithmus von a zur Basis b
natirlicher Logarithmus von a
Ableitung der Funktion f (x)

Integral der Funktion f (x) liber dem
Intervall [a; b]

F (b) - F (a) (F Stammfunktion)

Betrag (Ldnge) des Vektors a
Abstand des Punkts P von der Ebene E

5
Skalarprodukt der Vektoren aundb

N
Vektorprodukt der Vektoren aundb

Standardabweichung einer
ZufallsgroBe

Binomialkoeffizient
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